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TREILLIS DE SEPARATION DES GRAPHES 

NORBERT POLAT 

L'objet de cet article est essentiellement de poursuivre la généralisation 
entreprise par Sabidussi [4] du concept d'ensemble primitif de sommets d 'un 
graphe, introduit par Halin [1]. 

Rappelons brièvement ce que développe Sabidussi dans l ' introduction de son 
article [4], auquel nous nous référons constamment . Si A, B et C sont des 
ensembles de sommets d 'un graphe X, C sépare A et B si et seulement si toute 
^4^-chaîne de X contient un sommet de C. A é tan t fixé, nous écrivons C ^ A B 
si et seulement si C sépare A et B. Il est évident que cette relation, qui est un 
préordre sur l 'ensemble des parties de l 'ensemble des sommets de X, n 'est en 
général pas un ordre. Afin qu'elle en soit un et afin de travailler avec des en
sembles de sommets et non de passer à la s t ructure quotient associée modulo 
la relation d'équivalence aA définie par B aA C si et seulement si B ^ A C et 
C tk A B, Halin [1] a proposé une solution qui a été ensuite modifiée de façon 
fort intéressante par Sabidussi [4]. Chacun d'eux définit des ensembles dits 
primitifs comme représentant canonique des classes d'équivalence modulo cer
taines relations d'équivalence définies sur l 'ensemble des sommets d 'un graphe 
en termes de séparation, mais qui sont toutes deux plus faibles que la relation 
aA précédente. 

Dans cet article nous avons modifié légèrement la définition d'ensembles 
primitifs donnée par Sabidussi de façon que ceux-ci coincident avec les repré
sentants canoniques des classes d'équivalence modulo aA. Pour cela il suffit de 
considérer des ensembles qui sont ' 'presque a t t e in t s " par certaines chaînes 
"issues" de A. Aussi dans la section 1 définissons-nous les notions de chaîne et 
de graphe de préaccessibilité d'où nous déduisons cette nouvelle notion de 
primitivité qui avai t déjà été obtenue de façon différente par Pym et Perfect 
dans la section 7 de l'article [2]. Nous y retrouvons aussi, en é tudiant certaines 
restrictions connexes de X, le résultat établi dans le lemme 7.3 de [2], soit que 
ces ensembles primitifs munis de l 'ordre ^ A forment un treillis complet que 
nous notons P(X, A) et appelons le treillis de séparation de (X, A). Ces treillis 
sont complètement caractérisés dans la section 5 et les propriétés de semi-
modularité, de modulari té et de distributivité sont étudiées dans la section 6. 
On prouve dans la section 3, tout comme l'a fait Sabidussi avec ses treillis de 
séparation faibles, que l'association de P(X, A) au couple (X, A) est fonc-
torielle. La section 4 est réservée à l 'étude de la classe des couples ayan t même 
treillis de séparation, tandis que les ensembles primitifs sont utilisés dans la 
section 2 pour donner une nouvelle preuve du théorème de Menger. 

Reçu le 1 juin, 1974 et sous forme revisée, le 15 juillet, 1975. 
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7 26 NORBERT POLAT 

Contra i rement aux définitions et notat ions générales de la théorie des 
graphes, que le lecteur t rouvera dans [4], nous avons cru bon de rappeler, au 
fur et à mesure des besoins, celles qui sont spécifiques à cette é tude afin que 
cette dernière demeure autonome. 

Ajoutons aux notat ions générales que si ( X * ) ^ / est une famille de sous-
graphes d 'un graphe X on note V ^ / X ^ l a restriction de X telle que F ( V \ € / X f ) 
= U t ç / V(X i). De plus si F est une restriction de X nous écrirons F ^ X. 

Nous poserons la définition suivante: Soit X un graphe et A C F ( X ) . X est 
di t A -connexe si et seulement si toute composante connexe C de X rencontre A, 

i.e. V(C) n^A^id. 

E t dans tout cet article, sauf mention expresse du contraire, X désignera un 
graphe A -connexe. 

1. Ensembles primitifs. 

1.1. Définition. Soient X un graphe et Y un sous-graphe de X. On appelle 
frontière de F par rappor t à X l 'ensemble 

9i\v Y = {y e V(Y)\E(y;X) <£ E(y; Y)} 

= V{YC\ ( X \ F ) ) . 

Par confrontière de Y par rappor t à X, on entendra l 'ensemble Sx Y = 
MAX - Y). 

Si aucune confusion n'est à craindre, on notera respect ivement ))l Y et G F, 
la frontière et la confrontière de F (par rappor t à X). 

1.2. Définition. Soient X un graphe et A, B C V(x). Une AB-chaîne d'ac
cessibilité (resp. une A B-chaîne de préaccessibilité) dans X est une chaine 
W = (xo, . . . , x„) C X telle que x{) £ A et xt (? B pour 0 ^ i < n (resp. 
0 ^ i ^ n). 

Nous noterons $iAIi (resp. $}$AB~) l 'ensemble des .4i3-chaînes d'accessibilité 
(resp. de préaccessibilité) de X et nous poserons 

XAB = \J S&AB (resp. XAB~ = \J SBA B-) . 

L'ensemble A é t an t désormais considéré fixe, nous appellerons XAB (resp. 
XAB~) le graphe d'accessibilité (resp. de préaccessibilité) déterminé par B. 

Comme, pour tout B C F ( X ) , 333 0^" = $&#B~ = 0, nous supposerons donc 
par la suite A ^ 0. 

La Figure 1 nous montre pour un même graphe X avec A = {a}, à gauche 
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a a 

FIGURE 1 

le graphe d'accessibilité et à droite celui de préaccessibilité déterminés par la 
même part ie B = {b, c, d) de V{X). 

1.3. On remarque aisément que, contrairement à XAB, X AB~ est toujours 
une restriction de X. En effet si x G V(X AB~) il existe une ^4x-chaîne W = 
(xo, . . . , xn) G 2BAB~; donc pour tout y G V(x; X) — B on a, si y G V(W), 
W\J ([x, y]) G $£AB~ et si y = x* pour i < n, (x0, . . • , x*_i, 3;, x) G 2BAB~, 

et par suite dans tous les cas [x, y] G E(XAB~). D'ailleurs, comme nous le 
verrons prochainement, XAB~ n 'est au t re que la réunion des composantes 
connexes de X — B rencontrant A. 

1.4.1. PROPOSITION. On a B ^A C si et seulement si %8AB~ C 2BAC~-

Démonstration, (i) Supposons B ^ A C et soit W = (x0, . . . , xn) G 2BAB~-
Si W d $&AC~ alors il existe i S n tel que xt G C. Or 13 ^AC implique l'existence 
d 'un j ^ i tel que Xj £ B contrairement au fait que W G $$AB~-

(ii) Réciproquement soit M̂  = (x0, . . . , xn) une yl C-chaîne. Si V(W) C\ B = 
0 alors W G Î B A S - et par suite W G 2BAC~ contrairement à l 'hypothèse 

1.4.2. En raison de la remarque 1.3 on a 

2BAB~ C 2BAC~ si et seulement si X AB~ S XAC~, 

et par conséquent: 

1.4.3. COROLLAIRE. On a B aA C si et seulement si XAB~ = XAC~. 

1.5. Par la suite nous considérerons les couples (X, A) où X est un graphe et 
A C V(X). Si de plus A = {a}, nous écrirons (X, a) au lieu de (X, {a}). 

1.5.1. E t a n t donné un tel couple (X, A), nous allons lui associer un couple 
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728 NORBERT POLAT 

(F, a) où a est un élément quelconque n'appartenant pas à V{X) et où 
F = X U U*w ([x,a]). 

Comparons tout d'abord les graphes de préaccessibilité relatifs à ces deux 
couples. Pour tout B C V(X) on a 

Y as' = XAB~ U U {([*, a])|x G 4 H V{XAB-)} U (a) 

c'est-à-dire la restriction de F à XAB~ U (a). 
On en déduit immédiatement que, pour tout B C V(X), 

S F YaB~ = Sx ^ i B ~ 

et de plus, pour tout C C F(X), que 

Fas~ S Yac~ si et seulement si X AB~ g XAC~, 

les égalités ayant lieu en même temps. En conséquence et en raison de 1.4 on a 

B ^ A C si et seulement si B ^aC. 

1.5.2. A tout couple (X, ^4) nous allons dorénavant associer de la manière 
précédente un couple, noté (XA, Â), choisi une fois pour toute en posant 
Â = {V(X)\. Mais pour éviter l'utilisation de notations trop lourdes, et si 
évidemment aucune confusion importante n'est à craindre, nous poserons 
XA = X, et à moins que A = {a}, la lettre a désignera l'élément A (et de 
même b désignera B, c désignera C, etc.), et nous réduirons l'emploi du symbole 
^ au minimum, en écrivant par exemple XaB au lieu de XnB. L'allégement de 
la notation qui s'en suivra est de beaucoup préférable aux risques d'erreurs 
possibles. 

D'autre part, étant donné un couple (F, b) où b £ F (F ) , nous noterons 
R(Y, b) l'ensemble des restrictions connexes de F contenant b, et pour un 
couple (X, A) nous poserons R(X, A) = R(X, a). 

1.5.3. LEMME. Pour tout Z G R(Y, b) on a SZ Sb V(Y - Z). 

Démonstration. Soit W = (x0, . . . , xn) avec x0 = b et xn Ç V(Y — Z), et 
soit i le plus petit indice tel que xt G V(Y — Z). On a alors x* G 3 i ( ^ ~ Z) = 

sz. 
1.5.4. LEMME. Powr tow/ Z £ R(Y, b) on a Yb&z~ = Z. 

Démonstration. Soit x £ F(F&çz~). Il existe donc une £>x-chaîne W = 
(x0, . . . , xn) Ç 2B&ez~ C 9B&fnr-z) (d'après 1.5.3), et par suite x G V(Y — Z) 
i.e. x G F(Z). 

On en déduit que Yb&z~ ^ Z puisque les deux sont des restrictions de F. 
Or si Z ^ F&çz~ alors ËZ Pi F(Z) ^ 0 contrairement au fait que ËZ C 

7 ( F - Z). 
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1.5.5. THÉORÈME. U application 

yA:R(X,A)-+^x = ^(V(X)) 

Z H->g^Z 

est un monomorphisme de (R(X, A), S) dans (tyx, ^A). 

Démonstration, (i) y A est injectif car d'après le lemme 1.5.4 l'application 
£A • $x —* R(X, A), B i—» XaB~ est une rétraction de yA. 

(ii) 7A est biisotone. En effet on a 

Z\ S Z2 <^Xa&zi~ = Xa^z~ (1.5.4) 
^ S Z X ^ a S Z (1.4) 
<=>&Zi ^ A Ê Z 2 (1.5.1) 

1.6. Nous sommes maintenant en mesure de définir les principaux concepts 
de cette étude. 

Définissons TTA comme l'application 

^ = 7 . 0 ^ : ^ - . <$x, B h-> &XaB~ 

et posons im TA = P(X, A). 
Nous remarquons aisément que irAB = B C\ V(XAB). 

1.6.1 Définition. Un ensemble B G ^ x est dit A-primitif si et seulement si 
TTA£ = S (i.e. 5 C V(XAB)). 

Or d'après 1.5.4 wA est idempotent car Xa7rAjB~ = XaB~ pour tout 5 G $x, 
donc P (X,v l ) est Vensemble des parties A-primitives de V(X). 

1.6.2 D'après le théorème 1.5.5 et ce qui précède yA est un isomorphisms 
de (R(X,A), ^ ) sur (P(X,A), ^ A ) . O r (R(X,A), ^ ) est un treillis complet 
avec 

s u p ^ / Z i = V i € / Z î 
et 

inîiei Zt = composante de Diei Zi contenant a. 

Donc (P(X, A), ^A) est un treillis complet appelé le treillis de séparation de 
(X,A). 

1.6.3 D'après 1.4.3 et 1.6.2 on a 

B aA C si et seulement si irAB = irAC. 

Donc P(X, A) est isomorphe à ^X/VA en tant qu'ensembles ordonnés, ce qui 
fait que ce dernier est aussi un treillis complet. Et de plus tout ensemble A-primitif 
est un représentant naturel de sa classe d''équivalence modulo crA, et est d'ailleurs 
égal à Vintersection de cette classe comme nous le verrons par la suite. 

1.6.4 On remarque, d'après, 1.5.1 et 1.6, que pour tout B G tyx on a iraB = 
TAB. 
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1.6.5 PROPOSITION. Pour toute famille (5*)*e/ de P(X, A) on a: 

supiei Bi = S \/ieiXaB-; inîiei Bi = TVA UiçiBt. 

Démonstration. La première formule est une conséquence de 1.0.2 et de la 
définition de irA. Prouvons la seconde. 

(i) On a TA (UitiBi) SA U * € / ^ < =A Bt pour tout i G 7. 
(ii) Soit C £ P(X, A) tel que C SAB{ pour tou t i G 7, et soit W = 

(xo, . . . , xn) avec x{) d A et xn G 7i\4 ( U i a ^ i ) C U *€/•#*• W7 est donc une 
v473 rchaîne pour un certain i G 7, d'où d 'après l 'hypothèse F(1P) P\ C ^ 0, 
et C £AwA (UitiBi). 

1.7 Notation. Par la suite, pour tout treillis 7' et toute famille (Bi)iei de 7\ 
nous poserons: 

sup<€J7S< = WieiBi et i n f ^ / ^ i = AitiBt. 

1.8. Rappelons que Sabidussi [2] définit pour tout 7$ G $ Z | /3A7> = S)iX4B et 

Q(X,A) = {ZJ G <P.Y|0AS = i J } . 
On remarque alors que Ç(X, A) est un sous-demi-treillis pour Vinfimum de 

P(X, A), et que l 'application 73 H-> /3A73 est une fermeture du treillis P (X, A). 
La figure 2 nous montre un graphe et ses treillis de séparation P(X, a) et 

Q(X, a), les gros points é tan t les éléments de ce dernier. Dans cette figure 
comme dans celles qui suivront les ensembles sont écrits sans accolade ni 
virgule, ainsi bed signifie {b, c, d). 

a I 

( X a) ' I 
é 
a 

P{X, a) 

FIGURE 2 
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1.9 T H É O R È M E . L'application a : ^ x —> tyx, B >—> B = V{X — XAB~) est 

une fermeture, et le treillis F(X, A) des a-fermés est complètement anti-isomorphe 
àP(X,A). 

Démonstration, (i) a est une fermeture, en effet: 
a) a est évidemment extensif. 
b) a est isotone. 

B C C => XAB~ D XAC~ =* X — X AB~ C X — X A C ~ = > 5 C C . 

c) a est idempotent : on prouve aisément que XAB~ = XAB~, par suite 
X - XAB~ = X - XAB~ et B = 5 . 

(ii) T̂ CX", ^4) est donc un treillis complet avec 

miiçIBi= HierBi et s u p î € / Bt = a ( U <€/ •#<) 

pour toute famille (Bi)i£T. 
E t a | P ( X , y4) est un anti-isomorphisme complet de P ( X , ^4) sur P ( X , yl). 

En effet il est évidemment bijectif et on a pour tous B, C £ P ( X , ̂ 4): 

B <A C <=ïXaB- < XaC~ J d ' a p r è s 1.6.2) 
<=> X — XAB~ = X — XaB~ > X — XaC~ — X — XAC~ 
<^B D C et B 7* C 

On remarque que B = {x G F(X) |J3 ^ A {#}}• 

2. Appl i ca t ion à la d é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e de Menger . 

2.1 Définition et notations. 

2.1.1. Soit un graphe X e t i C ^ P O - Deux sous-graphes F et Y' de X sont 
dits A-indépendant s si et seulement si V(Y) Pi F ( F ' ) C ^4. 

2.1.2. Soient A C F ( X ) et W = (x0, . . . , xn) une chaîne de X telle que 
F ( W ) C\ A — {XQ}. On posera pour tout i S n} dw(A, xt) — dw(xQ, xt) = i. 

2.1.3. SiA,BC V(X), v(A, B\ désignera un élément de 2BAfi H 2BB^, et 
si de plus l 'un des ensembles, par exemple B, est réduit à un seul élément &, 
on notera n(A, b) à la place de /x(^4, {&}). 

2.1.4. Si W est une chaîne et si x, y Ç F(W0, on notera W(x, 3/) la sous-
chaîne de W d 'extrémités x et y. 

2.2. S o i t Z un graphe fini et A,B e ^x - W telles que (A KJ \JxflA V{x\X)) 
C\ B = 0. Rappelons le théorème de Menger: 

T H É O R È M E . On a Min {\D\\ D < AB et D C\ (A \J B) = 0 } = 

Max {| 3 | | ^ est un ensemble de AB-chaînes deux à deux 
A \J B -indépendantes]. 

On a évidemment l'inégalité ^ . Il suffit de prouver la réciproque. Pour cela, 
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nous allons construire, à part i r d 'une famille quelconque d'^4$-chaînes deux 
à deux A U ^ - indépendan tes de cardinalité maximum, un séparateur dont 
chaque sommet appar t ien t à une et une seule chaîne de la famille, donc de 
cardinali té minimum. 

2.2.1. Soit donc 3 C %$AB ̂  S S ^ A un ensemble de A B-chaînes deux à deux 
A VJ ^ - indépendantes . 

Posons | 3 | = p et soit C = F ( U 3 ) ~ A U B l 'ensemble des sommets de 
ces chaînes n ' appa r t enan t pas à i U B . 

Si D est une part ie de C, il est évident, qu 'en général, une chaîne quelconque 
de 3 aura plus d 'un sommet appa r t enan t à TTAD. Nous allons montrer , si 3 est 
de cardinalité maximum, qu 'au bout d 'un nombre fini d 'é tapes, en com
mençant avec D = C et en suppr imant chaque fois et sur chaque chaîne les 
sommets les moins "éloignés" de A, on obt ient une part ie D' de C telle que 
TTAD' ne rencontre chaque chaîne de 3 qu 'en un seul sommet. Ce qui fait que 
l 'ensemble TVAD' ainsi obtenu sera bien un séparateur de AB de cardinali té 
minimum. 

2.2.2. Pour tou t D C C et tou t W £ 3 , o n notera xw
D le sommet de W 

appa r t enan t à wAD, le plus ' 'éloigné" de A, c'est-à-dire tel que dw(A, xw
D) = 

sup {dw(A, x) | x G V(W) C\ TVAD] et on posera 

D* = P n Uwes V(W(xw
D,bw)), 

où bw est l 'unique élément de V(W) H B, i.e. l 'ensemble des sommets de 
chaque chaîne, situés entre xw

D et B, extrémités comprises, et appa r t enan t 
kD. 

2.2.3. On définit alors la suite (Cre)n€ï0 de manière que C0 = C et Cn+i = Cn*. 
Pour simplifier l 'écriture on posera, pour tou t n Ç w et tou t W £ 3 , %wD = 

Xw Si L) = C n . 

On a alors le résul tat suivant : 

2.2.4 L E M M E . Pour tout n Ç w, /oz^ W7 Ç 3 ^ ^ ^ sommet x de W tel que 

dw(A, xw
n~l) S dw(A, x) < dw(a, xw

n) 

il existe un ensemble {IJL(A, xw
n) \ W Ç 3} ^ \IJL(A, x)} de p + 1 chaînes qui sont 

avec le graphe UweS (W(xw
n, bw) — (xw

n)) deux à deux A -indépendants. 

Ce qui nous assure, qu 'à chaque étape, il existe un ensemble de chaînes 
indépendantes reliant A au sommet le plus "éloigné" de chaque chaîne, et à 
un sommet intermédiaire quelconque d 'une des chaînes. 

Démonstration, (i) trivial pour n — 0. 
(ii) Supposons la propriété vraie pour k < n et soit x vérifiant les hypothèses 

du lemme. 
D 'après la construction on a xw

n £ TTAC„-I, donc il existe W G 3 et y Ç 
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V(W) avec 

dw,(A,xw,n-2) g dw,(A,y) < dw,(A, x^-1) 

et une yxw
n-cha.îne n(y, xw

n) telle que 

V(n(y, xw
n)) H VÇU 3 ) = {y, x^"}. 

Alors les chaînes: /x(̂ 4, xw
n) = IJL(A, y) U ^.(y, xw

n), ^x(A, x) = n(A, xw
n~l) VJ 

^ ( x ^ " 1 , x) et pour tout W" G 3 - W , M ( ^ , *TF"W) = M 04, ^TT"71"1) U 
W"(xw>>n 1, xW"n) vérifient, d'après l'hypothèse de récurrence, la conclusion 
du lemme. 

A B 
FIGURE 3 

2.2.5 COROLLAIRE. Si 3 C %&AB ^ %&BA est un ensemble de cardinalitê p 
maximum de chaînes A U B-indépendantes, alors pour tout n G co, fowJ FF G 3 
£/ tow/ sommet x de W tel que dw(A, xw

n~l) S dw(A, x) < dw(A, xw
n) on a 

x ([ TVBC. 

Ce qui nous assure, qu'à chaque étape, nous pourrons éliminer sans risque 
les sommets de chaque chaîne, les moins "éloignés" de A, pour passer à 
l'étape suivante. 

Démonstration. Sinon, soit /z(#, B) une xi3-chaîne telle que F(/x(x, B)) C\ 
C = {x}, alors l'ensemble 

{n(A, xw
n) U W{xw\ bw)\We 3} W {fx(A, x) U M(x, B)} 

est un ensemble de p + 1 y45-chaînes yl W ^-indépendantes, contrairement 
à la maximalité de p. 
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2.3 Démonstration (du théorème de Menger). Soit 3 un ensemble vérifiant 
l'hypothèse du corollaire précédent. Comme | 3 | est maximum, nous avons 
C <A B. Donc, d'après le corollaire précédent, pour tout n(z& on &Cn<AB 
et par suite irA Cn <A B. Or comme X est fini, il existe n Ç co tel que Cn+i = 
Cn i.e. pour tout W G 3 on a \irA Cn P\ F(W)| = 1 ou encore \TTA Cn\ — | 3 | . 

3. Les foncteurs R et P. Nous allons prouver dans ce paragraphe, toute 
comme l'a fait Sabidussi [4] pour Q, que les correspondances R et P sont des 
foncteurs entre la catégorie des couples (X, A) munis de certaines applications 
que nous allons définir, et celle des treillis complets avec les applications pré
servant les infima. 

3.1. Nous allons tout d'abord rappeler brièvement les définitions et propriétés 
élémentaires des contractions données dans [4]. 

3.1.1 Définition. Etant donné deux graphes X et F, une application <p\ 
V(X) —> V(Y) est une contraction faible si et seulement si [x, y] G E(X) 
implique <px = <py ou [<px, <py\ G E(Y). 

Notation. Soient ç\ V(X) —> V(Y) une contraction faible, et X' C X. 
On définit içX' comme le sous-graphe de Y tel que 

V(<pX') = vV{X') 
E{(fXf) = {[cpx, <py] | [x, y] G E(X') et <px ^ <py}. 

De même, si Y' C Y, on note (p~l Y' la restriction de X à l'ensemble 
<P~lV(Y'). 

Propriété. Il est évident que si X' est connexe il en est de même de <pXf. 

3.1.2 Définition. Etant donné deux graphes X et F, une application 
<p: V(X) —> V(Y) est une contraction si et seulement si (i) <p est une contrac
tion faible et (ii) pour tout y G <pV(X) le graphe <£-1(:y) est connexe. 

Propriété. On en déduit aisément que si Y' est un sous-graphe connexe de 
<pX, alors (p~l Y' est connexe. 

3.2 Définition. Etant donné deux couples (X, A) et (F, B), une contraction 
faible (resp. une contraction) (p: V(X) —• V(Y) telle que <£vl C B sera encore 
dite une contraction faible (resp. une contraction) de (X, A) dans (F, B), et on 
écrira <p: (X, A) -> (F, 5 ) . 

Une contraction faible <£>: (X, ^4) —> (F, i3) sera dite surjective si et seule
ment si <pX = Y et <pA = B. 

Il est évident que les couples et les contractions faibles forment une catégorie 
que Ton notera Gcf. 

Si <p\ (X, A) —> (Y, B) est une contraction faible, on notera <p l'application 
de V(X ) dans V(Y ) prolongeant <p et telle que îpa = b. Il est alors trivial que 
<p est une contraction faible de (X , a) dans ( F ,b). 
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3.3. Soient (X, a) un couple avec a Ç V(X), et Z ^ X. Dans tout ce para
graphe, on notera Za la composante connexe de Z contenant a. 

PROPOSITION. Si <p: (X} a) —> (F, b) est une contraction faible alors R(<p)\ 
R(Y, b) —> -R(X, a),Z^-> (^_1Z)a préserve les infima. 

La preuve de cette proposition nécessite trois lemmes où l'application R(<p) 
sera notée plus simplement $. 

3.3.1 LEMME. Soit Z S Y. On a alors $Z = §Z\ 

Démonstration. Il suffit de montrer que (pV($Z) C V(Zb). Soit donc x Ç 
F(<£Z). Il existe alors un ax-chaîne W = (XQ, . . . , xn) C $2 , or <p étant une 
contraction faible, <pW est connexe, donc il existe une fr<£>x-chaîne 1/F' = 
(yo, • • • , 3V) C ^W7 C Z. Par suite W C Zb ce qui prouve que cp x £ V(Zb). 

3.3.2 COROLLAIRE. S O ^ (Zi)iei une famille de R(Y, b). On a: 

C'est une conséquence triviale de 3.3.1 et du fait que /\i£I Zt = (Pltç/ Zt)
b. 

3.3.3 LEMME. Si (Zi)iei est une famille de restrictions de X, alors on a: 

f\i£iZi = /\i<iIZia. 

On omettra la preuve qui revient tout simplement à vérifier l'inclusion 

v(/\KIzt)c v(At€iZi")-
3.3.4 Démonstration (de la proposition 3.3). Soit (Z j )^ / une famille de 

i?(F, fr). On a évidemment v?-1 r ^ i e / Z4 = Oie/ P~~1Zi- donc d'après 3.3.2 et 
3.3.3: 

$ A i e / 2 , = $ ni€IZt 

= (p-1 nKiZfy = (HKKP-'Zt)' 

= f\iti<p~lzt = A i e / $Zi. 

3.4 LEMME. Si f. (X, a) —> (F, è) et f: (Y,b) —» (Z, c) .vow/ des contractions 
faibles alors R{\p o <p) = i?(ç>) o i?(i/<). 

Démonstration. Soit G (z R{Z, c). On a: 

J?(* o ?)G = ((* o pJ-'G)0 = {<P~1 o ip-'GY 

= ^ - ' ( ^ - ' G ) ) " = (<p-l(4<-lGyy (d'après 3.3.1) 

= R(<P) (4,-lG)<> = R(v) o R(f)G. 

3.5. La proposition 3.3 et le lemme 3.4 se résument dans la 1ère partie du 
théorème suivant, la 2ième étant une conséquence immédiate de la 1ère et de 
la remarque 1.6.2. 

THÉORÈME. Les données pour tout (X, A) £ Ob Gcf et tout <p G Mor Gcf 
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des applications 

(X, A) h-> R(X, A) et <p h-> j?(p) = 22(£) 
(resp. ( I , i ) H - > P ( X , ^ ) ) et ^ P ^ = ^ 0 ^ ) 0 7 ^ ) 

forment un joncteur contravariant noté R (resp. P) de la catégorie GCf dans la 
catégorie T lnf des treillis complets avec les applications préservant les infima. 

D'après la définition du foncteur P, il est clair que la famille y = (yA) est 
une équivalence naturelle entre R et P. Nous pouvons donc travailler indifférem
ment avec l'un ou l'autre, mais par la suite nous donnerons la préférence au 
foncteur P dans l'énoncé des propositions. 

3.6. Quant aux supréma, une conséquence triviale du théorème précédent 
est, que pour toute famille (Ci){Ç7 de P(Y, B) et toute contraction faible 
<p: (X,A)-+(Y,B),ona 

la réciproque étant fausse en général comme le montre l'exemple suivant 
(Fig. 4 et 5). 

QC 

Qb 

on 

(X, a) 
FIGURE 4 

En effet, on a ici P O ) : {b} t-> {b}, {c, d] H-» {C}, 0 i-> 0, or, si dans P(Y, a): 
{b} A {c, d} = 0, par contre dans P{X, a): {b} A {c} = {c}. 

3.7. On a par contre le théorème suivant: 

THÉORÈME. Si (p: (X, A) —> (Y, B) est une contraction surjective alors P(<p) 
est un monomorphisme de treillis. 

C'est une conséquence immédiate de la définition de P et des lemmes suivants: 

3.7.1 LEMME. Si <p: (X, a) —> (F, b) est une contraction surjective alors 
{<P~lZ)a = <p~lZ pour tout Z € R(Y,b). 
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0 
• 

+ < 

ê 

ê 
a 

P(X, a) P(Y,a) 

FIGURE 5 

Démonstration. <p étant surjectif on a Z C <pX, donc <p étant une contraction, 
ç~lZ est connexe, d'où le résultat puisque a £ <p~lb C V{<p~lZ). 

3.7.2 LEMME. Si p: (X, a) —> (F, 6) es/ wwe contraction surjective alors $ = 
i?(<p) es/ ww monomorphisme de treillis. 

Démonstration, (i) $ préserve les supréma. En effet <p étant une contraction 
faible on a évidemment cp~1 Uiei Zi — Uie / iP~1Zi pour toute famille (Zt-)ffE/ 

de P ( F , 6), et par suite on voit aisément d'après la définition du suprémum 
que ip~l V iç / Zi = V Î £ / (p~lZif ce qui, si ^ est une contraction surjective, 
devient d'après le lemme précédent: 

$ V ^ / Z i = V*€j $ Z t . 

(ii) Que $ soit injectif provient tout simplement du fait que <ï> = <p~l. 

3.8. Le théorème suivant nous permettra d'exprimer plus simplement l'image 
d'une contraction faible par le foncteur P sans avoir à utiliser R. 

THÉORÈME. Si (p: (X, A) —> (F, 5 ) es/ wwe contraction faible alors on a 
P O ) = TTA ocp-1. 

La preuve exige un lemme. 
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3.8.1 LEMME. Si (p: (X, a) —> (F, b) est une contraction faible, alors pour tout 
C C V(Y) on a $Ybc- = Xa<p-ic- ou $ = R(<p). 

Démonstration, (i) Montrons tout d'abord que Xa<p-ic~ C $YbC~ ou plutôt 
que (pXav-ic~ C YbC~. 

Soitx Ç V(Xa(p-ic~). Il existe une ax-chaîne W G 2Ba^-ic~- Comme F(1F) O 
<^_1C = 0 on a F(<pIF) H C = 0, et comme, ^ étant une contraction faible, 
<̂ 1F est connexe, il contient donc une ô<px-chaîne W Ç 28&c~- l3ar suite 
(px G V(YbC~) ce qui prouve l'assertion puisque YbC~ est une restriction de Y. 

(ii) On a donc X ^ - i c ~ C $Ybc~. Montrons qu'on a l'égalité. Comme ce 
sont des restrictions de X, il suffit de le prouver pour leurs ensembles de 
sommets. 

Supposons qu'on ait l'inclusion stricte et soit x Ç V($YbC~) — V(Xa<p-ic~). 
Il existe alors une ax-chaîne W C $YbC~ C <p~lYbC~, et W d $8a<p-lc~ ce qui 
implique que F(1F) H (p~1C ^ 0 i.e. V(<pW) H C ^ O contrairement au fait 
que <pW C F6C~. 

3.8.2 Démonstration (du théorème 3.8). Soit C G P ( F , 5 ) . On a 

P(? )C = yA(R(<p) (JB-'Q) = yA(RM YbC~) 

= 7 i J ^ - i c ~ (d'après le lemme 3.8.1) 

= S I a r i c - = TvA(ip~lC) (d'après l.G). 

3.9 THÉORÈME. Soit ç: {X, A) —> (F, B) une contraction faible injective. Si, 
pour tout cycle C de XA et tout x G V(C), toute Bcpx — chaîne de la restriction 
de YB à <fXA est l'image par <p d'une Âx — chaîne de XA, alors P(<p) est une 
rétraction de P(Y, B) sur P(X, A). 

Démonstration. Prouvons plutôt que R(<p) est une rétraction de R(Y, B) 
surR(X,A). 

(i) Appelons \p l'application de R(X, A) dans R(Y, B) qui à tout Z Ç 
R(X, A) fait correspondre la restriction de YB à V(<pZ). <p étant injectif il en 
est de même de \p. \p préserve évidemment les supréma, montrons qu'il en est 
de même des infima. 

Soit (Zi)iei une famille de R(X, A). On a les inclusions évidentes \p(/\ie T Z*) 
C f\içi\pZi C Diçi^Zi = \p OiçjZi. Prouvons par l'absurde que la pre
mière inclusion est une égalité, et soit x tel que x £ F ( / \ ̂ jxpZi — \p /\ i€ T Z{). 
On a x G F ( n * e / Zt — / \ f a Zt). Il existe donc i, j £ / avec i ^ j , et deux 
Âx — chaînes distinctes W i C Z{ — Zj et W j C Zj — Zt. Wt W Wj contient 
donc un cycle C passant par x. D'autre part <px G F( A ^Zt), il existe donc une 
B<px — chaîne IF C Diei ^Z{ = \p Pwç/ Zt- Par suite, d'après l'hypothèse 
du théorème, il existe une Âx — chaîne W telle que îpW = W, et qui, d'après 
ce qui précède, est contenue dans Diei Z*u e t P a r suite dans A Zu contraire
ment à la définition de x. 
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(ii) \js est un inverse à droite de R(<p). En effet, soit Z £ R(X, A), on a: 

RMttz) = (v-^zy = (<p-^zy = z 

car cp est injectif. 
D'où le résultat. 

On obtient trivialement la conséquence suivante: 

3.10 COROLLAIRE. Si <p: (X, A) —> (F, B) est une contraction faible infective, 
alors P((p) est une rétraction de P(Y, B) sur P{X, A) si Von a Vune ou Vautre 
des conditions suivantes: 

(i) ç> est pleine (i.e. <pX ^ F) ; 
(ii) XA est acyclique. 

L'inverse à droite de P(<p) est évidemment l'application 7 B o ^ o y A~l où \p 
est l'application définie précédemment. On peut préciser cet inverse dans le 
cas de la condition (i). En effet si l'on pose F — C(<pX), on a, pour tout 
D C V{X), (PXÀD~~ = Y§,(<pD) u F~- Ce qui fait que yB o \p o yA~l est l'applica
tion D i-> (<pD) A F. 

4. «-équivalence. Nous allons, dans ce paragraphe, étudier la classe des 
objets de Gc£ admettant le même treillis de séparation. 

4.1 Définition. Soient (X, A) £ Ob Gcf et x, y £ F(X). L'arête [x, y] est 
dite A-inessentielle si et seulement si 7r« V(x; X) = ira V(y; X) (i.e. si et 
seulement si V(x; X) C\ V(y; X) ^a {x, y}). Dans le cas contraire [x, y] est 
dite A-essentielle. 

On remarque que les arêtes de la restriction de X à A sont toutes A -ines
sentielles. 

D'autre part, si x, y Q A alors, d'après 1.6.4 [x, y] est A -inessentielle si et 
seulement si wAV(x; X) = wAV(y; X). 

Dans l'exemple de la Figure 6, les arêtes [x, y] et [xf, y'] sont a-inessentielles. 

4.2 Définition. Deux couples (X, A) et (Y, B) sont dits w- équivalent s, et on 
écrit (X, A) ~ T (F, 5 ) , si et seulement si F(X) = F(F) , ^ = B et Z et F 
ont le même ensemble d'arêtes A -essentielles. 

Cette relation est évidemment une équavilence, d'où le nom. 

4.3. La classe d'équivalence [X, A] d'un couple (X, A) ordonnée par la 
relation " (Xi, A) ^ (X2, A) si et seulement si (Xi C X2" est évidemment un 
treillis complet. Nous poserons 

UX, A) = sup [X, A] et (AX, A) = inf [X, 4 ] 
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(X, a) 

FIGURE 6 

et nous dirons que X est A-discret (resp. A-complet) si et seulement si X = AX 
(resp. X — AX), c'est-à-dire si et seulement si X ne possède aucune arête 
A -inessentielle (resp. X possède toutes les arêtes A -inessentielles possibles, i.e. 
pour tout e G E( — X), e est une arête A -essentielle d e l U (e)). 

4.4 On a évidemment le résultat suivant: 

PROPOSITION. (X, A) ~T (Y, B) si et seulement si AX = BX et A = B. 

4.5 Nous allons énoncer maintenant le principal théorème de ce paragraphe, 
dont la démonstration nécessite de nombreux résultats. 

THÉORÈME. (X, A) ~T (Y, B) si et seulement si P(X, A) = P(X, B). 

4.G La nécessité est une conséquence triviale de 4.4 et du lemme suivant: 

LEMME. Etant donné (X, A) on a P(AX, A) = P(X, A). 

Démonstration, (i) Soi t£ Ç ^AX = $x. O n a E ^ I ) C E(X) donc A$&AB C 
mAB, et AXAB C XAB et par conséquent V(AXAB) C V(XAB). 

Montrons qu'on a l'égalité. Soit x £ V(XAB). Il existe une Ax-c\mîne 
W = (x0, . . . , xn) G 9£AB. Si W g A$$AB c'est que W (£ AX. i.e. il existe des 
arêtes de W n'appartenant pas à E(AX). On peut supposer que 7(W) Pi 
A = {xo}. 

Pour tout Î ^ u on construit une ^4xrchaîne Wt G A2BAB de la manière 
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suivante. Supposons Wt-i construite, alors: 

(1) si [Xi-u xt] e E(AX) on pose Wt = W^i U ([xf_i, x j ) ; 

(2) si [Xi-u Xi] & E(AX) et si Wt-! = (y0, . . . , yv) alors, d'après 4.1, 
il existe j < p tel que y, G V(X^Ù AX) C\ V{XÙ AX), 
on pose alors Wt = (y0, . . . , yjf xt). 

Comme V(Wt) C V(W) et £(W<) C £( A X) on a bien ÏF, = A$&AB. 
Donc Wn est une ^Lac-chaîne de A%$AB, et par suite x Ç F ( i Z i B ) . Finalement 
on a bien l'égalité F(AXA B) = V(XAB). 

(ii) On a alors d'après la définition des ensembles A -primitifs: B Ç P(X, A) 
si et seulement si B C F ( I A B ) = V{AXAB) si et seulement si B Ç P( A X, 4 ) . 

a « 

FIGURE 7 

4.7. Dans cette partie nous allons caractériser le couple (X, ^4) à l'aide de 
son treillis de séparation P(X, A), et nous en profiterons pour déterminer cer
taines propriétés de ces treillis. 

Soient donc (X, A) £ Ob Gcf et P(X, A) son treillis de séparation. 

4.7.1 PROPOSITION. On a A P(X, A) = A, et V P(X, A) = 0. 
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Résultat évident. 

4.7.2 LEMME. Soit B C V(X). On a irAB = /\X^B {x}. 

Démonstration. On a d'après 1.6.5: /\X£B {#! = *'A \JXZB {̂ } = nAB. 

On en déduit immédiatement les trois résultats suivants: 

4.7.3 COROLLAIRE. B G P(X} A) si et seulement si B = /\ 

4.7.4 COROLLAIRE. L'ensemble {{x}\x G V(X)} U {0} est l'ensemble des 
éléments complètement irréductibles pour Vinfimum de P(X, A). 

4.7.5 THÉORÈME. Le treillis complet P(X, A) est complètement engendré de 
manière unique par ses éléments complètement irréductibles pour Vinfimum, i.e. 
tout élément de P(X, A) admet une décomposition irréductible non redondante 
unique en infimum. 

Par la suite pour B C V(X) on posera B* = {{x}\x G B} U {0}. On a 
évidemment irAB = A BK 

4.7.6 Convention. Etant donné un ensemble partiellement ordonné (A, ^ ) et 
deux éléments x, y G A, nous dirons que y couvre x, et nous noterons x < • y, 
si et seulement si x < y et s'il n'existe aucun élément z G A avec x < z < y. 

De plus, étant donné un élément x G A, nous appellerons voisinage supérieur 
de x l'ensemble noté Ux = {y G A\x < -y}. 

4.7.7 PROPOSITION. Pour tout B G P(X, A) on a 

UB = {V(x;X) - V{XAB))\J {B - {x})|xG B). 

Démonstration. C'est évident car pour tout x G 5 o n a ( F ( x ; I ) — V{XAB)) 
\J (B - {x}) = &(XaB~ V (x)) et X a 5 - < • XaB~ V (x). 

4.7.8 COROLLAIRE. Pour tout B G P(X, A) on a \B\ = \UB\. 

Evident. 

4.7.9 COROLLA IRE. Pour tout B G P(X, A) on a 

UB = {A ( 5 ' - {{x}})|x G £} 

et de plus pour tout x G 5 , (A (5# - {{x}}))# = J5# - {{x}}. 

Démonstration. C'est une conséquence immédiate de la démonstration de 
4.7.7 et de la définition de la fermeture B de B qui fait que pour tout x G B: 

mxaB-w (x)))# = (ÊiaB-)# - {{x}}. 
Ce résultat nous sera utile ultérieurement. 

4.7.10 PROPOSITION. [X0, XI] G E(AX) si et seulement s il existe B0, B^ G 
P(X, A) avec Bt < -A BX-t et xt G Bt - B^t pour i G {0, 1}. 

Démonstration, (i) La suffisance est une conséquence de 4.7.7. En effet si 
BQ < 'A Bi et si xo G ^o - Bx alors c'est que Bx = (F(x0; X) - V(XABo)) \J 
(Bo — {xo}), d'où si Xi G Bi — BQ on a obligatoirement Xi G ^(xo; X). De 
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plus [xo, xi] est A -essentielle, sinon, comme X\ £ B\ et B0 < -A Bïf on aurait 
Bo D iraV(xi)X) = Ta V(XQ\X) et par suite x0 ? 5 0 puisque J30 est ^4-primitif ; 
ce qui contredirait l'hypothèse. 

(ii) Réciproquement soit [x0t XI] £ £ ( A X) . Cette arête est ,4-essentielle, il 
existe donc i G {0, 1} tel que #< £ 7rAF(xi_<; X). Supposons par exemple i = 0, 
et posons BQ = wAV(xi; X). Soit alors Bx = (V(xQ; X) - V(XABo)) U 
(B0 — {̂ o} ), on a Bo < • A2?i, x0 g £ i et Xi 6 5 i . 

4.8 Démonstration (du théorème 4.5). Il nous reste à prouver la suffisance. 
Soient (X, A) et ((F, 5 ) tels que P(Xf A) = P ( 7 , 5 ) . D'après 4.7.4 on a 

F (Z) - F( F) et d'après 4.7.1 on a A = B. De plus d'après 4.7.10 on a £ ( A I ) 
= £ ( * F ) . D'où finalement d'après 4.4: (X, ,4) ~ T (F, B). 

4.9. COROLLAIRE. Soient (X, A) et (Y, B) deux objets de Gcf. P(X, A) est 
isomorphe à P(Y, B) si et seulement sïl existe une contraction faible bijective de 
(AX,A) sur (BY,B). 

C'est une conséquence immédiate du théorème 4.5 et du fait que les contrac
tions faibles bijectives sont les isomorphismes de la catégorie Gcf. 

5. Propriétés caractéristiques des treillis de séparation. Par treillis 
de séparation nous entendons tout treillis T isomorphe à un treillis de la forme 
P(X,A) où (X,A) € ObG c / . 

5.1. Soit (T, ^ ) un treillis vérifiant les propriétés suivantes: 
TS1. T est complet. 
TS2. T est engendré de manière unique par ses éléments complètement irréducti

bles pour rinfimum, i.e. si on note T0 l'ensemble des éléments de T com
plètement irréductibles pour rinfimum, alors pour tout x Ç T si [x] — 
{F C TQ\ A F = x} on a [x] ^ 0 et ([x], f\ VJ) est un treillis complet, en 
particulier P\[x] est l'unique décomposition non redondante complètement 
irréductible de x. 

5.2 Considérons l'application 
ir\ [x] si x ^ V T 

T->T, * ~ * = n W - { v r j = l 0 s . x = v T 

et ordonnons T en posant x ^ y si et seulement si x ^ y. Alors l'application 
X ' H Î est un isomorphisme du treillis (T, ^ ) sur le treillis (T, ^ ) . 

Par la suite on notera par des lettres majuscules (resp. minuscules) les 
éléments de T (resp. de Tu — { V T}). De plus si B £ T on posera B* — 
{C G f0\B ^C}etB = \JB*, et si 23 C t W = {B*\B £ 33}. 

5.3. A T on associe un objet (X, A) de G c /de la manière suivante: 
A = A T et X est le graphe tel que: 

(i) v{x) = r0 - {v T\ 
(ii) [xo, Xi] G E(X) si et seulement s'il existe i^0, ^ i 6 2" avec Bt < • 23i_i et 

Xi Ç P* — 2?i_i pour tout i 6 {0, l j . 
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On pose alors (X, A) = G(T). 

5.4. On a évidemment le résultat suivant: 

PROPOSITION. T est un treillis de séparation si et seulement si T = P(G(T)). 

Nous allons donc établir les propriétés que doit vérifier T et par suite T, 
pour qu'il en soit ainsi. 

Etudions d'abord certaines propriétés générales de T. 

5.5 PROPOSITION. Pour tout 33 C T on a 

(i) (v w = n w 
(ii) W 33# C (A W). 
Démonstration, (i) C Ç H 33# <=> C G B* pour tout B G 33 

«=>C è V » 
^ C G (V SB)'. 

(ii) C G W 33# => £ ^ C pour un certain 5 G 33 
=> A « g C 
=>CG (A SB)'. 

5.G COROLLAIRE. B ^ C si et seulement si B* D C#. 

Démonstration. B^Ct=>C = B\/C 
^C* = (B V C)# = £# n C# (d'après 5.5 (i)) 
<=> a c £ # . 

5.7 PROPOSITION. Si 5 G f et C C B alors C £ T et B ^ C. 

C'est trivial d'après l'unicité de la décomposition de B. 

5.8 PROPOSITION. Pour tout B G t on a 

UB = {A(£# - {{*}})|x 6 5} 

/̂ c/e £/ws ^owr /o/// x (z B: 

(A (£ ' - { {x}})) ' = 5 ' - {{*}}. 

Démonstration. La première partie est une conséquence immédiate de 
l'axiome TS2 et du Corollaire 5.6. 

Quant à la deuxième partie on a évidemment 

B* - {{x\\ C (A (B* - {{*}}))'. 

Prouvons la réciproque. Soit \y\ 6 (A (-B# — {{.r) )))# . On a y 7e x d'après 
TS2, et de plus: 

B A {y} = A B* A {y} 

= A (B' - {{x}}) A M A {y} 

= A (5* - j { x j i ) A {x\ 

= S. 

Donc (y} Ç. B* - {{*)}. 
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5.9 Définition. On dira qu'un treillis T vérifie la propriété de la chaîne maximale 
si et seulement si pour tous x,y G T avec x < y, il existe une xy-chzîne maximale 
(pour l'inclusion) i.e. il existe (x0, . . . , xa) avec x0 = x, xa = y et xt < • xi+ï 

pour tout i G a. 
C'est équivalent à dire que, pour tous x < y, il existe z tel que x < • z ^ y. 

5.10. PROPOSITION. T vérifie la propriété de la chaîne maximale. 

Démonstration. Soit B < C, alors d'après 5.6 C# C. B#, et de plus B C C 
sinon on aurait C ^ B. Soit x £ B — C, on a C# C >̂# — {{x}}, et par suite 
5 < • A (5* - {{x}}) ^ C. 

5.11 PROPOSITION. Soient B ^ C ^ {x}, alors A (£# - {{x|}) g A 
(C* - {{x}}). 

Démonstration. B S C S {x} => {x} G C# C £ # =» C# - {{x}} C £ # -
{{X}} ^ A (C# - {{x}}) ^ A (B* -{{x}}). 

5.12. COROLLAIRE. Soient B ^ C ^ {x} a/ors x £ B implique x G C. 

Démonstration. Supposons que x (i C, alors A (B# — {{x}}) ^ A (C# — 
{{x}}) ^ {x} contrairement à 5.8. 

5.13. COROLLAIRE. Si B S C alors pour tout x G B — C on a C $ {x}. 

C'est trivial d'après 5.12. 

5.14. COROLLAIRE. Soient B S C S {y}, x £ B C\ C et y (} B \J C. Alors 
y G A {B* — {{x}}) implique y G A (C# — {{x}}). 

Démonstration. Posons B' = A (B* - {{x}}) et C = A (C# - {{x}} ). 
D'après 5.11, comme î  ^ C on a 5 ' ^ C. Supposons que y G £>'• On a 
C ^ {̂ } donc {}>} G C#, or comme d'après 5.(S, C/# = C# — {{x}}, on a aussi 
{y} G C/# puisque 3/ ^ x, ce qui implique que C S {y}- Par suite, d'après le 
corollaire 5.12 et l'hypothèse précédente on a bien y G C. 

5.15. Nous allons pouvoir maintenant caractériser les treillis de séparation 
par un théorème, dans l'énoncé et la preuve duquel nous utiliserons la notation 
suivante: 

Si G{T) = (X, A) alors pour tout x G T0, on pose T^ = T(x; X) et Vx* = 
{y G Vx\\/B G T, y £ B et B < • {x} => x £ B} c'est-à-dire y G V* si et 
seulement si y G Tr

x et il n'existe pas B{) < • Bx avec y G >̂o — Bi et x G -Si 
- 5 o . 

THÉORÈME. Soit T un treillis vérifiant TS1 <?/ TS2. Si de plus T vérifie les 
propriétés suivantes: 

TS3. V 33 C U 33 powr /ow* 33 C t; et 
TS4. pour tout B G 7S et tout x £ TQ — B, si B < {x} alors B ^ {y} pour 

tout y G Vx*; alors on a T = P(G(T)). 
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Si G(T) = (X, A) nous avons donc à prouver que: 
(i) to C P(X, A) i.e. X est ,4-connexe (5.20); 

(ii) pour tous B, C £ T on a J3 ^ C si et seulement si B ^A C, i.e. la 
restriction à t du préordre ^A induit par A sur tyx est égale à Tordre de 
t (5.21); 

(iii) finalement t = P(X, A) (5.22). 

Pour prouver (i) et (ii) et par suite (iii) puisque cet te part ie est une con
séquence assez évidente de (ii), nous allons être obligés de montrer à l 'aide 
des propriétés du treillis T l 'existence de chaînes de X reliant certains sommets 
de celui-ci, puisque aussi bien la connexité que le préordre ^A se définissent à 
l 'aide de ce concept. D'où le besoin de montrer l 'existence de chaînes maxi
males finies de T, à part i r desquelles se déduisent certaines chaînes de X 
(5.19). 

5.16 L E M M E . Soient B g C g {3/}, x G B H C et y g B U C. Alors y G C => 

y G B' oùB' = A (B* - {{x}}) et C = A (C* - {{%}}). 

C'est la réciproque du Corollaire 5.14. 

Démonstration. D 'après 5.11, comme B %_ C on a B' ^ C. D ' au t r e par t , 
comme B' $ C et C < • C on a C = B' V C. Or d 'après T S 3 , £ ' V C C 
£>' \J C, et puisque par hypothèse y £ C — C on a forcément 3/ £ I?'. 

5.17 L E M M E . 5^ 2* < {x} e£ x d B alors B S {y) pour tout y £ Vx. 

Démonstration. C'est l 'axiome TS4 si y £ Vx*. Supposons donc que y G F^ — 
TV*. Il existe donc Ci < • C2 avec y £ Ci — C2 et x G C2 — Ci. 

Supposons B ^ {y}. On a alors y (? 1$ V Ci et de plus B V Ci ^ {x}. Soit, 
d 'après 5.10, (Z)0, . . . , Da) une chaîne maximale telle que D0 = Ci et Da = 
73 V Ci. D'après ô.5 (i) il existe { Ç a avec y £ D% — D^+1, donc d 'après 5.16, 
comme D^ < j x j , si x (î D^ on a x G ^s+i- e t par suite x G 2> V Ci. donc 
x G B yj Ci, d 'après TS3 , contra i rement aux hypothèses. 

5.18 Notation. Par la suite nous poserons, pour B £ T et x G Y\), Bx = 
V{C\C CB et C < {x}}. C'est-à-dire, comme Bx C B d 'après TS3 , £* est 
tout s implement la plus peti te part ie de B inférieure à {x}. 

5.19 L E M M E . Si B < {x} et x d B alors pour tout y £ Bx il existe une chaîne 
maximale finie (B0} . . . , Bn) avec B0 = Bx et Bn Z) (Bx — {y}) U {x}. 

Démonstration. Soit y G iS*. Posons B0 = Bx et Bx = A (£ 0
# — {{^î})-

Puisque i30 < {x} on a év idemment J3I < {x}. Il existe donc, d 'après 5.10, 
une chaîne maximale (C^)^ a + i telle que C0 = Bi, et x G Q si et seulement si 
£ = a. Choisissons cette chaîne de longueur minimale, et supposons qu'elle 
soit infinie. 

Remarquons tou t d 'abord que a n 'est pas limite, sinon on aurai t Ca = 
V s o C$ C U$€a Ci d 'après TS3 , et par suite x g Ca. 
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Soit donc fi le plus grand ordinal limite < a. Posons a = l3 + noùn^œ 
et soit (x0, . . . , xn) la suite définie de la manière suivante: 

(i) xn = x et XQ G Cp, 

(ii) pour tout i < n, xt G Cp+i - Cp+i+i (i.e. Cp+i+i = A (C/j+i - {{x{}}). 
Cette suite est de longueur n en raison de la minimalité de la longueur de 

D'après TS3 on a Q = V ^ C$ C U^ç/3 Q donc il existe 77 G /5 tel que 
x0 G C,. D'après le lemme 5.16 on peut construire une chaîne maximale finie 
(-Do, • • • , Dn) avec D0 = C^ et pour tout i < n D i+i = A CD/ — {{#<}}). 

Alors (Cçjsçr, VJ CD$)ç€n+i est une chaîne maximale avec C0 = Bi et x G -Dn 

de longueur 77 + w < (3 < a, contrairement à la minimalité de la longueur de 

( Q ) É € « + I -

Par conséquent a est fini et la chaîne (BQ, Co, . . . , Ca) vérifie la conclusion 
du lemme. 

5.20. COROLLAIRE. Si G{T) = (X, A) alors X est A-connexe. 

Démonstration. Soit x G V(X) = T0. On a, A = A T < {x}. Donc d 'après 
5.19, pour tout y G Ax il existe une chaîne maximale finie (BQ, . . . , Bn) avec 
B0 = Az et Bn D (5* — {y}) U {x}. Supposons cette chaîne de longueur 
minimum et soit la suite (x0, . . . , xn) avec x0 = 3>, xn = x et pour tout i < n, 
Xi G Bt — Bi+i. D'après la définition de X, on a pour tout i < n, xt G 
V(xi+i; X), et par suite (x0, . . . , xn) est une ^4x-chaîne de X. 

5.21. L E M M E . Si G(T) = (X, A) alors pour tous B, C G f on a B S C si 
et seulement si B SA C. 

Démonstration. Il suffit de le prouver pour C = {x}, soit B S {x} si et seule
ment si -S SA {X}. 

(i) Soit B S {x} et soit, d 'après 5.20, W = (x0, . . . , xn) une /lx-chaîne de 
X. D 'après le lemme 5.17, pour tout i S n tel que xt G B on a B S {x*} im
plique B S {XÏ_I} car x*_i G Vxi. Donc si x* G B pour tout i S n alors on 
prouve aisément par récurrence, puisque B S {xn}, que B S {x0}, ce qui est 
une contradiction d'après le Corollaire 5.13, puisque A S B et XQ £ A — B 
comme on l'a supposé. 

Par suite V(W) H B j* 0 et B S A {X}. 
(ii) Soit B SA {X}. Si x G B on a évidemment 5 S {x}. Supposons donc 

que x G B. La preuve très longue nécessite plusieurs étapes. 
(1) Soit C < {x} avec x G C On appellera (C, x)-chaîne toute chaîne maxi

male a = (C$)t£a définie de la manière suivante: 
a) Co = Cx et posons Cx — B = {x^|£ G a] 

b ) C { + i = (A « V - {{**}}))*; 
c) si f est limite: C$ = (V„ç | CJ*. 

Remarque 1. Si x^ G Vx pour tout J ^ a , alors C$ < {x} et x G Q quel que 
soit £ G a. 
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Remarque 2. D 'après 5.5 (i), pour tou t £ G a on a x^ G Wv^a Cv. 

(2) On définit une suite (an)neu de manière que, pour tou t n G co, o-w = 
( Q w ) | € a n soit une (Co7", x)-chaîne avec C0° = Ax et C0

W+1 = V ^ a „ C?7* pour 
tou t n > 0. Posons alors 

D = V{C fn
n |£n G a „ e t » G co}. 

(3) On a D (Z B. En effet supposons D (/_ B et soit y £ D — B. D 'après 
TS3 , D C ^J{Ctn

n\i;n G <x„ et ?z G co}, donc il existe un entier n et £ G aw. tels 
que 3/ G C*7*, or d 'après la construction de la chaîne crn+i, si y (f B on a, y (}Ë 
où E = V,,£«„+! C / + 1 , d'où y d D contra i rement à y G -D. 

(4) On a Z) < {x}. En effet, soient n G co et £n G an, et soit la suite 
(*£„, . . . , xin) telle que pour 1 ^ i g n, x^- G (A ( C V # - {{a^-i}}))*. 

D'après le lemme 5.19 il existe une chaîne maximale finie (Do, . . . , Dp) avec 
DQ = (C^/)* et 2 ^ D (Do — {#£„}) ^ {x}. On peut considérer, sans restreindre 
la généralité, que la longueur de cet te chaîne est minimum. Notons alors 
(y0, . . . , yp) la suite telle que yo = x^n, yv = x et pour i < n, yt d Dt — Di+i. 

Posons 

(xt?- si i ^ w 
^ i = < . . . . 

{yj §\ 1 = n -\- j 

alors la suite (zo, • • . , zn+p) est telle que 20 G ^4, 2«+p = x et zz- G f ^ - i pour 
1 ^ i tk n + p. C'est donc une ylx-chaîne du graphe X, e t comme B <A {x} 
et x G £ , il existe i < n + p tel que 2* G -B. Mais d 'après la définition de la 
chaîne av, pour tou t n G co, x^n G B et par suite x^n G Fx , d 'où d 'après la 
remarque 1 de (1) on prouve aisément par récurrence que Cçn

n < {x} avec 
x G Cçn

n. En conséquence Z) < {x} et x G D. 

(5) Donc s i £ G T on a. B ^ D < {x}. 

5.22 Démonstration (du théorème 5.15). Il suffit donc main tenan t de prouver 
que f = P(X, A) où (X, A) = G(T). 

(i) t C P(X, A). En effet soit B G f. Supposons que 5 G P ( X , 4 ) et 
soient x G -6 — 7rA2>. On a 7r^5 C B et B G 7" donc irAB G 7". D ' au t r e pa r t 
nAB ^A {x}, donc d 'après le lemme 5.21 TTAB ^ {x}. Par suite irAB A {x} = 
irAB contra i rement au fait que x G B — 7rA2> et à l 'unicité de la décomposition 
deB. 

(ii) P(X, A) C f. En effet soit B G P ( Z , A) et supposons que B G f. Si 
23' = /\a;çjB {x}, on a, pour tou t x (z B, B' S {x}, donc, d 'après le lemme 5.21, 
B' ^ A {x}. Par suite on a TTA 5 C Z>', or ce dernier ensemble est s t r ic tement 
contenu dans B d 'après l 'hypothèse, donc il en est de même de irA B contraire
ment au fait que B G P(X, A). 

5.23 Remarque. On voi t aisément que les axiomes T S 3 et TS4 sont indé
pendants l 'un de l 'autre. En effet le treillis de la Figure 8 vérifie TS3 mais non 
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FIGURE 8 FIGURE 9 

TS4, tandis que celui de la Figure 9 vérifie TS4 mais non TS3. Par ailleurs 
ces deux treillis vérifient TS1 et TS2. 

6. Autres propriétés des treillis de séparation. Soient (X, A) £ Ob G c / 

et P(X, A) son treillis de séparation. 

6.1 Atomes. D'après 4.7.7 P(X, A) a \A\ atomes qui sont V(x\ X) \J 
{A — {x}) pour tout x G A. 

6.2 Coatomes. 

6.2.1 Définition. Un sommet x £ V(X) — A est une A-articulation si et 
seulement si X — x n'est plus A -connexe, i.e. il existe B Ç tyx — {0} tel 
que x <A B. 

6.2.2 PROPOSITION. B est un coatome de P(X, A) si et seulement s'il existe 
x G V(X) tel que B = {x} et x n'est pas une A-articulation. 

Démonstration. Si B est un coatome alors UB — {0}, d'où 1 = \UB\ = \B\ 
d'après 4.7.8, c'est-à-dire que B = {x} pour un certain x g V(X); et d'autre 
part pour tout C C V(X), {x} <AC implique C = 0. 

Réciproquement si x n'est pas une ^4-articulation alors {x) <A C implique 
C = 0, i.e. U[X) = {0}, donc x est un coatome. 
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6.2.3. Nous rappelons qu'un treillis complet T est dit coatomique si et seule
ment si pour chaque x Ç T, A T < x < V T} il existe une famille {)>*} ï€ 7 de 
coatomes de T telle que x = A ^ / Jt-

6.2.4 THÉORÈME. P (X, A) est coatomique si et seulement si X ne contient 
aucune A-articulation. 

C'est une conséquence de 4.7.5 et 6.2.2. 

6.2.5. On obtient aisément le résultat suivant: 

COROLLAIRE. Un graphe X est 2-connexe si et seulement si pour tout a G V(X), 
P(X, a) est coatomique. 

6.3. Semimodularitê. 

6.3.1 PROPOSITION. P(X, A) vérifie la condition de couverture inférieure, i.e. 
pour tous B, C £ P(X, A)onaBAC<-AC implique B < -A B V C. 

Démonstration. Supposons donc que B A C < -A C et posons pour simplifier 
l'écriture (XA, A) = (F, a). On a alors YaB~ A YaC~ < - YaC~, ce qui n'a 
lieu que si YaC~ = (YaB~ A YaC~) V (x) pour un certain x Ç V(X). Et ceci, 
avec le fait que YaB~ A YaC~ û YaB~ H YaC~ ^ YaC~, implique que YaB~ A 
Yac~ — YaB~ (\ YaB~. 

Par suite on a YaC~ = {YaB~ C\ YaC~) V (x), donc YaC~ - YaB~ = (x) 
ou encore FflB~ V (x) = YaB~ V FaC~, ce qui implique bien FaB~ < • YaB~ V 
FaC~~, c'est-à-dire B < -A B V C. 

6.3.2 THÉORÈME. P (X , ^4) es/ semi-modulaire (selon la définition de semi-
modularité donnée par Szâsz [5]). 

C'est une conséquence immédiate de la dernière proposition et du fait que, 
d'après 5.10, P(X, A) vérifie la propriété de la chaîne maximale. 

6.4 Distributivité. Modularité. 

6.4.1 LEMME. Soit X un graphe a-discret où a £ V{X). Si X n est pas acyclique 
alors il possède un cycle C = (ci, . . . , cn) avec n > 3 tel que iraV(X) = [ci] 
et tel que pour tout i, avec 1 < i < n, [ci, c j G E{X) implique [ci, cl+i] ([ E(X). 

Démonstration. Soit T l'ensemble des cycles de X, m = inf {d(a; F(C))|C(E T}, 
et C un cycle tel que d(a; V(C)) = m. 

Posons W = (x0, . . . , xm) une chaîne avec x0 = a et xm G F(C), et notons 
C = (ci, . . . , cn) avec d — xm. D'après la définition de m, pour tout k < m 
et tout i, avec 1 ^ i ^ n, il n'existe aucune x^-chaîne. On a donc 7ra V(C) = 

id. 
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D 'au t re par t , pour 1 < i < n, si [ci, c j G E{X) et [ci, c i + i] 6 E(X) alors 
[Cf, c<+i] est a-inessentielle contrairement au fait que X soit a-discret. Comme 
conséquence supplémentaire, on remarque que si C existe on doit avoir n > 3. 

6.4.2 L E M M E . Soit X un graphe a-discret avec a G V{X). Si pour tout x G 
V(X) — {a} on a \iraV(x; X)\ = 1 alors X est acyclique. 

Démonstration. Supposons que X ne soit pas acyclique et soit C = (xi, . .. , xn) 
un cycle de X tel que Xi G 7raV(C). Puisque on a |7rftF(x; X)\ = 1 pour tout 
sommet x de X , alors pour tout i, 1 < i < n, on a xx G F(x<; X ) et par suite 
7ra{Xî, xz+i} = {xi}, i.e. [x*, x m ] est a-inessentielle contrairement au fait que X 
soit a-discret. 

6.4.3 T H É O R È M E . Soit (X, A) G Ob Gcf. Les énoncés suivants sont équivalents: 
(i) aX est un arbre; 

(ii) P(X, A) est complètement distributif; 
(iii) P(X, A) est distributif; 
(iv) P(X, A) est modulaire; 
(v) i7rAF(x; X)\ = 1 £<wr / o ^ x G F ( X ) - 4 . 

Démonstration. On posera X = F. Il est évident que P(Y, a) est distributif 
(resp. modulaire) si et seulement si P(X, A) l'est. 

(i) => (ii). a Y é tan t un arbre, il en est évidemment de même de tout élément 
Z de R(Y, a). Par suite on a pour toute famille (Zi)iÇ r de R(Y, a): 

V iç / Z\ = KJiç.jZ.^ et i\içiIZi = C\i^jZi. 

Donc R(Y, a) est un anneau d'ensembles, donc complètement distributif, 
et il en est de même de P(X, A). 

(ii) => (iii) et (iii) =» (iv) sont évidents. 
(iv) =» (i). Supposons que a 7 n e soit pas acyclique. D'après le lemme 6.4.1, 

il existe un cycle C = (ci, . . . , cn) avec n > 3, tel que 7raF(C) = {ci} et tel 
qu'il existe i, avec 2 < i < n et [ci, d] G E(aY). Notons, comme dans le 
lemme, W = (xo, . . . , xm) l 'unique aci-chaîne (pouvant être réduite au sommet 
a) de X, Fig. 10. 

Posons : 

Z, = W\J (ch...,ci^y 
Z2 = WVJ (cntc^u...tcty 
z3 = wu (cu... ,Ciy 

où, pour Z C Y, Z' désigne la restriction de F à V(Z). 
On a Zi < Z 3 et Z^ A Z2 = Z 3 A Z2 = Zj H Z2 = PFet Zi V Z2 = Z 3 V Z 2 

= W\J C. Or, Zi ^ Z 3 donc R(Y, a) et par suite P(Xy A) n 'est pas modu
laire, contrairement à l 'hypothèse. 

(i) =» (v) est trivial. 
(v) =* (i). Pour tout x G F ( X ) o n a | 7 r a F ( x ; a F ) | = |7raF(x; F ) | = l . D o n c , 

d 'après le lemme G.4.2, aY est un arbre. 
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