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Représentations irréductibles bornées des
groupes de Lie exponentiels

J. Ludwig et C. Molitor-Braun

Abstract. Let G be a solvable exponential Lie group. We characterize all the continuous topologically
irreducible bounded representations (T, U) of G on a Banach space U by giving a G-orbit in n* (n
being the nilradical of g), a topologically irreducible representation of L' (R", w), for a certain weight
w and a certain n € N, and a topologically simple extension norm. If G is not symmetric, i.e., if the
weight w is exponential, we get a new type of representations which are fundamentally different from
the induced representations.

Résumé. Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel. Nous caractérisons toutes les représentations
(T,U) continues bornées topologiquement irréductibles de G dans un espace de Banach U a l'aide
d’une G-orbite dans n* (n étant le radical nilpotent de g), d’une représentation topologiquement
irréductible de L' (R", w), pour un certain poids w et un certain # € N, d’une norme d’extension
topologiquement simple. Si G n’est pas symétrique, c. a d. si le poids w est exponentiel, nous obte-
nons un nouveau type de représentations qui sont fondamentalement différentes des représentations
induites.

0 Introduction

Dans cet article nous donnons une classification des représentations bornées topo-
logiquement irréductibles des groupes de Lie résolubles exponentiels G dans des
espaces de Banach. Rappelons que les représentations unitaires irréductibles des
groupes de Lie nilpotents ont été décrites par Kirilloven 1960. Sa méthode des orbites
coadjointes [Ki] a ensuite permis en 1965 a Bernat de déterminer le dual unitaire des
groupes de Lie résolubles exponentiels [Ber], [BerCo]. Puis Pukanszky et Vergne
[Pu], [BerCo] ont résolu les problemes concernant les polarisations qui restaient
encore ouverts. Ainsi vers 1970 on connaissait bien toutes les représentations uni-
taires irréductibles des groupes de Lie résolubles exponentiels. Par contre les modules
bornés irréductibles de ces groupes sur des espaces de Banach ont été peu étudiés.

Donnons quelques définitions. Un module (ou une représentation) (T, U) du
groupe G est un homomorphisme

T: G— GI(W)

de G dans le groupe GI(U) des endomorphismes continus inversibles d’un espace de
Banach U tel que
C = sup [|T(s)]|op < 00,
seG
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et tel que toutes les applications
t: G—=U, t,(s) =Ty, s€eG (uel),

soient continues.
Mentionnons que si le groupe G est moyennable, en particulier si G est résoluble,
alors tout module borné est équivalent a un module isométrique. On peut mettre

sur U une nouvelle norme ||-||, qui est équivalente a la norme donnée |||y, telle que
IT(s)u|| = ||u|| pour tout u € U et touts € G (voir [Pi, Prop. 17.5], dans le cas
hilbertien).

Nous disons que le module (T, U) est topologiquement irréductible ou topologi-
quement simple, si les sous-espaces fermés T(G)-invariants de U sont tous triviaux.

Nous savons quun module borné (T,U) de G sur un espace de Banach U peut
étre intégré en un module borné de L'(G):

T(f) = /G fOTs)ds, f€L(G),

ot ds désigne la mesure de Haar de G. Alors
ITHulle < ClIfl lulle, €U, £ € LY(G).

Réciproquement tout module borné (T, U) de L!(G) non dégénéré, c. a d. tel que
T(Ll(G)) U soit dense dans U provient d’une représentation bornée, notée aussi T,
de G dans U (voir [Di2]). En particulier un module borné (T, U) de G est topologi-
quement irréductible si et seulement si le module correspondant de L' (G) est.

Une classe de représentations irréductibles particulierement intéressante est celle
des modules algébriquement irréductibles (ou simples) de I’algebre L' (G) du groupe
G. Ces représentations ont été étudiées par Poguntke [Po2] en 1983 dans le cas ex-
ponentiel. Pour les décrire, Pespace dual réel de I’algebre de Lie g ne suffit plus. Po-
guntke a montré que tout module simple (T, U) de L'(G) est associé a une certaine
forme linéaire [ + iv € g¢, I, v € g* avec v([g, g]) = (0).

Nous adaptons dans ce travail la construction de Poguntke aux représentations
bornées topologiquement irréductibles (T, U) quelconques des groupes résolubles
exponentiels G dans un espace de Banach.

La premiere étape consiste a étudier la restriction de T au radical nilpotent N =
exp(n) de G. On voit facilement que keryi(y) T est un idéal G-premier de L'(N).
Poguntke a montré que si T est un module simple de L'(G), alors Iy = kerpiny T
est le noyau d’une G-orbite “7 dans N. Nous montrons dans le premier chapitre
qu’il en est de méme si T est seulement topologiquement irréductible. Pour faire
cela nous prenons un groupe exponentiel d’automorphismes D d’un groupe de Lie
nilpotent N et nous montrons d’abord que tout idéal D-premier de 'algebre de
Schwartz §(N), fermé pour une norme de 8(N), coincide avec le noyau d’une D-
orbite d’une représentation unitaire irréductible 7 (théoréme 1.1.6). Ce résultat
s’applique a Iy N 8(N) qui est donc aussi le noyau dans §(N) d’une G-orbite 7 dans
N. La proposition 4.1 de [LuMo2] nous permet alors d’en déduire que de méme
kerpi(n) T est le noyau dans L' (N) d’une G-orbite Gr dans N.
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Prenons maintenant [ € g* tel que sa restriction a 11, notée g, soit dans la N-
orbite de Kirillov de 7. Soit g(I) le stabilisateur de [ dans g. Prenons un idéal b de g,
contenant 11, tel que g = g(I) + b et tel que hN g(I) C n. Soit f un sous-espace de g(I),
tel que g = f @ b. Soient F = exp(f), H = exp(h). Alors G = G(I)H = FH. Notons
m = = la représentation unitaire irréductible de G associée a [ et soit v = (m)|n.
Cette représentation est irréductible et peut étre identifiée a la représentation 7y de
H associée a la restriction de I a ). Nous montrons dans le deuxiéme chapitre que

kery =kerpiyy T = (LI(H) * ker(GT)) B

(proposition 2.5.4) et donc que I'idéal L!(G)  ker v de L'(G) est contenu dans ker T.
Pour caractériser les représentations topologiquement irréductibles de noyau ker T
donné, il suffit donc d’étudier les représentations de 'algebre

A= Ll(G)/(LI(G) * ker(GT)) .

A cet effet on utilise un py € L'(H) tel que y(py) soit un projecteur de rang 1 noté
P). Cet élément p) de L'(H) définit un multiplicateur bilatére p de I'algebre A et
Poguntke a montré que B = pAp = (pA * L1(G) * p,\) /(Ll(G) * ker(GT)) a
est isomorphe a une algebre de la forme L'(R",w) ot w est un poids a croissance
exponentielle en général et polynomiale dans des cas particuliers. Pour obtenir ce
poids, nous déterminons pour tout s € G(I) un vecteur v(s) € L'(H)/ ker~y tel que
'y(v(s)) = 7(s)~! o Py. Le poids w sur G(I)/G(I) N N =~ R" ~ G/H est alors défini
par w(s) = ||[v(s)||z: () kerv» § € G(I). Nous montrons que le module topologique-
ment simple (T, U) de A détermine un module topologiquement simple (S, W), ou
W = T(p)U C U, de I'algebre L' (R", w). Réciproquement nous prouvons que tout
module topologiquement simple (S, W) de

B =L'(R", w) ~ (pA * L1(G) * p,\) /(Ll(G) * ker(GT)) B

peut étre étendu (en général d’une infinité de maniéres) en des modules topologique-
ment irréductibles (T, U) de A, donc de L' (G), et finalement en des modules bornés
de G. Pour construire ces extensions nous prenons un vecteur w # 0 de W et nous
réalisons W comme le complété de B /I, pour une certaine norme || - ||w de B/I,.
Ici I,, désigne annihilateur de w dans B. Nous considérons alors I'idéal a gauche

M ={a€ Ap; pcap € I,, pour toutc € A}

de Ap et nous prenons toutes les normes || - || de Ap/M dont les restrictions a B/I,,
sont équivalentes a || - || et qui vérifient que ||ac|| < C||a||4 ||¢|| pour touta € A, c €
Ap/M (pour une constante C). Les complétés Ul de A p/M modulo un certain sous-
espace U(m sont alors des modules topologiquement simples de G. D’ailleurs tous les
modules topologiquement simples de A peuvent étre réalisés de cette maniere.

En fait pour un module (S, W) donné il existe toujours une extension canonique

(Trmin, U™) maximale (associée a une norme minimale || - || ) telle que toutes
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les autres extensions (T, U) en soient des sous-modules. Cette norme minimale est
définie de la maniére suivante:

lallnin = sup [[S(pea)wlw, Va e Ap/M,

llella<1

pour un vecteur fixé w de W.

Nous pouvons distinguer deux types de modules topologiquement simples (T, U),
suivant la dimension de T(p)U. Si cette dimension est 1, alors T est intimement lié a
un module induit. A titre d’exemple, soit I € g*, soit p une polarisation vérifiant la
condition de Pukanszky en I. Soit x; le caractére unitaire de P = exp(p) associé a L.
Rappelons que I’espace fonctionnel

&(G/P ) = {5: G — C; £ continu a support compact modulo P,

AN
e

£(s),Vs € G,Vt € P}

posséde une forme linéaire positive G-invariante unique, notée § ds. Nous pouvons
donc définir les espaces L'(G/P, 1), 1 < r < 0o, comme les complétés des espaces

&o(G/P L) = {{: G — C; £ continu a support compact modulo P,

(NN
wn(AﬁJ Xi(1)'€(s), Vs € G,V € P,

o> flecords = ||§||:}

et la représentation induite 7, , sur L'(G/P, ) par
T ()E(t) = E(s7'1), st € G, €€ L'(G/R]).

On peut vérifier que tous ces modules sont topologiquement irréductibles. Dans
cet exemple le module (S, W) associé est donné par le caractere S;,(b) =
Jr b(fe Hi/mloef) g f pour f € LY(R",w) ~ L'(G())/G(I) N N,w) =~ B.
Ici v(X) désigne la trace v(X) = tr ( adg/p(X)) , X € g(I). Pour un r fixé, il existe plu-
sieures ou méme une infinité d’extensions du méme module de dimension 1 (S, W).
En particulier, pour la norme quotient sur Ap/M, ou M = {m € Ap ; S;,(pcm) =
0,Vc € A}, qui est maximale, nous obtenons un L!(G)-module simple contenu dans
tous les L'(G)-sous-modules de L'(G/P,1). En outre la norme minimale est donnée
dans cet exemple par

|||a|||min = Ssup |Sl7,(pca)|, ac ‘Ap

llella<1

Les représentations (T, U), pour lesquelles la dimension de T(p)U est infinie, sont
nouvelles. Elles apparaissent dés que le poids w est a croissance exponentielle et
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elles sont assez mystérieuses. Elles ne peuvent plus étre construites a partir de mo-
dules induits comme dans le cas de dimension 1. La description de ces modules
que nous donnons ici est trés abstraite. Une réalisation concréte d’un tel module
utilise des groupes a 1 parametre d’opérateurs sans sous-espaces invariants fermés
non triviaux sur I'espace de Banach W = T(p)U (voir [Be] pour plus de détails
sur ces opérateurs). D’ailleurs, remarquons que de tels opérateurs sans sous-espaces
fermés invariants ont en particulier été utilisés par Soergel [So] pour construire une
représentation topologiquement irréductible non bornée de SL(2, R).

Récapitulons en disant que nous pouvons ainsi caractériser les représentations
topologiquement irréductibles de L' (G) par un triplet (Q,, S, [ - ||) ou € est une
G-orbite dans 1*, S une classe d’équivalence de représentations topologiquement
irréductibles de L' (R", w) et || - || une norme intervenant dans I'extension d’un p.Ap-
module topologiquement simple en un A-module topologiquement simple.

Mentionnons encore comme application de ces constructions que nous trouvons
de cette facon des idéaux fermés premiers de L' (G) qui ne sont pas des idéaux primi-
tifs, lorsque le groupe G n’est pas symétrique.

1 Idéaux D-premiers dans I'algebre de Schwartz d’un groupe de Lie
nilpotent

1.1 Actions exponentielles

Soit N = exp(1) un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe d’al-
gebre de Lie n.

Définition 1.1.1 Nous disons qu'un groupe d’automorphismes D de N est expo-
nentiel si

i) D = exp(d) est un groupe résoluble exponentiel d’algebre de Lie d, qui agit
contintiment sur N,

ii) lesvaleurs propres A de tout D € d sur 11¢ sont de la forme A = a+ibaveca # 0
et

iii) ad(m) C d.

Le groupe exponentiel D agit sur les fonctions et les représentations de N de la
facon suivante:
Pour une fonction intégrable f: N — C nous écrivons

Ufx) =8 f(d'(x)), xeN,deD,

ou § dénote la fonction module de D, c. a d. §(d) est 'unique nombre positif tel que
/ f(x)dx = / f(x)dx, feL'(N),deD.
N N

Pour une représentation (T, U) de N sur un espace vectoriel U, nous écrivons (*T, U)
(d € D) pour la représentation

1T(x) = T(d(x)), x€N,
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sur U.
Soit 8(N) lalgebre de Schwartz de N, c. a d. S(N) est Pespace de Fréchet

S(N)={f: N—C; foexp € 8(m)}.

Ici 8(n) désigne 'espace ordinaire des fonctions C*° a décroissance rapide sur n. Mu-
nissons S(N) du produit de convolution. Alors 8(N) devient une algebre de Fréchet
qui possede des unités approchées. Lespace des idéaux primitifs Prim(S(N )) de
8(N) est homéomorphe a espace dual N de N, donc par Papplication de Kirillov a
I’espace des orbites coadjointes 1*/N de N (pour plus de détails voir [Lu4],
[LuMo2]).

Le groupe D laisse évidemment §(N) invariant et Papplication

D x 8(N) — 8(N): (d, f) — f
est continue [LuMo1].

Définition 1.1.2  Soit 7 € N une représentation unitaire irréductible de N. Définis-
sons I'idéal Iy de S(IN) par

Iney = {f € S(N); *r(f) = 0,Vd € D}.

L’idéal Ip(;) est fermé pour la norme || - ||; et il est D-invariant.

Soient I1, I, deux idéaux D-invariants de 8(N) tels que I; * I, C Ip(r). AlorsI; ou
I, est contenu dans Ip(;y. EneffetsiI; ¢ Ip(;), alors I} ¢ ker (“7) pour un certain
d € D. Mais comme I, * I, C ker(r) et comme ker(%7) est un idéal premier, nous
voyons que I, C ker(?7) et ainsi I, C Narcp ker(4'd7) = Ip(r), I, étant D-invariant.

Définition 1.1.3  Soit I un idéal de S(N). Nous disons que I est D-premier, si I
est D-invariant et si pour tout couple I, I, d’idéaux D-invariants de 8(N) tels que
11 *Iz CI,I] CIOUIZ clI

Définition 1.1.4 Nous disons qu'un sous-espace W de 8(N) est fermé pour une
norme, s’il existe une norme continue || - || sur S(N), telle que W soit fermé pour

Exemple 1.1.5 Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel. Soit N un sous-
groupe invariant fermé connexe nilpotent de G. Soit (T, U) une représentation bor-
née continue topologiquement irréductible de G sur un espace de Banach U. Nous
pouvons intégrer T en une représentation de L!(G) (voir [Di2]) et nous pouvons
aussi restreindre T'a N. Soit I le noyau de T|y dans S(N). Alors I est fermé pour la
norme || - ||, et I est D-premier, ot D = Ad(G)|,. En effet, si I, I, sont deux idéaux
D-invariants de S(N), tels que I} * I, C I, alors nous avons que

(L'(G) = I; x L'(G)) * (L'(G) x L, x L'(G))

CLYG) *LY(G) « I, x I, * LI(G) * L} (G)

C keI'Ll(G) T,
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ou A désigne la fermeture de A dans L'(G). Comme kerpi(g) T est un idéal premier,
T étant irréductible, nous voyons que L' (G) * I * L'(G) C kerig) T ou L'(G) * I *
LI(G) C kerLl(G) T.Ainsil; CIoul, C 1.

Le but de ce chapitre est la preuve du théoreme suivant.

Théoréme 1.1.6  Soit D un groupe exponentiel d’automorphismes du groupe de Lie
connexe, simplement connexe et nilpotent N. Alors tout idéal I non trivial D-premier
fermé pour une norme de S(N) est de la forme

I'=1Ipa

pour une certaine représentation T € N.

1.2 Preuve du théoréme

Nous avons besoin de quelques lemmes et définitions.

Définition 1.2.1 Pour une partie A de S(N) nous désignons par h(A) Penveloppe
de A dans N, i.e.,
h(A) = {r € N;7(A) = {0}}.

La partie i(A) de N est fermée dans N, si nous mettons sur N la topologie la moins
fine qui rend la surjection canonique 7 + ker 7 de N sur Prim ( S(N )) continue (voir
[Di2]).

Définition 1.2.2  Le noyau ker C d’une partie fermée C de N est par définition 'idéal

kerC = (") kerr C S(N).
TeC

Définition 1.2.3  Soit C une partie fermée de N. Nous désignons I'idéal minimal
dans 8(N) associé a C par j(C) c. ad. j(C) est 'unique idéal de S(N) dont I'enve-
loppe h( j(C )) est égale a C et qui est contenu dans tout idéal J avec h(J) = C (voir
[Lul], [Lu4] pour plus de détails).

Lemme 1.2.4  Tout idéal D-premier I de S(N), fermé pour une norme continue || - ||,
est le noyau de son enveloppe h(I) = C.

Preuve Comme I est D-invariant, son enveloppe C est aussi D-invariante, de méme
que ker C. Montrons que I contient (ker C)M pour un certain M € N. Alors on en
déduira que I = ker C, I étant D-premier.

Pour montrer que (ker C)M C I, nous rappelons d’abord que j(C) est engendré
comme idéal par les éléments ¢(f), f = f* € kerC C S(N), ¢ € Ci°(R), ou
C5°(R) est Pespace de toutes les fonctions de classe C*° ¢: R — €, qui sont nulles
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dans un voisinage de 0, qui ont un support compact et ot f*(x) = f(x71),x € N

[Lu4].
Ici p(f) désigne I'intégrale

1 )
o) = 5 [ PO (elirn)

et
e AN
e(iNf) = Z =
n>0
Hulanicki a montré dans [Hu] que pour toute norme continue || - || sur S(N), il existe

m € Net pour tout f = f* € §(N), il existe une constante C = C(f, || - ||) telle que
[eGAAI < CA+[AD™, AeR.

Nous choisissons maintenant une norme || - || pour laquelle I est fermé et nous pre-
nons f = f* € kerC. Montrons que ™" € I. Soit ¢ une fonction de classe
C* a support compact telle que ¢(¢) = t™* sur un intervalle contenant I'intervalle

(=[x, 1111 Alors
¢(f) — fm+3

[Dil]. Choisissons € > 0 et un élément ¢ = ¢, de C§°(R) tel que
le® (@) — P t) <€, teRk=0,...,m+2.
Alors
1572 = o0l = 169 = 2] < 3= [ 1900 = o [eiApldr < C'e

pour une certaine constante C’ indépendante de e. Donc "> € j(C)" " C i = I
comme ¢.(f) € j(C) C I pour tout e. Montrons finalement que (ker C)ZM*1 C I
Nous avons pour une famille d’éléments auto-adjoints fi,. .., fiu3 de ker C, pour
Sty -5 Sme3 € R quelconques, que
m+3 3 m+3 m+3
I> (Zs]f]) = (Hsi) ( Z (H fg(i)) ) + termes de la forme )" - - - 5712
j=1 i=1 0ESms  i=1
avec n; > 1 pour au moins un j
et ainsi
m+3
(1.2.4.1) Z (H fg(,‘)) el
OESus  i=1

Ici S,,43 désigne le groupe des permutations de m + 3 éléments. Nous pouvons écrire
tout f € ker C de facon unique sous la forme f = g + ih, ol g, h sont des éléments
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auto-adjoints de ker C. Alors en prenant une fois g et une fois h comme f; dans
(1.2.4.1) et en faisant la somme de la premiere plus i-fois la deuxieme expression

nous voyons que
m+3

> (Hfa(i)) el

€S  i=1

des que f; estdans kerC et f,, ..., fu+3 sont des éléments auto-adjoints dans ker C.
Finalement en répétant cet argument nous voyons que

m+3
> (ITfo) €t
0€Sm3  i=1
quels que soient fi, ..., fu3 € ker C et en particulier f™* € I pour tout f € kerC.
Le théoréme de Nagata-Higman [Pa, 4.4.10 Proposition] implique que (ker C )21
C L [ |

Définition 1.2.5  Soit C une partie D-invariante de N. Nous disons que C est D-
premiere si deés que C est réunion de deux parties fermées D-invariantes C;, C, alors
C1 =Cou C2 =C.

Lemme 1.2.6  Soit C une partie D-invariante fermée de N. Supposons que ker C C
S(N) est D-premier. Alors C est D-premiere.

Preuve SoientCj, C, deux parties fermées D-invariantes de C telles que C = C;UC,.
Soit I; = kerC; C 8(N), j = 1,2. AlorsI; x I, C kerC; NkerC; = ker(C; UC;) =
ker C. Comme ker C est D-premier, nous avons que ker C; C kerC pour j = 1 ou
j =2.Maisalors C C C;ouC C C,. [ |

Lemme 1.2.7  Soit C une partie fermée D-premiere de N. Alors C est Padhérence d’une
D-orbite dans N.

Preuve Pour f € 8(N), soit ||f|| = sup, .. [[7(f)|lop la C*-semi-norme de f as-
sociée a C. Nous savons que N, donc aussi la partie fermée C, est un espace de Baire
[Di2]. Choisissons une suite dense ( f,),en dans 8(N) et prenons pour # € Nouvert

1
U= {r e ¢l > 511}

Soit N' = {n € N; U, # @}. Alors V,, = J,cp Uy, 1 € N, est une partie ouverte
D-invariante de C.

Comme C est D-premier, V, est dense dans C. D’apres la propriété de Baire,
Voo = ﬂneN, V., est aussi dense dans C. Soit 7 € V,. Montrons que la D-orbite de
7 est dense dans C. Sinon il existe un ouvert W de C tel que (PT)NW = @. Nous
prenons p € W et g = ¢* € S(N), tel que 7/(g) = 0 pour tout 7/ € (D7)~ et tel que
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lo(@)]lop = 2. Quitte a remplacer g par un ¢(g) pour un certain ¢, nous pouvons
supposer en plus que ||g|| est aussi égal a 2.

I existe n € N tel que || f, — g|| < 1|/ full. Donc [[p(fi)llop = 3| fl|- Alors p € U,
(et doncn € N’) et on a que ||7/(f)|lop < 1lfull pour tout 7/ € P71 (comme
7/(g) = 0). Ceci nous dit que 7 ¢ V,,, une contradiction avec 7 € V. [ |

1.2.8 (Preuve du théoréeme) Nous avons vu dans (1.2.4) que I est le noyau de son
enveloppe C. Donc C est D-premier par (1.2.6) et, par (1.2.7), C est Padhérence
d’une D-orbite. Finalement

I =kerC = ker(P7)

pourunTeN. |

Exemple 12.9 Soit N = R, soit c € R et soit ] = {f € 8(R) ; f(c) =
Jg f(t)e=?™ dt = 0}. Soit

k
1= {fe S(R) ; (%) flc)=0,vk e N}

Alors I est un idéal fermé de S(R), mais I n’est pas fermé pour une norme. En fait,
I est Padhérence de I'idéal minimal j({c}) et I # ker {c}. Cependant il est facile de
voir que I est premier. En effet, si I} x [, C I pour deux idéaux I}, I, de S(R), et si
I; ¢ Ipour j = 1,2, alors il existe f; € I;, tel que (%)“J‘fj(c) # 0et (%)’ﬁ-(c) =0,
0 < i < nj pour un certain n; € N, j = 1,2. Mais alors (%)”‘”’”Z(fl * )(c) =
(%)”‘*”2( f1 fz)(c) # 0 d’apres la régle de Leibnitz, ce qui est en contradiction avec le
faitque fi * f, € I.

Lidéal premier fermé I de 8(IR), qui n’est pas fermé pour une norme, ne coincide
pas avec un noyau. Donc ’hypothése de « fermé pour une norme » est nécessaire
dans le théoréme.

1.2.10 1l est facile de voir que I'idéal trivial {0} n’est pas un idéal premier. En effet
soit Z le centre N. Nous pouvons prendre 1 # 0, v # 0 dans 8(Z) tel que v = 0.
Alorsle produit desidéaux I; = 8(N)*p and I, = 8(N)*v est {0} mais évidemment
11 7é {0} et 12 7é {0}

Remarque 1.2.11 Le théoréme 1.1.6 a déja été démontré dans [Mol] par une mé-
thode constructive (démonstration par récurrence) beaucoup plus lourde. Le résultat
suivant, qui est essentiel pour la suite de 'article, a été démontré dans [LuMo2, Theo-
rem 5.3]. Sa preuve repose sur la proposition 4.1 de [LuMo?2] et sur 1.1.6.

Théoréeme 1.2.12  Soit D un groupe exponentiel d’automorphismes du groupe de Lie
nilpotent connexe, simplement connexe N. Alors tout idéal I non trivial D-premier
fermé de L'(N) est de la forme

I=ker(P7)={f € L'(N) ;" 7(f) = 0,Vd € D}

pour un certain T € N.
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Preuve Voir [LuMo2].

2 Représentations topologiquement irréductibles et sous-algebres
particulieres

2.1 Conventions et rappels

2.1.1 Dans la suite G = exp(g) désignera un groupe de Lie résoluble exponentiel.
Soit 1t le radical nilpotent de g et N = exp(1) le sous-groupe nilpotent correspon-
dant. Le groupe exponentiel D = Ad(G)|, agit sur 11, N, N,8(N)etL'(N). Sit e N
et g € G, nous noterons ¢7 pour I'action de g sur 7 et 7 pour Porbite de 7 sous cette
action.

2.1.2 D’apres la théorie de Kirillov [Ki] et Pukanszky [Pu], les représentations uni-
taires irréductibles de G sont obtenues de la maniére suivante: Soit 7 € G. Alors
il existe [ € g* et une polarisation p de I dans g vérifiant le critere de Pukanszky
tels que 7 soit unitairement équivalent a la représentation induite 7; = ind§ x;, ou
P = exp(p) et ot y; désigne le caractere ;(p) = e~ 1°8P) de P.

2.1.3 Soitq € n* etl € g* tels que I|, = g. Rappelons la définition suivante du
stabilisateur g(I):

a() ={X e g;(L[X,0]) = (g, [X,g]) =0},
G() ={s€ G;Ad"(s)l =1} = exp(g(]).

Cette algebre dépend uniquement de q. Décomposons I’algebre de Lie g de la maniere
suivante: Soit ) un idéal de g contenant 1 tel que

g)+h=g, shnhcm
Prenons un sous-espace f de g(/) tel que
g=7@Dh.

Remarquons que dans la définition de f) nous avons uniquement exclu la partie de
g(I) qui n’est pas dans 1. La définition de b ne dépend pas de I'extension I de g
choisie. Dans la suite de nos raisonnements nous supposerons toujours | # 0, les
simplifications obtenues pour | = 0 étant évidentes.

Posons

F=exp(f), H =exp(h).

Nous avons que
G=F-H=G()-H

et G est le produit topologique direct de F et de H.
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2.2 Différentes représentations unitaires irréductibles

2.2.1 Soit m = m € G la représentation unitaire irréductible de G associée a L.
Soit v = 7|yg. Comme G = G(I) - H nous savons que = est irréductible et que
¥~ 7, € Hyoum= Ily € b* (voir [LeLu]).

Remarques 2.2.2

a) Pour tout caractere y = e~ 71°8() sur H tel que x|y = 1c. ad. x € Ntetr € nt
(dans h™*), les représentations 7., et Y® X sont unitairement équivalentes. En ef-
fet, il est bien connu que pour un groupe de Lie connexe D = exp(d) quelconque,
pour tout f € d*, pour toutidéal i D [d,d], on a que

A (D) F = f+ (d() +1) .

Comme dans notre cas h(m) = h(l) C n (car h(l) C n, h(I) étant contenu dans
a(l) Nb, on en déduit que Ad* (H(q)) m = m+n’. Donc vy ® x est unitairement
équivalente a vy, car ¥ ® x est associée a la forme linéaire m + r € Ad"(H)m =
Ad*(G)m.

b) Les constructions précédentes ont été inspirées des travaux de Poguntke [Po2].
Cependant nous avons simplifié les raisonnements de Poguntke; en particulier
nous évitons le recours aux représentations projectives et aux cocycles.

2.3 But du chapitre

Soit G = exp(g) un groupe de Lie résoluble exponentiel, connexe, simplement con-
nexe d’algebre de Lie g. Soit (T, U) une représentation topologiquement irréductible
de L'(G) sur un espace de Banach U de noyau keryi ) T dans L' (G). Comme L'(G)
posséde une unité approchée, il existe des représentations continues uniques de
L'(H) et de L'(N), notées également T telles que

T(f) = /Hf(x)T(x) dx, resp. T(f) = /Nf(x)T(x) dx.

Notons leurs noyaux respectifs par keryi gy T et kerpi(n) T.

Soit 1 le radical nilpotent de g et N = exp(n). Alors keryin) T est un idéal G-
premier de L'(N). Donc, par (1.2.12), il existe ¢ € n* et 7 = Ty = indg Xq € N tels
que

kerpy T = ker(°7) = ﬂ ker(87).
geG

Nous utiliserons alors la décomposition de g, ainsi que le sous-groupe H = exp(h) et
les représentations v € H et 7 € G introduits précédemment.
Nous montrerons que kery gy T est égal au noyau kerp: gy v = kery et que

(LI(G) * kerpi ) T) = (LI(G) * ker’y) " CkerT.

https://doi.org/10.4153/CJM-2001-038-0 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2001-038-0

956 J. Ludwig et C. Molitor-Braun

I ne nous restera ensuite plus qu’a étudier les représentations topologiquement irré-
ductibles de

LI(G)/(Ll(G) * kerpi v T) = Ll(G)/(Ll(G) * ker’y) = LI(F, L'(H)/ ker'y) .

Cela se fera en étudiant les représentations topologiquement irréductibles d’une
sous-algebre de la forme p « L'(F,L'(H)/kerv) * p, ot py € L'(H) est tel que
~(pa) soit un projecteur de rang 1 et ot p = p) mod kery. Nous omettrons les
démonstrations d’un certain nombre de résultats se trouvant déja chez Poguntke.

Dans un chapitre ultérieur nous étudierons alors la question des extensions pos-
sibles des représentations topologiquement irréductibles de p* L' (F, LY(H)/ ker 'y) *
palalgebre L' (F,L'(H)/ kery) toute entiére.

Remarquons que si q,q; € n*, 7 = indf,{) Xp T1 = indﬁ\,g Xq sont tels que
ker(“7) = ker(®7), alors les G-orbites de g et g; dans n* sont égales, car elles sont lo-
calement ouvertes [LuMo2]. Ainsi cette étape de la construction dépend uniquement
de la G-orbite correspondante dans 11*. Les raisonnements de Poguntke permettent
de conclure que notre construction est aussi a isomorphisme prés indépendante du
choix du projecteur p pour b fixé (voir 2.6.5).

2.4 Etude des noyaux des différentes représentations

24.1 Soitm =Ily b,y =my = m, € H. Dans [LeLu] les auteurs montrent
qu’il existe un sous-espace G-invariant noté ES(v), dense dans I'espace (., de , tel
que pour tous les A\, u € ES(¥), on puisse construire un élément p(\, u) € L'(H)
pour lequel 'y(p()\, u)) est 'opérateur P, , de rang 1 sur H,. Ici Py , est défini par

P/\,ug = <€HU’>)" g € J-C’Y'

D’ailleurs dans la suite nous supposerons que (A, A\) = 1 et nous noterons p) I'élé-
ment p(A, \) de L' (H), tel que v(p,) soit le projecteur orthogonal de rang 1 Py , =
Py. Ainsi p = py mod ker~y est un idempotent dans L' (H)/ ker .

La définition et le lemme suivant se trouvent dans [Po2, 5.2] et restent valables
avec notre définition modifiée de ~.

Définition 2.4.2 Posons

do = {f € L'(H) 5 v(f) est de rang fini}

et o
—IL'(H
d=10Jo .
Evidemment J, et J sont des idéaux de L' (H) et J, / ker 7y est I'idéal bilatére minimal
de L'(H)/ ker 7.

Lemme 2.4.3 Soient g et J les idéaux définis en (2.4.2). Soit x un caractere sur H tel
que x|n = 1. Alors Jg et J sont invariants par multiplication par x.
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Preuve Commey(x-f) =v® x(f) et que vy ® x ety sont unitairement équivalents
par (2.2.2), on voit que si y( f) est de rang fini, il en est de méme de y(x - f). [ |

Proposition 2.4.4  Soient T et vy comme précédemment. Alors

kervy = (LI(H) * ker(GT)) T = kerpiy T.

Preuve Comme pour tout Y € N+ C H la représentation vy ® x est équivalente a 7,
nous avons que X kery = ker+y. Ceci entraine que L°°(H/N) kery = ker~y. Donc
d’apres [HaLu, Theorem 2.3],

kery = (L'(H) * kerpiony ).

D’autre part il est bien connu [LeLu, 5. Theorem 9], que 7, |y est faiblement équiva-
lent a Gﬂ'q =097, c.ad que kerpinyy = ker(“7). Donc,

kery = (LI(H) * ker(GT)) .

D’apres (2.3) nous savons déja que (Ll(H) x ker (GT)) T = (LI(H) s« kerpi(n T) e
kerpiyy T. Ainsi kery C kerpigyy T. Supposons qu'il existe f € kerpigy) T tel que
~v(f) # 0. Alors il existe v € ES(7) tel que v(f)v # 0. Prenons A € ES(y) comme
précédemment et p) € L'(H) tel que y(p,) = P,. Alors

1 1
= e PP = P e et e s

De plus, comme A, v € ES(), il existe fy € Jo tel que y(fy) = P»,. Donc

1 * *
p,\szo*f * f* f mod kery.

Puisque kery C kerpig) T et que f € kerpi gy T, il en est de méme de p). Comme
do est minimal modulo kervy et comme p) € Jy N keri gy T, nous pouvons en
déduire que Jy donc aussi J est contenu dans kerpi ) T. Mais J est invariant par
multiplication avec les y € N+t. Donc d’apres [Halu, 2.3], § = (L'(H) * J)~
ott J est un idéal H-invariant de L'(N). Comme J C kerpi gy T, nous avons que
JCkerpy T = ker(“7) etdoncJ = (L'(H) *J9)~ C (LI(H) * ker(GT)) -~ =ker~,
ce qui est absurde. Donc ker y = kerpi (g T. [ |

Remarque Ce raisonnement prouve en particulier que T(p)) # 0, et donc que
W= T(p))U # {0}.

Le résultat suivant, qui étudie le noyau des différents prolongements de v a L' (G),
ne sera pas utilisé dans la suite.
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Proposition 2.4.5 Nous avons que
ﬂ ker(m ® x)11(c) = (LI(G) * kerfy) = (LI(G) * kerpi () T) .
XENLCG

Cette intersection de noyaux est donc déterminée univoquement par la représentation T
de départ.

Preuve D’apreés [LeLu, 5. Theorem 10], nous savons que indf, T est faiblement équi-

valente a f(G/NyW ® xdx. Donc

ﬂ ker(m ® X)r1(g) = ker(indf, T).

XENLCG
D’autre part d’apres [HaLu, 2.3 et 2.4.4]
ker(indy 7) = (L'(G) * ker(“7)) ~ = (L(G) * kerpiny T)

- (LI(G) « (L'(H) *ker(GT))) C— (I/(G) xkery)”. W

2.5 Algebre L! (F, L'(H)/ ker 'y)

2.5.1 Rappelons que g = @ bhavec f C g(I). Posons F = exp(f). En tant
qu'ensembles, identifions F et G(I)/G(I) N N. Les éléments de G se décomposent
de maniere unique en

g=v-h avec veFetheH.

Munissons H d’une mesure de Haar et F = exp(f) ~ G(I)/G(l) N N de la mesure
de Haar du groupe commutatif G(I)/G(l) N N, donc de la mesure provenant de la
mesure de Lebesgue sur f. Alors on obtient une mesure de Haar sur G par

/Gf(g)dg/f/Hf(exp(V)'h) dhdv.

Il existe une bijection

V: LY(G) — L'(F L'(H))

fr—f
avec f(v)(h) = f(vh) pour presque tout v € F et presque tout & € H. On vérifie
alors que )
1 fllz ey = [ fllze

c. a d. lapplication précédente est une isométrie [Po2].
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2.5.2 Puisque la partie fermée F = exp(f) de G n’est pas un sous-groupe, nous
sommes forcés d’introduire la convolution d’algebre de convolution généralisée dans
L! (F, LI(H)) . Quels que soient X, Y € F, définissons

Pxy: L'(H) — L'(H)
(Pxy f)(h) = f(exp(—Y) exp(—X) exp(X + Y)h) .

Le produit de convolution dans L' (F, LY (H )) est alors défini par

(f*g) (exp(Vo)) = /f{PVOW’V (f(exp(Vo+V)) EXP(_V)) } *11 (H)g(exp(—V)) av.

On montre que .
(f * ) (exp(Vo)) = (f * ) (exp(Vo)),

c. ad. I'application ¥ est un isomorphisme [Po2].

2.5.3 Notons par Ay et Ag les fonctions modules sur H et sur G. Puisque G agit
sur H par conjugaisons on a que

d(exp(Vy) - h- exp(—Vy)) = Ag(exp(Vy)) ~ dh.
Linvolution dans L!(G) est alors donnée par

1) =AclgHflg™") VgeGVfeL(G)

et celle de L' (H) est donnée par

Fr(h) = Au(h ) f(h) Vhe HYf € L'(H).

Finalement I'involution dans L' (F, L' (H)) est donnée par

(P () = [ (F(expt=v2) ) "] ™

On montre que } }
(H* ="

c. a d. que l'application ¥ est un *-isomorphisme.
2.5.4 La projection

P:L'(FL'(H)) — L'(F L'(H)/ker)
fr—P(f)

définie par
P(f)(exp(V)) = f(exp(V)) mod kerv,VV €7,
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est un *x-homomorphisme, car ker y est G-invariant. Considérons alors le x-homo-
morphisme
® =PoW: L'(G) — L' (F L'(H)/ ker)

et constatons que
ker® = (LI(G) * ker’y) .

Donc LY(G)/ (L1 (G) xker 'y) Tetl! (F, LY (H)/ ker 'y) sont *-isomorphes. De plus, si
on munit L (G)/(L1 (G) xker ’y) T etL! (F, LY(H)/ ker 7) respectivement des normes
1 fllz /@ @k~ = f{ [ f +4qlli 5 g € (L'(G) ¥ kery) }

et

||f||L1(F,L1(H)/k€r'y) = /fH f(exp(V)) HLI(H)/ker'y dv

:/‘f inf || f(exp(V) + 4 1) 4V,

q€kery

ces deux espaces sont isométriques. Donc 'algebre
L'(FL'(H)/kerv) = L'(G)/(L'(G) * kery)

= Ll(G)/(LI(G) * ker(GT)) = Ll(G)/(Ll(G) * kerpin T) a
est déterminée univoquement (2 isomorphisme et isométrie pres) par la représenta-
tion T donnée au départ (voir [Po2]).

2.6 Algebre p« L' (F L'(H)/kerv) * p
Les constructions suivantes sont également dues a Poguntke.
2.6.1 Rappelons que py € L'(H) est tel que
¥(pr) =Py =Py avec (A A) =1letA€ES(y).

On vérifie que )
(pr* [ pA)(x) = px *pay f(x) %01 pa

pour tout f € L!(G) et presque tout x € G. Ici pour g € L'(H) et x € G, le symbole
g* désigne la fonction

§(y) = Ag(x)glxyx™"), y€H.

Alors on a que

Y(g) = 7(x) y@r), gl = gl

puisque 7|y = .
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2.6.2 Revenons a la représentation y et a son extension 7 = ;. On a les formules
suivantes:

Y(PX) = Pran*A = Prx-1)a
'Y(Pi *g* p>\) = <’Y(g)Av 7T(X)*)‘>P71'(X)*)\,)\7

ot g € L'(H). Puisque X € ES(y), il en est de méme de 7(x)*\ pour tout x € G et il
existe vy (x) € L'(H) tel que

Y(va(x)) = Prigean

par [LeLu]. Donc, pour tout g € L'(H)/ kery et tout x € G, il existe une constante
c(x,g) = (7(@A, m(x)*A) telle que

pr*xg* pr=clx,g) - valx) mod kervy.

De plus
va(x) = p} * va(x) * py mod ker~.

Notons
p=pyx mod kery, wv(x)=wvy(x) mod kervy

pour les fonctions correspondantes dans U'espace quotient. Alors I'espace
pro* (LI(H)/ker’y) *xp = (p’;\ * L'(H) * p>\) / ker~y

est de dimension 1 pour x € G fixé et admet v(x) comme base.

D’apres [Po2] on a:
Proposition 2.6.3  Considérons v(x) € L' (H)/ ker vy et posons
w(x) = ||V(x)||L1(H)/kerfy-

Alors la fonction w est un poids symétrique sur G, constant sur les classes modulo H.

Preuve Remarquons d’abord que
Y(vax) = m(x)* o y(py).
Alors

Y(valxy)) = m(xy) " o y(par) 0 v(p))
=n(y) " om(x)" oy(pr) om(y) om(y) " oy(py)

= y(vA(x)y *L1(H) VA(J’))
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entraine que
valxy) = va(x)” *pr va(y) mod kery

et donc

w(xy) < wx)w(y).
Comme

|7 () || =1,
ona

w(x) = inf |lva(x) +rllpm
r€&ker y

> dnf [[y(ne+1)]

= [r(m@) |,
=1.

op

Finalement P’égalité
Y((ne)") =3 (nw@)

entraine que
w(x) = wx™")

et w est un poids symétrique sur G. De plus
'Y(V/\(xh)) = ’Y(h—IV)\(x)) YheH

implique que
w(xh) =w(x) VheH

et w est constant sur les classes modulo H.
Le résultat suivant a également été décrit dans [Po2].

Proposition 2.6.4 Considérons algebre de convolution commutative
B =1'(G/(GHNN),w) = L'(Ew),

F étant identifié au groupe commutatif G(1)/ (G(I) N N). Il existe un isomorphisme
isométrique
A: p+L'(F L'(H)/kerv) * p — L'(F,w).

Preuve Pour tout f € L' (F, L'(H)/ ker 'y) ,onaque

(p* f*p)x) = p* xpan f(x) *pan p € p*x (L'(H)/ kery) * p = C- v(x).
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Dong, il existe h(x) € C tel que

h(x) - v(x) = (p * f * p)(x).
La fonction h ainsi définie appartient a L' (F, w) et
A:px L' (EL'(H)/kery) p — L'(Ew), A(p* f*p)=h,

est une isométrie entre p « L' (F, L'(H)/ kery) * p et L'(F,w). On montre que A est
bijectif. De plus, si on munit L!(F,w) du produit de convolution et de I'involution
pour la mesure de Lebesgue et si on munit p * L! (E L'(H)/ ker 'y) * p du pro-
duit de convolution et de I'involution de ’espace L' (F, L'(H)/ ker 'y) , alors A est
en fait un *-isomorphisme. Puisque L!(F,w) est commutatif, il en est de méme de
p*L'(F L'(H)/kerv) * p. [ |

Remarques 2.6.5

a) Deux prolongements [ distincts de g a g* donnent des représentations m; qui
différent uniquement par un caractére unitaire. Donc, puisque ’y(vA(x)) =
m(x) 7" o y(px), v(x) = va(x) mod ker+y et que w(x) = ||v(x)]|1 (b)) ker > des
prolongements / distincts conduisent au méme poids w.

b) Rappelons que p) € L'(H) est tel que

v(pr) =Py avec X € ES(y)et (A A) =1.
Soit p,, € L'(H) tel que

Y(pu) = Puy avec € ES(y) et (u,p) = 1.

Alors les algebres (p) mod kery) * L'(F,L'(H)/kerv) * (px mod ker~) et
(pp mod kery) * L (F, Ll(H)/ ker fy) *(p, mod kery) sont *-isomorphes et
homéomorphes. En effet, puisque A\, u € ES(y), il existe r € L'(H) tel que
v(r) = Py . On en déduit que I'application

(px mod kerwy) * f % (py mod ker-y)

— (r* % py mod kery) * f x (py*r mod ker~y)

est un *-isomorphisme et un homéomorphisme pour ces deux algebres. 11 suffit
donc de faire étude pour une seule telle fonction p, le sous-groupe H étant fixé.

c) Le raisonnement de cette partie reste évidemment valable pour les représenta-
tions algébriquement irréductibles sur un espace de Banach, qui sont des repré-
sentations bornées topologiquement irréductibles particuliéres.
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2.7 Conclusions du chapitre

Soit (T,U) une représentation topologiquement irréductible de G. Alors l'orbite
r c N, 7 € N, telle que kerpny T = ker(“7) est déterminée univoquement par
(T,U). On construit ensuite H C Gety € H tels que kerpigy T = kerry. Ceci
montre que (Ll (G) * ker ’y)  C kerpig) T et que, pour caractériser complétement la

représentation (T, U), il suffit d’étudier les représentations topologiquement irréduc-
tibles de

L'(F,L'(H)/kery) = L'(G)/(L'(G) * kerv)
=L'(G)/(L"(G) * ker(°T))
=LYG)/(LY(G) *kerpiny T)

Ce dernier quotient ne dépend pas de H, a isomorphisme et isométrie pres, et notre
construction est donc indépendante du choix de H. Puisque la sous-algebre p
L! (E L'(H)/ ker 'y) % p est elle aussi (a isomorphisme pres, voir [Po2]) indépendante
du choix de p, b étant fixé une fois pour toute, et qu’elle est x-isomorphe et isomé-
trique & L (F, w) = L'(R", w), on est donc ramené aux deux problémes suivants:

(i) étudier les représentations topologiquement irréductibles de L' (F, w)
(ii) étendre les représentations topologiquement irréductibles de la sous-algebre p *
L'(F,L'(H)/kerv) * p alalgebre L' (F,L'(H)/ker~) toute entiére.

Le premier de ces deux problémes sera abordé au chapitre 3, le second au cha-
pitre 4.

3 Représentations topologiquement simples de L'(R", w)
3.1 Abondance de modules irréductibles

Soitw: R" — [1, co[ un poids mesurable symétrique défini sur R” qui est borné sur
toute partie bornée et soit B = L' (R", w) I'algebre de Banach involutive des fonctions
définies sur R” intégrables pour la mesure w(x)dx, le produit dans cette algebre étant
le produit de convolution de L!(IR™).

Supposons donc que ce poids w soit exponentiel, c. a d. qu’il existe une semi-
norme non triviale r sur R” telle que r(x) < logw(x) pour tout x € R". Comme le
poids w est borné par un C > 1 sur la boule unité de R” nous savons que pour tout
x € R", ||x|| > 1, et pour tout s € N tel que ||x|| <s < 2||x|,

w(x) = w<5(§)> < w(%)s <C < edeH’
oud = 2log(C).

Les caracteres de B = L'(R", w) sont alors déterminés par les homomorphismes
continus .
Xa(x) = e @ x e R,
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ol « est une forme linéaire complexe de R" telle que [Ima(x)| < log(w(x)) pour
tout x.

Lalgebre B possede beaucoup de modules topologiquement simples de dimen-
sion infinie. En effet, soit W un espace de Banach de dimension infinie possédant un
opérateur borné u qui n’admet pas de sous-espaces u-invariants fermés non triviaux
(voir [Be, Chapter XIV]). Nous prenons une forme linéaire réelle 7 de R” non nulle,
telle que

In(x)] < (1/||ullop)r(x);  Vx € R™.

Alors pour f € B Popérateur

T(f) = [ f(x)e"™"dx

R"

est borné par

TPl < [ I < [ | fots) i = 7]

Nous obtenons ainsi une représentation bornée (T, W) sur W. Montrons que cette
représentation est topologiquement simple. Comme B posséde une unité approchée
bornée, il suffit de montrer que la représentation correspondante

T s o (1)’ ;
(x)=e¢ :ZT’ vx € R
=

du groupe R” 'est. Soit Z un sous-espace T-invariant fermé de W. Soit x € R” tel
que 7(x) = 1. Pour tout z € Z on a que

T(sx)z = Z (SJL!)](Z) €Z; VseR.

j=0

En dérivant en s pour s = 0 on trouve que u(z) € Z. Donc Z est u-invariant. Comme
u n’admet que des sous-espaces fermés invariants triviaux, nous savons que Z = {0}
ou que Z = W et W est un B-module topologiquement simple.

1l existe donc beaucoup de modules topologiquement simples de L!(R", w). La
caractérisation de tous ces modules topologiquement simples reste une question ou-
verte. Par contre, le lemme de Schur dit que les caracteres y, sont les seuls modules
algébriquement simples de L' (R", w), puisque I'algebre L' (R", w) est commutative.

3.2 Estimation du poids w

Poguntke a trouvé une estimation du poids w (voir [Po2]). Pour la décrire, posons
m(l) = g(l) + n, ot ] est une forme linéaire de g et n le radical nilpotent de g. Soit
f un sous-espace de g(I), tel que g(I) = & (n N g(l)) . Prenons une polarisation py
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enq = I|y, quiest G(q) = exp(g(q)) -invariante. Déterminons une suite de Jordan-
Holder
n=mnyoOMm D-“Dan:{O}

de 1 pour Paction de m(I). Soit
1= {]E {0,...,m};p0+n]-+1 7ép0+nj}.

Ecrivons I = {ji,..., jk} et posons p; = Py + 1, i € {1,...,k}. Nous pou-
vons choisir des sous-espaces v;, 7 = 1,...,ktelsque p; = v, & Py, i = 1,..., k.
Pour tout 7 la dimension d; de v; est égale a 1 ou 2. Les g(g)-modules p;/p;y; sont
irréductibles. Ecrivons Ai(T) = ady, /., (T), T € g(q). Poguntke a prouvé que tout

caractére x de I'algebre L' (R",w) ~ p * L' (F, L' (H)/ ker) * p est de la forme
) = | hex@de, he LR, w)
R

ou
xt) =x,) =e"D, t~TeR"~exp(f)

et ou v est une forme linéaire complexe sur f telle que

k
(3.2.1) 1/2> [T > [Re(u(D) |, TeT.
0

Comme on a toujours que |x, (h)| < |||, pour tout h € L'(R",w), nous voyons
que w(t) > |x,(¢)| pour presque tout . Puisque les relations précédentes doivent
étre vérifiées pour toute forme linéaire v telle que (3.2.1), il faut que

w(exp(T)) > e!/2 Z'é\tr(/\f)(T)\’ T €.

Donc on voit que le poids w est a croissance exponentielle dans au moins une direc-
tion de F = exp(f) si et seulement si A; # 0 pour au moins un i. Rappelons que
Boidol a montré dans [Boi] que cette condition est équivalente a la condition sui-
vante: Soit m()* = [m(l), m()*'], k = 1,2..., la suite centrale descendante de
m(l). Alors un des A; au moins est non nul si et seulement si l(m(l)oo) # {0}, ou

M) = Meen MDF.

3.3 Le groupe de Leptin-Poguntke

Terminons par Pexemple du groupe de Leptin-Poguntke, que nous noterons LP =
exp(Ip). Lalgebre de Lie Ip de ce groupe possede une base {T, X, Y, Z} avec les cro-
chets

[T,X] = 7X7 [T7Y] :Y7 [X,Y] =Z.

Le radical nilpotent n est I'espace engendré par X, Y et Z. Soit I € Ip* la forme
linéaire définie par [(T) = I(X) = I(Y) = 0, [(Z) = 2x. Alors Ip(l) = vec(T, Z),p =
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vec(T,Y,Z) est une polarisation de Vergne en [ et la restriction de 7m; & N = exp(n)
est équivalente a vy = ind%np Xg4- Pour une fonction f € 8(N) I'opérateur m,(f) est
un opérateur a noyau et ce noyau est une fonction de Schwartz f; en deux variables
donnée par

folx,u) = f2’3(x —u, —%(x+ u), 1) .

Ici f>3 désigne la transformée de Fourier partielle de f dans les variables 2 et 3. Nous
remarquons que

kery = {f €L'(N); / f(xexp(tZ)) e *™" dt = 0, pour toutx € N}.
R
Dans cet exemple on a N = H et v = 7. Définissons

L'(N,q) = {f N —C; fmesurable,f(xexp(tZ)) = esz(x) ; Vx €N,

vt e R, || fllowg = / |f(exp(xX) exp(yY)) ’ dxdy < oo}.
2

Les espaces L' (N)/ ker vy et L' (N, q) sont isomorphes et isométriques. Nous pouvons
donc les identifier. Par conséquent,

L'(LP)/(L'(LP) xkery) =~L'(R,L'(N,q)).

Prenons pour A € 9{,?;’ = 8(R) la fonction de Gauss \(x) = e~™ /2. Nous
pouvons donc utiliser la fonction

pA(exp(xX +yY + zZ)) = e*’”‘z/‘*e*’wzﬂ(z)
dans S(N) = S(R?), ot # € S(R) avec f1(1) = 1. En outre on trouve que
v(exp(tT)) (exp(xX + yY +22))

2
et/ \/E e*ﬂ'xz/[Z(lJrez’)]e*Z‘/ryz/[Z(l+e_2[)]
e +1

. P AP .
e imxy(1—e™*") /(e +1)627TIZ

dans L'(N, g). Ainsi pour tout t € R on a que
w(t) = HV(eXP(tT)) HLI(N)/kew = H v(exp(1T)) HLl(N,q) = V2V et = el

4 Extensions topologiquement simples
4.1 But du chapitre

Aux chapitres 2 et 3 nous avons été amenés a considérer les représentations topolo-
giquement irréductibles de la sous-algebre p * L' (F, L'(H)/kervy) * p ~ L'(F,w)
de I'algebre L' (F, L' (H)/ ker ) . Il faudra donc pouvoir étendre ces représentations
a I'algebre L' (F,L'(H)/ ker ) toute entiére. Uétude de telles extensions est I'objet
du présent chapitre. Mentionnons que notre construction differe de celle donnée par
Fell et Doran [FeDo], étant donné que nos représentations ne sont en général pas des
x-représentations.
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4.2 Sous-modules d’'un module topologiquement simple

Hypotheéses 4.2.1 Dans la suite A désignera une algebre normée et (a;); une unité
approchée bornée dans A, a savoir

lajlla <C

ou C est une constante positive. Soit p un multiplicateur linéaire agissant a gauche et
a droite de maniere continue sur A:

Ipalla < K- la]la
laplla < K-llalla, VacA,

pour une certaine constante positive K, et
(ap)b = a(pb).
Alors, vu 'existence d’'une unité approchée,
plab) = (pa)b, (ab)p = a(bp); Va,b e A.

Supposons en plus que
p*=p, pAp#0.

On en déduit que (pa;p); est une unité approchée bornée dans I'algebre p.Ap.

Soit (T, U) un A-module borné non dégénéré, c. a d. tel que T(A)U soit dense
dans U. Cela signifie qu’il existe une constante Cy > 0 telle que

IT(a)w|w < Cr-lalla - ||w]lu VaeA,¥wel
Exemple 4.2.2 Lalgebre A = L! (F, LY(H)/ ker 7) étudiée au chapitre 2 et p = p,
mod ker~y avec p) € L'(H) tel que v(px) = Py (2.6.1), agissant a gauche et a
droite sur A par convolution, vérifient les hypotheses précédentes.
Lemme 4.2.3 Soit (T, U) un A-module borné non dégénéré, U étant un espace de Ba-
nach. Alors p agit de maniere naturelle sur U. De plus, T(p) ainsi obtenu est un projec-

teur borné et T(p)U est fermé dans U. On a

T(p)T(a) = T(pa), T(@)T(p) = T(ap) Va € A.

Preuve On définit 'action de p sur T(A)U par

T(p)(T(a)u) =T(pa)u VYaec A,Vuel.
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Vu Pexistence d’une unité approchée bornée, cette action est bien définie, continue
et peut étre prolongée en une action de p sur U tout entier, puisque T(A)U est dense
dans U par hypothese. Pour montrer que T(p)U est fermé, supposons que

T(p)(uj) — u

dans U. Alors
T(p)(u;) = T(p)(T(p)(uj)) — T(p)u

etu=T(p)ue T(p)U. [ |
Proposition 4.2.4  Soit (T, U) un A-module topologiquement simple. Si T(p)U # 0,
alors (T|pap, T(P)U) est un (pAp)-module topologiquement simple.

Preuve Comme (T, U) est topologiquement simple, (T, U) est non dégénéré. Sup-
posons T(p)u # 0 dans T(p)U. Alors T(.A)(T(p)u) = T(.Ap)(T(p)u) est dense

dans U par simplicité de T et T(p.Ap)( T(p)u) = T(p) ( T(A) ( T(p)u) ) est dense
dans T(p)U. [ |

Proposition 4.2.5 Tout A-module topologiquement simple (T, U) avec T(p)(U) # 0

(N7

peut étre identifié a un A-module de la forme Ap/M" ™", o
M=M, ={x€Ap; T(pAx)w = {0}} (0 # w e T(p)U fixé)
est un idéal a gauche de A contenu dans Ap et oir la norme || - ||, vérifie

-l < Crll - lapm

avec
lallapyos = inf fla+ mlla < Lo Va < Ap.
Preuve Fixons w = T(p)w € T(p)U tel que ||w||y. = 1. Posons
M={acAp; T(a)w = 0}.
Donc M est un idéal a gauche fermé de A contenu dans A p. Lapplication

p: Ap — T(Ap)w

ar— T(a)w
est une surjection linéaire de noyau M. Donc

O: Ap/M — T(Ap)w

ar— T(a)w
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est une bijection linéaire. Définissons || - || sur Ap/M par
lally = IT(@wlly  Va € A.

Comme T(Ap)w est dense dans U, U étant un module topologiquement irréductible,

® peut étre prolongé en une isométrie linéaire entre Ull = Ap/MHHHU et (WU, || - [Jw)-
De plus, il existe une constante Cr telle que

lally = [IT(a + m)w]ly
<Cr-llatmlla-|wlu

:CT'HCL-I—H’I”A
quel que soit m € M. Donc

; < C i = Na < . .
lally < Cr - inf fla+mlla = Cr-ldllapm < Cr-alla

Finalement, 'action de A sur Ap/M est donnée par L(a)x = a-x = (ax) et peut étre

prolongée en une action continue de A sur Ap/M |||~|||u' Lapplication @ est alors un

isomorphisme de A-modules. Soit ensuite
M, = {x e Ap; T(pAx)w = {0}} )

Nous remarquons que M C M, et que My/M est un sous-espace A-invariant de
Ap/M. Donc (My/M)~ = {0} dans Ap/Mm.mu. Ainsi My = M. [

Remarque 4.2.6 Dans la proposition précédente, M est entierement déterminé par
le (pAp)-module T(p)U. Afin de déterminer tous les modules topologiquement
simples de A, dont T(p)U est équivalent & un (pAp)-module (S, W) donné, il suffit

donc de trouver toutes les normes || - || sur Ap/M, dont les restrictions a pAp/M

sont équivalentes a la norme de W et telles que W/M)m‘|||

logiquement simple.

soit un A-module topo-

4.3 Norme minimale et normes d’extension

Définition 4.3.1 Soit (S, W) un (pAp)-module topologiquement simple et soit
M, =M= {x € Ap; S(pAxp)w = {0} }

ou W > w # 0 a été fixé arbitrairement. Alors M est un idéal fermé a gauche de A
contenu dans Ap et

[%llmin = sup [|S(pax)w||w
lalla <1

définit une norme sur Ap /M.
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On vérifie aisément les propriétés suivantes de ||| min:
[|ax][min < llalla - [[%][min,
”prmin < K||meim

[[£llmin < C”[lx]].4,

1 .
o 15wl < [lpxllmin < CTIIS(px)W w0,
pour des constantes positives K, C’ et C"/, quels que soienta € Aetx = x+ M €
Ap/M.
Définition 4.3.2 Nous appelons norme d’extension toute norme || - || sur Ap/M

qui vérifie
lla- x|l < Cyllalla 1],

pour une certaine constante positive Cjj, quels que soient x = x+M € Ap/M,a € A
et telle que

-0 papyna = 1SCIwllve-

Exemple Lanorme ||-||min est évidemment une norme d’extension d’apres les inéga-
lités dans (4.3.1).

Proposition 4.3.3  Soit || - | une norme d’extension sur Ap/M. Alors il existe une
constante positive C" = C; telle que

llmin < C7ll%ll, llpxl] < C'lI%1,

Il < C'll%lapm < C'llxlla Vi =x+M e Ap/M.

Preuve D’aprés notre hypotheése sur || - ||, il existe une constante D positive telle que
1
pllo+ Ml < [S®)wllw < Do+ M|, Vb & pAp.

Donc pour toutx = x + M € Ap/M, pour tout m € M,

|%]lmin = sup HS(pa(x+m))wHw
llall A <1
<D sup |patx+M)| < DCyKlx+ M|.
llall.a <1

D’autre part, d’apres le théoreme de factorisation [BoDu], nous avons que Ap =
Ap - pAp et il existe, pour tout € > 0, pour tout x € Ap, un x; € Ap tel que
lx1 —x||4 < eetunb € pAp tel que ||b|]| 4 < CK? et tel que x = x; - b. Donc

Il =l - (b + M)l < Cy L - -+ M]
< DCylx1[|a [S(B)w|lvw < CK*DCCsl|lwllw(|x]la +€).
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Finalement pour € tendant vers 0 et en choisissant C’ = C Iil suffisamment grand, on
trouve que

] < C"lixll.a,

%]l min < C[l%]

et
Ipsll = lim [ pags] < Cy sup lpajlla il < CKC < C'lel.
J

Définition 4.3.4 Soit || - || une norme d’extension sur Ap/M. Nous notons Ul le
complété de Ap/M pour la norme | - ||. Nous écrivons (L, Ull) pour le module de A

obtenu en étendant par continuité la multiplication a gauche ainsi que I’action de p

de Ap/Ma(Ap/m)'.

4.4 Normes t.s.

Proposition 4.4.1 Soit || - || une norme d’extension sur Ap/M. Le module (L, Ul
est cyclique et le (pAp)-module (L, L(p)um) = (L, (pAp/M) \H) est isomorphe au

module (S, W). De plus, on peut choisir le vecteur cyclique de (L, Ull) dans L(p)UNl.
Preuve L'application
O: pAp/M - W, &b+ M) = S(b)w,
est injective, car
Wy = {b € pAp; S(pApb)w = {0}} = {b € pAp; S(b)w = 0} = M N pAp.

En outre ® est (pAp)-équivariante. Comme la norme ||-|| sur pAp/M est équivalente
a la norme ||S(-)w||v, Papplication ® se prolonge en un isomorphisme des (pAp)-

modules Wil = (pAp/M) I C Ul et W. D’autre part la multiplication a gauche avec

p est continue sur Ap/M pour la norme || -||. Donc L(p) est un projecteur bien défini
et borné sur Ull. En outre il est facile de voir que L(p)Ull est ’adhérence de pAp/M
dans Ull.

Montrons que Ull est cyclique. Soit & € Ull et soit e > 0. Tl existe x = x + M €
Ap/M tel que || — %] < e
D’apres le théoréeme de factorisation [BoDu], nous avons que Ap = A - pAp,
donc
Ap/M = L(A)(pAp)/M.

Ainsi il existe a € A etb € pAp, tel que x = L(a)b. Prenons élément w €
L(p)um, tel que ®(w) = w. Alors @(L(b)w) = S(b)w et ainsi nous voyons que
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L(b)w = b+ M. Donc L(ab)w = % et ||§ — L(ab)w|| < e. Ainsi (L, Ull) est cyclique.
| ]

Remarque La proposition (4.3.3) implique que pour toute norme d’extension || - ||
sur Ap/M il existe une application linéaire continue iq : Ul — U™ = Yl llwin | qui
est I'identité sur Ap /M. D’ou la définition suivante.

Définition 4.4.2 Nous appelons norme d’extension t.s. (topologiquement simple)
toute norme || - || sur Ap/M, telle que 'application iy de la remarque précédente
soit injective.

Proposition 4.4.3 Le noyau N de iy est égal a ensemble de tous les & € UN, tels que
L(pc)€ = 0 pour tout ¢ € A.

Preuve Soit £ € Netc € A. Alors, comme iy est A-équivariant, nous avons que
i (L(pe)(€)) = L(pe)(iyu€) = 0.

Puisque || - || 2 || - ||min Sur pAp/M, iy est injective sur L(p)Ul = pAp/Mm ~W
et L(pc)€ = 0.
Réciproquement, si L(pc)é = 0 pour tout ¢, alors iy (L(pc){) = 0 et ainsi

sup ||L(pe) (i &)/ min = 0.

llella<t
Montrons que
1
(4.4.3.1) sup [|L(pc)n||min > E”n”min
llella<1

our tout n € U™, En effet, pour x € A, nous avons que
p n p q

wp |L(pOelwia = sup sup [S(pdpexiwl
[lella <1 lella<t]ld]la<1

1
> —lim sup ||S(pa;pcx)w||w
C i jefas

1 1, .
= 2 sup [S(pehwle = Ihélin
llella<1

D’autre part nous avons d’apres (4.3.1) pour tout n € U™™ que

sup  [|[L(p)N|min < K||7]|min-
llell.a <1

Ainsi inégalité (4.4.3.1) est valable pour tout 77 dans U™™ et donc si & € Ul vérifie
que L(pc)§ = 0 pour tout ¢, alors ||iy (&) ||min = 0 et £ € N. [ |
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4.4.4 (Exemples de normes d’extension t.s.)

a) Lanorme ||||min sur U™™ est évidemment t.s.
b) Supposons que ApA soit dense dans A. Alors toute norme d’extension || - || est
une norme d’extension t.s.

En effet, si pour un & € Ul on a que lliynllmn = 0, c. ad. que L(pa) = 0
pour tout a € A d’aprés la proposition précédente, alors {0} = (L(.A)L(pA)ﬁ) =
(L(.A)&) ~etdoncé =0.

Une telle situation arrive pour I'algebre L'(G) si la G-orbite ®7 C N est fermée.
En effet, soient Jy et J comme dans (2.4.2). Cet idéal Jy est minimal modulo ker -y et
donc Jy = L'(H) * py * L'(H) + ker+y. Ainsi, d’apreés (2.4.3) et [HaLu] nous avons
que

9= (L"(H) % py* L'(H) + kery)™ = (L'(H) *J)~,

ou J est un idéal fermé G-invariant de L'(N), car il en est ainsi de Jy et J. Puisque
ker(“7) C J et que Ad*(G)T = 7 est fermé, I'enveloppe de J est contenue dans °7.
Comme, J # ker+ et comme 7 est fermé dans N, il faut que I'enveloppe de J soit
vide, c. ad. que J = L'(N) d’aprés la propriété de Wiener de L'(N) [Le], [Mo2].
Ainsi

(L'(H) % py * L'(H) + kery)™ = (L'(H) * L'(N))~ = L'(H).

Donc pour A = L! (F, L'(H)/ ker 'y) , ApA est dense dans A et toute norme d’exten-
sion est une norme t.s.

Proposition 4.4.5 Soit || - || une norme dextension sur Ap /M. Le A-module (L, Ul
est topologiquement simple si et seulement si || - || est t.s.

Preuve Si|| - || n’est pas t.s., alors le sous-espace fermé L(A)-invariant
N={¢ecul; L(pA) = {0}}

nest pas réduit a {0}, d’apres (4.4.3). Donc Ul nest pas topologiquement simple.

Supposons || - || t.s. Montrons que (L, Ull) est topologiquement simple. Soient
&n e Ul n +#£ 0. Soit e > 0. Comme Ul posséde un vecteur cyclique w contenu
dans L(p)Ull = W, il existe a € A tel que [|¢ — L(a)w]| < e. Le vecteur 7 étant
non nul et la norme || - || étant t.s., il existe ¢ € A tel que Wl > L(pc)n # 0. Le
(pAp)—module WI est topologiquement simple. 1l existe donc b € pAp tel que
ILB)L(pe)n — w| < Soit d = abpc € A. Alors

€
Cyllala+1

IL(d)n — €]l < I€ — L(a)w]| + | L(a)w — L(d)n)|
<e+Cyllallalw = Lbpe)n]| < 2e.

Donc Ul est topologiquement simple. [ ]
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Remarque 4.4.6  Soit || - || une norme d’extension sur Ap/M. Supposons a présent
que le sous-espace fermé

N ={&eUl; liyn€llmin = 0}
est différent de 0. Alors sur 'espace quotient
v — IN

la norme quotient ||¢]|" = inf,cx [|€ + 7| devient une norme t.s. En effet, lapplica-
tion iy appliquée a VIl est injective par construction et on vérifie aisément que les
propriétés (4.3.2) restent valables pour la norme || - ||.

Remarque 4.4.7 Les extensions topologiquement simples du (pA p)-module (S, W)

peuvent donc toutes se réaliser comme des sous-modules de Banach Ul = Ap/M
du module universel (L, U™™).

En effet, application canonique
Ap/M, || - 1) — (Ap/M, || [lmin)

est continue et A-équivariante et se prolonge en un entrelacement injectif de Ull sur
un sous-espace dense de U™, qui contient Ap /M.

Nous sommes maintenant en mesure de caractériser les représentations topolo-
giquement irréductibles, c. a d. les modules topologiquement simples, de L'(G).
Rappelons d’abord les définitions suivantes:

Définition 4.4.8

a) Les A-modules de Banach (T, U) et (T, U’) sont équivalents s’il existe un opéra-
teur d’entrelacement borné bijectif u: U — U’.

b) Notons par A P 'ensemble des classes d’équivalence des modules topologique-
ment simples de Ialgebre de Banach A.

Dans ce qui précede nous venons de démontrer le théoréme suivant:

Théoreme 4.4.9  Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel, connexe, simplement
connexe. Tout T € L'(G) ‘P est caractérisé univoquement par un triplet (°q, S, || - ||)
ot
q € n* et “q est Porbite de q dans n*
S e LY(R",w) P
Il - || est une norme d’extension t.s.
Lorbite ©q est obtenue de la maniere suivante: q € n* est tel que kerpi ) T = ker(°T)

oiv 7 € N est lirréductible associée a q. Lalgébre L'(R", w), w étant un poids a crois-
sance exponentielle ou polynomiale, s’obtient par:
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Il existe un idempotent p agissant sur l'algébre
L'(G)/(L'(G) xker(°T))  =L"(G)/(L"(G) xkerpp) T)

tel que
P+ (14G)/(11G) s kerng) T) ) # p = LR, w) = 11 G/ (GO NN) ),

avec | € g, tel que ll, = q. L'obtention de p fait appel a la construction d’un sous-
groupe H D N et d’une représentation unitaire y € H telle que ker v = kerpiy) T. La
construction précédente est indépendante du choix de Uidempotent p, le sous-groupe
H étant fixé une fois pour toutes. La norme d’extension || - || permet de construire
les [LI(G)/(LI(G) * kerpi v T) 7] -modules topologiquement simples a partir d’un
[p*LY(G)/(L(G) xkerpn) T)  * p| -module topologiquement simple (S, W) comme
sous-modules d’un module universel U™,

Ceci détermine toutes les représentations topologiquement irréductibles de noyau
donné dans L*(N). De plus,

T=qSl-I) e Ti=q,5,1 1)

sont équivalents si et seulement si °q = ©qy, Set S, sont des représentations équivalentes,
Il -l et |l - |l sont des normes d’extension équivalentes.

4.5 Relation entre les noyaux

4.5.1 Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel, connexe, simplement con-
nexe. La relation suivante entre le noyau d’une représentation topologiquement
irréductible de L'(F,L'(H)/kery) et entre le noyau de sa restriction a p

L'(F,L'(H)/kervy) = p est obtenue facilement. Afin de simplifier les notations,
identifions L'(G) et L' (F,L'(H)), ainsi que la représentation (T, U) de L'(G) et la
représentation correspondante de L' (F, L'(H)/ ker 'y) .

Proposition 4.5.2  Soit (T,U) une représentation topologiquement irréductible de
LYG).  Soit p Pidempotent construit précédemment et agissant sur Dalgebre

LY(G)/(LY(G) x kerpiny T) . Soit W = T(p)U et S = T|w. Alors
kerT={f €LY (G);S(p*ux* f*vxp)=0,Yu,veL(G)}

et ker T est entierement déterminé par la restriction S de T.

Preuve Il suffit d’appliquer l'irréductibilité de (T, U). ]

Corollaire 4.5.3 Soient (T, U) et (T',U’) deux représentations topologiquement irré-
ductibles de L' (F,L'(H)/kerv) et soient (S, W) et (§',)W’) avec W = T(p)U
et W = T(p)U les représentations topologiquement irréductibles de p x
L! (F, LY (H)/ ker 'y) x p obtenues par restriction. Alors

ker S = kerS’ <= kerT = ker T".
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Corollaire 4.5.4 Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel non symétrique. Alors
il existe beaucoup d’idéaux premiers, non primitifs.

Preuve Soit T une représentation topologiquement irréductible de L' (G), construite
comme expliqué dans ce travail, associée & un poids w exponentiel. Un tel poids existe
puisque G n’est pas symétrique [Po2]. Soit A = L! (F, L'(H)/ ker 'y) . Si T|pap nest
pas un caractere, son noyau n’est pas de codimension 1. De tels T existent, puisque
w est exponentiel (3.1). D’apres [Po2] cependant, le noyau de la restriction d’une

N

représentation algébriquement irréductible T’ a pAp est de codimension 1. Donc,

par (4.5.3), ker T # ker T’. Ainsi ker T est un idéal premier non primitif. ]
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