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SUR LES NOYAUX DE CONVOLUTION
CONDITIONNELLEMENT SOUS-MEDIANS

MASAYUKI ITO

1. Introduction

Dans toute la suite X désignera un groupe abélien localement compact
et séparé, et & désignera la mesure de Haar sur X. Pour simplifier la
discussion, on supposera toujours que X est & base dénombrable.

On rappelle qu’un noyau de convolution N sur X est une mesure
de Radon positive dans X et que, pour une mesure (de Radon) réelle p
dans X, le N-potentiel de p est la convolution Nxy dés qu’elle est définie
au sens des mesures.

Soient N, un noyau de convolution de Hunt et (e,);5, le semi-groupe
vaguement continu associé au noyau N,. On dit qu’un noyau de convo-
lution N est conditionnellement sous-médian par rapport au noyau N, si

lim (f'f‘_;'—‘g)*N a un sens en dehors de ’origine pour la topologie vague
tio0

et §’il définit une mesure positive en dehors de ’origine, ou ¢ désigne la
mesure d’unité a 1’origine.

En particulier, soit X = R® (’espace euclidien & dimension % = 1)
et supposons qu’il existe un laplacien généralisé T sur R" tel que TN,
= —¢ (au sens des distributions). Alors N est conditionnellement sous-
médian par rapport au noyau N, si et seulement si, pour tout ¢ > 0,
Nxa, a un sens et T*xN =0 au sens des distributions en dehors de
P’origine.

Soient N, un noyau de convolution de Hunt sur X et N un noyau
de convolution. On connait que s’il existe un noyau de convolution de
Hunt N’ tel que Nx*N’ = N,, alors N est conditionnellement sous-médian
par rapport au noyau N, et N = O(N)® (cf. [5)).

Received March 5, 1976.

(1) On écrit N=0(N,) si, pour une fonction finie et continue f dans X & support
compact quelconque, il existe une fonction finie et continue g dans X & support compact
telle que N*f<Ny+g en dehors d’un certain compact de X.
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I1 est plus important si son inverse a lieu. Le but de cette note
est d’affirmer que cela a lieu. Si X = R® et N, est le noyau newtonien,
cela est déja connu (cf. [3]).

Pour le montrer, on utilisera les deux résultats suivants:

(1) Soient N; et N, deux noyaux de convolution sur X. Si N,
satisfait au principe transitif de domination par rapport & N, et si N,
est injectif®, alors N, satisfait au principe du balayage relatif a N,.

(2) Soient N, un noyau de convolution de Hunt et N un noyau de
convolution. Si N # 0 et si N est conditionnellement sous-médian par
rapport au noyau N, alors N satisfait au principe transitif de domina-
tion par rapport a N,.

2. Le principe transitif de domination et le balayage relatif

On notera toujours:

L, = L/(X) Vespace hilbertien usuel des fonctions réelles et carré
&-sommables dans X;

My = Mx(X) l'ensemble formé par toutes les fonctions réelles, &-
mesurables et bornées dans X & support compact;

Cx = Cx(X) Tespace vectoriel topologique usuel des fonctions finies
et continues dans X a support compact;

Ly, M3 et C3 leur sous-ensembles des fonctions = 0.

Soient f et g deux fonctions réelles et &-mesurables dans X. Dans
cette note, on utilise souvent la notation f =g (resp. f=9) si f =g
(resp. f = g) &p.p. sur X, ol &-p.p. signifie “presque partout pour &”.

Soit N un noyau de convolution sur X. Pour une fonction localement
&-sommable f dans X, on désigne par Nf la densité de N=*(f&) par
rapport & & des que Nx(f&) a un sens.

Remarque 1. Pour fe My quelconque, Nf a un sens et elle est
localement bornée.

ProPOSITION 1. Soit N un noyau de convolution. Pour felL, &
support compact quelconque, Nf a un sens et elle est localement carré
&-sommable. Pour un compact F de X quelconque, il existe une constante
A(F) > 0 telle que, quelle que soit f une fonction de L, portée par F,

(2) On dit que N est injectif si, pour une mesure réelle # quelconque, =0 dés
que Nxz a un sens et que N*u=0 dans X.
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Voir, par exemple, le lemme 1.4 dans [4]. Pour un fermé F' de X,
on désigne par L,(F') le sous-espace de L, des fonctions porteés par F.

COROLLAIRE 1. Soit F' un compact de X. Pour feL, & support
compact, -on pose (Nf)p=Nf sur F et (Nf)p =0 dans €F. Alors
Papplication LF)> f — (Nf)yc L,(F) est fortement continue et faible-
ment continue dans L,.

La continuité forte résulte de (2.1) et la continuité faible résulte de

V’égalité j (NT)pgde = j F(Ng)yde pour toutes f, g e L,(F) et de

(Ng)r € Ly(F).
Pour un noyau de convolution N, on note N le noyau de convolu-

tion défini par I fAN = J. S(—x)dN(x) pour toute feCx et on l'appelle
le noyau adjoint de N.

DEFINITION 1. Soient N, et N, deux noyaux de convolution. On dit
que N, satisfait au principe transitif de domination par rapport & N,
(noté simplement N, [_ N,) si, quelle que soient f, g € M, N,f < N,g &-p.p.
sur X dés que N,f < N,g &p.p. sur supp(fé).

Pour une mesure réelle ¢ dans X, supp(yx) désigne le support de p.

PROPOSITION 2. Soient N, et N, deux noyaux de convolution. Alors
N, N, et N, _ N, sont equivalents.

Démonstration. Evidemment il suffit de montrer que N, [ N,
= N, N,. Supposons que, pour f, g € Mz, N,f < N,g &-p.p. sur supp(f&);
alors leg N,§ &p.p. sur supp(fé‘), ol f(z) = f(—x). D’apres N, N,,
on a N,/ < N,j &p.p. sur X, d’ott N,f < N,g &p.p. sur X. On voit
ainsi que N, T N,, et la démonstration est compléte.

Considérons une condition commode pour le principe transitif de
domination. La proposition suivante est analogue au théoréme 1 dans

[2].

PROPOSITION 3. Soient N, # 0 et N, # 0 deux noyoaux de convolution.
Alors les quatre énoncés suivants sont équivalents:

1) N,CN..

(2) Pour toute constante ¢ > 0, N, + ce [_ N,.

https://doi.org/10.1017/50027763000017712 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000017712

56 MASAYUKI ITO

B) Pour f,geCi quelconques, N,xf < N,xg partout sur X deés
que N,xf < N,xg sur supp(f).

4) Pour f, g e Ci quelconques et pour une constante ¢ > 0 quelconque,
N,x f < N,*g partout sur X dés que N,*f + ¢f < N,xg + cg sur supp(f).

On désigne aussi par supp(f) le support de f. Pour montrer la
proposition 3, on prépare le lemme suivant:

LEMME 1. Soient N, et N, deux noyaux de convolution sur X;
supposons que N, [_ N, Si, pour f,9e M N.f < N,g &-p.p. sur {xeX;
S(@) > 0}, alors N,f < N,g &p.p. sur X.

Montrons d’abord le lemme 1. On peut choisir une suite croissante
(F,);., de compacts de X telle que F, C {xeX; N JS(x) < Ng)} et

lim fd& =0. Posons f,=/f sur F, et f, =0 dans ¥F,. Alors

n—oo J €Fy

N.f» £ N,g &p.p. sur supp(f,&), et donc N, [ N, donne que N,f, < N,g

&-p.p. sur X. En faisant n 1 +oc0, on arrive & N,f <N,g &p.p. sur X,
d’ol le lemme 1.

Montrons la proposition 3. On montrera d’abord que (1) = (2). Soit
¢ une constante > 0 et supposons que, pour f,ge Mz N.f +c¢f < N,g
+ cg &-p.p. sur supp(fé). Alors on a

NS =D " +e(f —DN"ENS -9 +c(f —9)

§-p.p. sur supp(f&), et donc Ni(f — 9)* < N\(f — 9)~ &Dp.p. sur {xeX;
(f —9)t*@) > 0}. D’apres le lemme 1, on a N,(f — g)* < N,(f — 9)~
&-p.p. sur X, d’olt N,f < N,g &p.p. sur X. On voit ainsi (1) = (2).
De la méme maniére, on obtient que (3) = (4). On montrera ensuite
que (4) = (2). Soit ¢ une constante > 0 quelconque et supposons que,
pour f,9e Mz, N.f + ¢f < N,g + cg sur supp(f€). On prend une suite

décroissante (G,):.; d’ouverts relativement compacts de X telle que ﬁ G,
n=1
= supp(f¢&). Soit ¢, la fonction caractéristique de G, N € (supp(fe))

n=12,-...) et posons

o = ess. sup N, f(x) (< 4+ ).

r€G1

Alors on a
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N < N a a
JAef = lg+?gon +09+?son

&-p.p. dans G,. 1l existe donc un voisinage compact V, de l'origine tel
que ¢ € C%, portée par V, quelconque,

O, + 5 (2 S N+ (9 + Lou) v0)
sur supp(f*¢). L’énoncé (4) donne que

N7 29) = Nox (9 + L) #0)

En faisant ¢f - ¢ (vaguement), on a N,f < Nz(g + igon) &-p.p. sur X.
c

En faisant ensuite n1 +o00, on arrive & N,f < N,g &-p.p. sur X. On
voit ainsi que (4) © (2).

Evidemment on a (1)= 3) et (2) = (4). Donc il suffit de montrer
que (2)=> (). On remarque que, pour f e M3z quelconque, N, f >0 &p.p.
sur {x e X; f(x) > 0} sous la condition (2). En effet, supposons qu’il existe
J e Mz telle que &(fx e X; f(2) >0, N, f(x) = 0}) >0. Posons 4 = {xeX;
f(@)>0,N. f(x) = 0} et g(x) = f(x) sur A, =0 dans ¥A. Alors g==0e M3
et Nyg =0 &p.p. sur {xeX; g(x) > 0}. Comme N, # 0, il existe he Mz
telle que N,h = g &-p.p. sur X. Alors, pour une constante ¢ > 0 quel-
conque, N,g + cg < ¢(N,h 4 ¢h) &p.p. sur {xeX;g() > 0}. D’apres
N, +ccC N, on a N,g < cN,h &p.p. sur X. Comme c¢ est quelconque,
on a N,g =0 &p.p. sur X. Mais cela est en contradiction aveec N,=0.
On voit ainsi que, pour f e M} quelconque, N, f > 0 &-p.p. sur {xeX;
Sf(x) > 0}. On montrera que (2) > (1). Pour cela, il suffit de montrer
I’implication suivante: Pour f,ge Mz% quelconques,

N.f < Ng &p.p. sur {xeX; f(®) > 0} > N,f < N,g &p.p. sur X,

car si N.f < N,g &-p.p. sur {x ¢ X ; f(x) > 0}, alors, pour toute la constante
0<a<1, aN,f < N,g &p.p. sur {xeX; f(x) > 0}. On peut supposer
encore que f <1 &p.p. sur X. Posons

B, = {x eX;NJS@) + L < ng(x>}
n
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et f,=f sur B,, =0 dans ¢B,. Alors N.f, + 11 Fn < Nig £p.p. sur
{]

{xeX; f.(x) >0}, et done N, + —1—5 [C N, donne que N,f,< N,g &-p.p.
n

sur X. En faisant n 1 +oco0, on arrive & N,f < N,g9 &p.p. sur X, d’ou
@ = (1). La démonstration est ainsi compléte.

Remarque 2. Soient N, et N, deux mnoyaux de convolution. Si
N, [C N, e¢ N, =0, alors on a aussi N, = 0.

Discutons le principe relatif du balayage. On donne d’abord sa défini-
tion.

DEFINITION 2. Soient N, et N, deux noyaux de convolution. On
dit que N, satisfait au principe du balayage relatif & N, si, pour une
mesure positive g dans X a support compact quelconque et pour un
ouvert relativement compact G dans X quelconque, il existe une mesure
positive p’ portée par G telle que I'on ait:

(B.1) N,;xy < N,xu dans X.

(B.2) N;*xy = N,xp dans G (au sens des mesures).

Montrons le premier théoréme qui a déja introduit dans §1.

THEOREME 1. Soient N, et N, deux mnoyouxr de convolution. Si
N, [C N, et si N, est injectif, alors N, satisfait au principe du balayage
relatif a N,.

Pour le montrer, on prépare les deux lemmes suivants.

LEMME 2. Soient N, #0, N, deux noyaux de convolution. Supposons
que, pour toute f e My, tout le compact F' de X et pour toute la con-
stante ¢ > 0, il existe fr.c M} portée par F telle que N.f}.+ cfi,
< N,f &p.p. sur X et N,fz. + ¢fr. = N.f &p.p. sur F. Alors N, satisfait
au principe du balayage relatif & N,.

Le présent lemme sera obtenu de la méme maniére que dans le
lemme 1.6 dans [4]. Montrons précisément le lemme 2. Soient x une
mesure positive dans X a support compact et G un ouvert relativement
compact de X. On choisit une suite (¢,);., de C} telle que ¢, soit portée
par un compact fixé et que lim ¢, & = ¢ (vaguement). Alors, pour toute

N>

la constante ¢ >0, il existe f/,e M} portée par G telle que 'on ait
Nifin+ cfin < Nopse,) &-p.p. sur X et N, f/, + ¢fl, = Ny(u*¢,) &Dp.p.
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sur G. Evidemment (f/,£);., est vaguement bornée. Soit y, un point
vaguement adhérent de (f/,&);..; alors on a N, *y, + cyy < N,*xp dans X
et Ny, + cy, = Nyxp dans G. Comme N, # 0, on voit que (¢).., est
vaguement bornée. Soit / un point vaguement adhérent de (1., lorsque
¢—0; alors on a N,*y < N,xp dans X et N,xy = N,xp dans G, d’ol
le lemme 2.

LEMME 3. Soient N, et N, deux noyoux de convolution. Supposons
que N, [ N,, N, est injectif et que, pour f e Mz quelconque et pour un
compact F de X quelconque, il existe fre My portée par F, et une seule
telle que N,f7 = N,f &p.p. sur F. Alors on a toujours N,f7 < N,f
&-p.p. sur X.

Démonstration. Supposons qu’il existe feMi et un compact F de
X tels que

E{w e X; N fi(x) > N,f(x)} > 0.

On choisit un compact F’ de X tel que &F’) > 0 et que N,f7 > N,f sur
F’. On a alors

N,f# = N,fryr &p.p. sur supp(fz&)
et
N,f# = N fiyw &D.p. sur supp(fryré) .

D’aprés N, N,, on a N,f7 = N,fiyr &D.p. sur X. Comme N, est
injectif, on a f7 = f7y». Mais cela est en contradiction avec

lei,' > sz = lel:'UF’
&-p.p. sur F’. Par conséquent on voit ainsi le lemme 3.

Démonstration du théoréme 1. Comme N, est injectif, N, =0 et
donc la remarque 2 donne que N, = 0. D’aprés la proposition 3 et les
présents deux lemmes, il suffit de montrer que, pour f e Mj; quelconque,
un compact F' de X quelconque et pour une constante ¢ > 0 quelconque,
il existe f7.e M3 portée par F, et une seule telle que

Nif#e+ ¢fie= N,f &Dp.p. sur F. (2.2)

Si fr. existe, alors N, + ce C N, et l'injectivité de N, donnent I’unicité
de f7.. Donc on montrera seulement l’existence de f7. Posons
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a = inf IN\g + ¢g — N,f}Pd¢, (2.3)

gerim VT

ol Ly(F) = {feL,(F); f=0}. Comme, pour toute g e L;(F),

([, g + o9 = Nurpae)” = o[, rae)” — ([, @verryag)”

et Papplication L,(F)>g— (N,9)r € Ly(F) est faiblement continue dans
L, (cf. le corollaire 1), il existe f7.e Ly (F) telle que

[Nt + cfte = Nusrdg = a. 2.4

Pour que f7 . soit la fonction demandée, il suffit que « s’annule. Comme
(N.fr,0r + ¢fr, est la projection de (N.f)r sur {(N.9)r + ¢cg; g € L7 (F)},
on voit que, pour ¢ e L;(F) quelconque,

[, Qifte + clto@g + c)de 2 [ W + cpis @5)
et
[, Wirhe + ertorae = [ NNMFe + offde 2.6)

Pour simplifier la notation, on note h, = (N, fr,0r + ¢fi. €t by = (N,f)p.
Alors on a, d’apres (2.5),

N.h, + ¢h, = Nih, + ch, &p.p. sur F 2.7
et, d’apres (2.6),
Nk, + ch, = N,h, + ch, &p.p. sur {we X; frx) > 0}. (2.8)

D’aprés la présente égalité, on a c*f7. < Nih, + ch, &-p.p. sur {xeX;
Sr.x) >0}, Comme h,e Mz, N.h, + ch, est bornée sur F, et donc Sre€ M.
On a aussi h,e M%. D’apres N, + ce _ N,, (2.7), la proposition 2 et

supp(,&) C F, on a

Ny, = Nzhz &-p.p. sur X,

et donc

[ @nyrae = [ @rparae
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d’ou
[, Wirte + errownde = [ @ryds . @.9)

D’aprés (2.6) et (2.9), ona « <0, d’oll @ =0. On voit ainsi que f7 . est
la fonction demandée. La démonstration est compléte.

On ne connait pas maintenant si I’on peut éviter I’'injectivité de N,
dans le théoréme 1. De la méme maniére que dans la discussion du
principe du balayage, on aura la remarque suivante:

Remarque 3. Soient N, et N, deux noyaux de convolution; supposons
que N, N, et que N, est injectif. Alors, pour une mesure positive p
dans X & support compact quelconque et pour un ouvert relativement
compact G de X quelconque, il existe une measure positive p/ portée par
G, et une seule telle que I’on ait (B.1),(B.2) et (B.3):

(B.3) Quelle que soit v une mesure positive par G, N,xv = N,y
dans X dés que N,xv = N,*y dans G.

En effet, on prend une suite (G,)s.; d’ouverts relativement compacts

de X telle que G, C G,,, et C) G, = G. D’aprés le théoréme 1, il existe
n=1

une mesure positive y, portée par G, telle que N %y, < N,+p dans X et
N,*y, = N,xp dans G,. D’aprés N, # 0,(g);., est vaguement bornée.
On désigne par p/ son point vaguement adhérent quelconque. Alors p/
vérifie évidemment (B.1) et (B.2). Soit v une mesure positive portée par
G telle que N,%y = N,xp dans G; alors, pour tout n, N;*v = N,*//, dans
un certain voisinage de supp(y;). Donc N,[Z N, donne que N,+v= N,
dans X. En faisant n 1 4+ o0, on arrive & N,#v = N,*y dans X. On
voit ainsi que y vérifie (B.3). Soit x” une autre mesure positive portée
par G satisfaisant & (B.1),(B.2) et (B.3); alors on a N,xy = N,*x” dans
X, et donc I'injectivité de N, donne p/ =y, d’olt 'unicité de '

De la maniére usuelle, on verra que l’inverse du théoréme 1 a lieu.
Mais cela n’est pas tres important.

PROPOSITION 4. Soient N, et N, deux noyaux de convolution. Si N,
satisfait au principe du balayage relatif a N, alors on ¢ N, [ N,.

Démonstration. Supposons que, pour f, geCz, N+ f < Nyxg sur
supp(f). Soit xe X quelconque; alors il existe une mesure positive &
portée par supp(f) telle que N,xe, < N,*e, dans X et N,xé, = N,x¢,
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dans {y e X; f(y) > 0}, ol ¢, désigne la mesure d’unité au point z. Donc
on a

Nﬁﬂw=jﬂwmwww=fﬂWWwam=fMamMaw
éfNHMW&MD=JQWWNﬁé§fg@WNﬁ%@%=NﬁM@-

Comme  est quelconque, on a N,xf < N,+g partout sur X. D’apres
les propositions 2,3, on voit que N, [_ N,. La démonstration est ainsi
compléte.

3. Les noyaux de convolution conditionnellement sous-médians

Commecons avec la discussion préparatoire des noyaux de convolu-
tion de Hunt.

Une famille («;),s, de mesures positives dans X est, par définition,
un semi-groupe vaguement continu si @, =, pour tous t >0 et s> 0,
a;xa; = a,,, et si I’application ¢ — «, est vaguement continue. Si un noyau
de convolution N sur X s’écrit, pour un semi-groupe vaguement continu
()20, cOomme

N:fma, 3.1)
0

alors N g’appelle un noyau de convolution de Hunt. Dans ce cas, (a;);s
est uniquement déterminé et s’appelle le semi-groupe vaguement continu
associé au noyau N.

Posons, pour tout le nombre p >0,N, = J“ﬁ exp(—pt)dt; alors (N,),=,

est la résolvante associée au noyau N et, pour tout p > 0,

N+Lte=1% N, (3.2)
D p

n=0

ol (\)'==¢ et (-)*' = (-)"%(.). La remarque suivante est bien connue

(cf. [1D).

Remarque 4. Si N est un noyau de convolution de Hunt, alors pour
tout la constante ¢ > 0, N 4+ ce est aussi un noyau de convolution de
Hunt.

Les deux lemmes suivants sont aussi bien connus (cf. [1], [2] et [4]).
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LEMME 4. Soit N un noyau de convolution. Alors les deux énoncés
sutvants sont équivalents:

@) N un noyau de convolution de Hunt.

() N est injectif et il existe la résolvante associée au noyau N.

Une famille (N,),s, de noyaux de convolution s’appelle la résolvante
associée au noyau N si, pour p =0 et ¢ > 0 quelconques, N, — N,
= (¢ — P)N,+*N, et si limN, = N, = N (vaguement).

»—0
Pour simplifier la notation, on note D*(N) la totalité des mesures
positives x dans X telles que Nxy ait un sens.

LEMME 5. Soit N un noyau de convolution de Hunt. Alors on a:

(@) N satisfait au principe de domination.

(b) Sotent pe D*(N) et G un ouvert de X. Alors il existe une
mesure positive yy portée par G, et une seule telle que Uon ait

(B.1Y Nxp= Nxy; dans X;

(B.2Y Nxp= N=xy, dans G;

(B.3Y pour une mesure positive v portée par G quelconque, N xv
= Ny, dés que Nxy = Nx+y dans F.

On dit que N satisfait au principe de domination si NZ N. On dit
ensuite que y; est la mesure balayée de y sur G relativement au noyau N.
On connait que 'injectivité de N donne N xpu = N xp; dés que supp(p) & G,

Soient xe D*(N) et v € X quelconques. On désigne par (4, ; la mesure
balayée de pxe, sur G relativement au noyau N.

LEMME 6. (1) L’application X s x — 4, ¢ est borélienne; ¢’ est-a-dire,
pour f e Cg quelconque, la fonction deﬂ;’g de x est borélienne.

(2) Pour p,ve D*(N), on a
(Yo = [ ao@l@) = [ viodut@) 3.3)

des que pxve DH(N).

On remarque que l’'intégrale de (3.3) a un sens, d’apres (1).

Montrons que (1) a lieu. On suppose d’abord que G est relative-
ment compact. Soit (x,);-, une suite de points convergeant vers ¢ X.
Comme N # 0, (¢, o)r-; est vaguement bornée. Soit f e Ci quelconque.
On choisit une sous-suite (z,)5., de (x,);; telle que
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liminf | fdN 4, o = lim | FAN#, 4 .
N—>c0 m—co

Dans ce cas, on peut supposer que (y, o)n-, converge vaguement vers la
limite x” lorsque m — +oco. Comme G est compact,

Iim Nxy, o= Nxy"” (vaguement) .

m—sco

Comme supp(”’) C G, (B.3) donne que Ny’ = N, dans X. Donc

lim inf j FAN s, o = J FAN sy 2 J FAN# e

n—c0

et par suite la fonction I JAN x4, o de z est semi-continue inférieure-

ment. Notons (N,),-, la résolvante associée au noyau N. Alors, d’aprés
I’équation résolvante N, = Nx(¢ — pN,), on voit que, pour tout p > 0,

la fonction | fdN,*, s de x est borélienne sur X. Comme limpN, =¢

p-roo

(vaguement), on voit que la fonction I Sfdy, s de x est borélienne. Sup-

posons que G est général. Prenons une suite (G,);., d’ouverts relative-

ment compacts de telle que G, C G,,, et O G, = G. 1l suffit de montrer
n=1

que, pour z < X quelconque,

lim ¢, ¢, = tho (vaguement) .
D’aprés N # 0, on voit que (¢, 4,)7-: est vaguement bornée. Soient 4/,
un point vaguement adhérent de (4 )7, quelconque et (i );m-. une
sous-suite de (4 )71 convergeant vaguement vers .. Soit V un
voisinage compact de l’origine quelconque. Alors, pour toute f e C:,

lim sup | fAN# 1, 4 < j FAN % (e — ehy) #pll + lim sup | FAN wehy %125

m—roco M- 00

gjde*,J;{G +.[de*5/017*#*8$ .

On connait bien que N x&}, converge d’une maniére décroissante vers 0
lorsque V 1 X (cf., par exemple, le théoréme 3 de [4]), et donc

limsup | fAN *4, . < deN *p

Mmoo
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d’olt im Nxy 5 = Nxpl; (vaguement). On a alors supp(els) C G et

m—co

Nyl g = N#(uxe,) dans G. Donc (B.3) donne que N o = N x4, ; dans
X. Evidemment Nxy, o < Nxy, ; dans X, d’ott Ny =Ny, ;. L’injec-

77

tivité de N donne que ;= the On voit ainsi que lim ., = tf ¢

(vaguement), d’ou (1).
Montrons que (2) a lieu. D’apres (1), on voit aussi que ’application
Xsx — Nxy, . est aussi borélienne. Pour f e Cx quelconque, on a

” FAN % 4, od(@) < j j FAN % (urey)do() = I FAN % (u#v)
et, si supp(f) C G,

II JAN sy, odv(x) = Ide* (nxv) .

Donec Iﬂ;’a dy(x) définit une mesure positive dans X. On a encore
supp( p;,Gdu(x))C(—?,N*()u*u)gN*(j p;,gdu(x)) dans X et N(u#v)

— N« (j ﬂ;,adu(x)) dans G. D’aprés (B.3Y, on a Nx(uv)s < N+ ( j ,J;,de(x))

dans X. Soit (G,g., une suite d’ouverts relativement compacts de X

telle que G, C G,,, et C)Gn = G. D’aprés le principe de domination
n=1

pour N, on a
Ns(us)y = N*( ,J;,Gndy(x)) dans X .

Comme, pour zeX quelconque, (Nx*p,q )y, converge d’une maniere
croissante vers Nxy , lorsque n 1 co, on a

lim N*( /,z;,gndu(m)) = N*( I ,u;,Gdu(x)) (vaguement) ,

et donc Nx(u#v)y= N*(f ﬂ;,ady(x)) dans X, ot Nx(u#v)
= N*(I ﬂ;,adu(x)). On a alors (u%v), = f (L odu(x), d’aprés Dinjectivité

de N. On a aussi (u#v)g = fu;,gdp(x). On achéve ainsi la démonstra-

tion du lemme 6.
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Pour un entier » = 0 et pour G >0, on note successivement
= et pp = [pedh@ iz 3.4)

dés que l’intégrale a un sens. On a évidemment p§ = p; dans G.

LEMME 7. Soient N un noyau de convolution de Hunt et pe D*(N).
Supposons que, pour un entier k= 2,(w*eD*(N). Alors, pour tout
Uentier m (1 < m < k), tout Uouwvert G de X et pour tout xe G, pi™ a
un sens et

fﬂg‘,’,”&d;z;’fa"”(y) =%, dans G. (3.5)

En effet, on a, pour 1 < m < k quelconque, ()™ e D*(N). Donc le
lemme 6 donne que x{™ a un sens. L’égalité (8.5) résulte seulement du
théoréme de Fubini.

LEMME 8. Soient N un noyau de convolution de Hunt el pe D*(N).
Si N({0}) >0 et Nxp est absolument continu par rapport d &, alors,
pour une mesure positive v dans X quelconque et pour un ouvert G de
X quelconque, (u*v), est absolument continue par rapport & & dés que
pxv e D*(N).

En effet, pour ze€ X quelconque, 1, est absolument continue par
rapport a &, car

N{ODth,e = N*pip0 < Nxpse,

dans X. Done (pxv); = Ip;,gdu(x) est absolument continue par rapport

a &, d’ou le lemme 8.
Le lemme suivant jouera un role essentiel dans la démonstration de
notre théoréme principal.

LEMME 9. Soient N, un noyou de convolution de Hunt, o< D*(N,)
et f,g9e€Ci.  Supposons que, pour tout Uentier n =1, (0)" o un sens et
appartient @& D*(Ny). Si Nyx(e — &) f < Nyx(e — & =g sur supp(f) et
s'il existe e Cy telle que NO*(6~6)*¢>0 sur supp(f), alors N,=f
< N,xg sur X.

Démonstration. On peut choisir une constante ¢ > 0 et un ouvert
relativement compact G O supp(f) tels que (N, + ce)#(e — Hxp >0 et
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(N, + ce) 5 (e — &) x f < (Ny+ ce)x(e — ) =g dans G. Soit v}, la mesure balayée
de g¢ sur G relativement au noyau N, + ce (voir la remarque 4). Alors
il existe g, portée par G telle que v; = g,£. Dans ce cas, on peut sup-
poser que ¢, est borélienne. Comme (N, + ce)x gl < (N, + ce)xg &-p.p.
sur X et (N, + ce)x gy = (N, + ce)xg &p.p. dans G, on a

Ny + c)x(e — N g6 = (N, + ce)x(c — Hxg
&-p.p. dans G. Donc
NV, + c)x(e — N f < (N, + c)x(e — &) =g,  dans G . (8.6)

Notons, pour ze X quelconque, o, . la mesure balayée de ¢ sur G rela-

tivement au noyau N, + ce. On suppose que, pour z e G quelconque, la
notation ¢{"; est la méme que dans (3.4) (n = 0,1,2, --.). D’aprés le lemme
8, o a toujours un sens. Soit » € Mj portée par G quelconque. Alors,
pour tout I'entier n = 2, le lemme 6 donne que

[ oten@as@ = [ oz ame oxw

oll ((h&)=0),, est la mesure balayée de (hé€) o sur G relativement au noyau
N, + ce. D’aprés le lemme 8, ((hé)xo), est absolument continue par

rapport & £, On a donc I d((h&) xo); = 0. Alors on voit, par récur-
€G
rence, que Ia;’jgh(x)dé(x) est absolument continue par rapport & £ Sa

densité 7™ est portée par G. D’aprés (3.6) et j gzd& = 0, on a, pour
G

tout Uentier k = 1,
0= [@+ e — 9)x(0s — NW(3; [ ouh(@)de@ )W)
= > [[[ i@ — 7@, + e < (c - o) e, oM@ )
= 3 [[[ we@ — 7@V, + e+ (00 — a2 dogh@)dz()
=3 [[ 4@ — 7@V, + e+ (0% — a2 DR(@)EE@)
= [[ Gow) — @@, + 902 — ot h@ )

- j N, + )+ (gl — N@)@)de®)
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— [[ @+ cax(gs — NWdstz WB@EE .
Admettons que, pour ke M; portée par G quelconque,

lim | (N, + ce) xofh(x)de(x) = 0 (vaguement) . 3.7

n—co

Comme (g; — f) est bornée et & support compact, on a

lim “ (N, + co)#(gly — (@)do20 ()h(x)de()

T—roo

= lim f f (0 — DA, + co) %ok h(@)de@) = 0 .

k—oo

Par conséquent

I(No + ¢ x (96 — N(@)h@)dE@) = 0 .

Comme 7 est quelconque, on a
(N, + ey« f < (N, + ce)xg; &p.p.  sur G.
D’aprés le principe de domination pour N, + ce, on a
(N, + e+ f < (N, + ce) g6 §-p.p.  sur X,
d’olt (N, + ce) x f < (N, + ce) xg partout sur X. Notons (N »)p=0 1a résolvante
associée au noyau N, Alors (N, + 05)*(—10—N1/c) =N, et donec N,*f

< N,xg sur X.
Montrons finalement que (3.7) a lieu. Posons

@ = inf (N, + ce)#(e — H*o@) > 0.
zEG

Soit ¢’¢ la mesure balayée de ¢& sur G relativement au noyau N, + ce.
On peut supposer que ¢’ est borélienne et portée par G. De la méme
maniére comme ci-dessus, on a

Ny + co)x(e — O xg/ = (Ny + ce)x(e — Hxp = a &-p.D.
dans G. Comme la mesure Iaﬁf};h(m)d&(w) est absolument continue par

rapport & & et supp(_‘. o;’j};h(x)df(x)) c @G, ona
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o 3 [ uOh@as@) < [ @, + e 5 = D+ @d(3 [ohim)de@)
= [ @V + e @h@dsta)
— [ @ + g @ ot n@ds@)
< [ @ + ey @h@ds@) .
On a donc

lim | ¢%(X)(x)dé(x) =0 .

n—oo

Comme supp( f o;?};h(x)ds(x))c G n=1,2,--.), on voit que (3.7) a lieu.

La démonstration est ainsi compléte.
Remarque 5. Dans le présent lemme 9, on peut remplacer

lim Nyx(e)" = 0 (vaguement)

au lieu de la condition qu'il existe ¢ € C% telle que Nyx(e — F)xp >0 sur
supp(f).

Comme N,x0%% < N,x(0)"+¢, dans X, on voit facilement que (3.7) a
lieu.

Deés que maintenant, nous congidérerons notre théoréme principal.
Répétons d’abord la définition des noyaux de convolution conditionnelle-
ment sous-médians.

DEFINITION 3. Soient N, un noyau de convolution de Hunt et («;);
le semi-groupe vaguement continu associé au noyau N,. On dit qu'un
noyau de convolution N est conditionnellement sous-médian par rapport

au noyau N, si, pour tout £ > 0, Nx«, a un sens, lim (f‘_‘_t:i)*N a un
t—0
sens en dehors de l'origine pour la topologie vague et s’il définit une

mesure positive en dehors de ’origine.

LEMME 10. Soient N, un noyau de convolution de Hunt et N un
noyau de convolution conditionnellement sous-médian par rapport au noyau
N,. Alors pour que N = 0 (Ny), il faut et il suffit que, pour un voisinage
compact V de Uorigine quelconque, il existe deux mesures positives 2,y
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et A,y telle que supp(l,y) CV et
N#(Nyx(e — &) = Nox (A — 49) » 3.8)
ol &,y est la mesure balayée de ¢ sur €V relativement au noyau N,.

Démonstration. Montrons d’abord que la condition est suffisante.
Pour f e C3 quelconque, on choisit g € Cx et un voisinage compact V de
I'origine tels que f < Ny#(e — &,y)*g. Prenons encore ke C; telle que
Noyxh 2 N*(Nox(e —eey))xg sur supp(9) +V = {z + v; 2 e supp(9),y € V}.
Alors on a

Noy#(A,p%9) < Noxh + Nox(Z,yx9) sur supp(d,y*g) ,

et donc la méme inégalité a lieu sur N, d’apreés le principe de domina-
tion pour N,. Par conséquent Nxf < Nyxh sur X, d’ou N = 0 (N,).

Montrons ensuite que la condition est nécessaire. Soit (a;);s, le semi-
groupe vaguement continu associé au noyau N,. Alors on a

lim Nyxa, = lim N a,dt = N, (vaguement) .
t—0 t—0 t

Soit f e Cit quelconque. Comme N = 0(N,) et supp(Ny) >0, il existe
geCi telle que Nxf < Nyxg sur X. Done N=xe,, a un sens et, d’aprés
le théoréme de Lebesgue, on a

lima,* Nx(e — &by) = Nx(e — efy) (vaguement) .
t—0

On a donc

N#( — &)p) = lim (% f oztdt) «N (e — eby)
t—0 1]

t—0

= lim (E _t % ) #(Nyx(e — kp))xN (vaguement) .

Comme, dans %V, (ﬁ—ij)*N #*(N,* (e — €,y)) converge vaguement vers

une mesure positive lorsque ¢t — 0, on a supp((N=*(e — &))") C V. Posons
Ay =Nx(—¢ep)t et 2,y = (Nx(e — &))" ; alors celles sont des mesures
demandées. En effet, soit (N,),., la résolvante associée au noyau N,.
Comme N = 0 (N,), on voit que, pour tout p > 0, N+N, a un sens et

N+(Ny*(e — €r)) = Npx(Nx(e — &) . (3.9
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On a Nx(N,*(e — &) = Nx(Nyx(e — efp)) (e — pN,) et lir? PN, *N, =0
(vaguement), et donc lingx N#(Ny#(e — egp)) = N (Nox (e — s;,;f); (vaguement).
D’aprés (3.9) et suprx;zl'll,v) C V,Ny#(N#(e — &) a un sens. Donc, en
faisant p — 0 dans (3.9),

Nx(No#(e — &) = Nox(Nx(e — er)) = Nox Ay — 2,,7) -

La démonstration est ainsi complete.
L’étude du principe transitif de domination et la proposition suivante
sont les deux clefs pour notre démonstration du théoréme principal.

PROPOSITION 5. Sotent N, un noyau de convolution de Hunt et N = 0
un noyou de convolution. Alors pour qu’il existe un noyau de convolu-
tion de Hunt N’ tel que N*N' = N,, il fout et il suffit que, pour toute
la. constante ¢ = 0, N 4 ¢N, satisfasse au principe du balayage relatif d
N,.

Démonstration. Montrons d’abord que la condition est suffisante.
Soit (G,)z., une suite d’ouverts relativement compacts de X telle que
G.50,G,CGry m=1,2,-..) et C)Gn—_:X. Pour un nombre p > 0

n=1

quelconque, il existe une mesure positive ¢, , portée par G, telle que
(N + pNp x¢,, < N, dans X et (N + pNj)«¢,, =N, dans G,. Comme
N + pN, [ N, (cf. la proposition 4) et supp(,,) C G,,; on a Nyxe,,

1 .
SNy*ehp = 5N0 dans X. Comme (¢, ,);-, est vaguement bornée, on peut
supposer qu’elle converge vaguement vers la limite N lorsque n — co.
Soit ¢ la mesure balayée de ¢ sur ¢G,, relativement au noyau N,; alors

lim Ny*¢;, =0 (vaguement). Comme, pour, tout m = 1, Nyxe, e, , < %No*e;,(

m—co

n=12,...) et

lim (N, — Nyxep) se,, = (Ny — Nyxen)x N, (vaguement) ,

N~>c0

on a

lim Nyx¢,, = NoyxN,, (vaguement)

N0

et, pour un nombre § > 0 quelconque et pour f,ge Ci quelconques, il
existe un compact F' de X et un entier n,=>1 tels que, pour n = %,
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quelconque, L N,xf ehn*gdé < 5. D’autre part, pour f e Cj; quelconque,

il existe ge Cx telle que f <¢,,+9, et par suite Nxf < Nyxg sur X.
Donc on a aussi
lim N x¢),, = NxN,, (vaguement) .

Par conséquent, pour p > 0 quelconque, il existe un noyau de convolution
N}, tel que (N + pN)+«N, = N,. Pour p > 0 et ¢ > 0 quelconques, on a

NoyxN, = (N 4+ pN)« N« N, = (N, + qNo) « N, x N, + (p — Q)N Ny =N,
= Nox(N, + (0 — NN .

L’injectivité de N, donne que N, — N, = (p — ¢)N,*N,. Comme N == 0,

lim N, a un sens. On le désigne par N’ (= Np. Alors (N),», est la
pl0

résolvante associée au noyau N’. Comme lim pN;, = 0 (vaguement) et,
-0

pour tout p > 0, Nyx(pN7) < N,, on obtient, de la méme maniére comme

ci-dessus, lim pN + N}, = 0 (vaguement). Par conséquent on a N+ N’ = N,.
p—0

Montrons que N’ est injectif. Comme, pour p >0 quelconque,
PN’ % (e — pN,) = pN,, il suffit de montrer que lim pN’, = ¢ (vaguement).

P

Comme N,*(pN?) = N, — N+N/, et lim N«Nj, = 0 (vaguement) on a, pour

p—o

tout le voisinage compact V de ’origine,

lim (N, — Nyxe) *(0N7) = (Ny — Ny*egy (vaguement) ,

Do
ol &/, est la mesure balayée de ¢ sur ¥V relativement au noyau N,.
Donc on voit facilement que lim pNj, = ¢ (vaguement), d’oli I'injectivité

Do

de N’. Le lemme 4 donne que N’ est un noyau de convolution de Hunt.

Montrons que la condition est nécessaire. On désigne aussi par
(N7) =0 la résolvante associée au noyau N’. Posons, pour p > 0 quelconque,
N, = pN«N’; alors

N, = pNys(c — pN}) .

Soient g une mesure positive dans X et G un ouvert relativement com-
pact de X. On désigne par p/ la mesure balayée de 4 sur G relative-
ment au noyau N, et ’on suppose que la notation (pN})% (n =0,1,2,
...) est la méme que ci-dessus. Posons, pour un entier & = 1 quelconque,
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k. 1 u 4 /
i = 5 oNpmad@);

alors % est une mesure positive portée par G. D’aprés le lemme 6,
on a

~ k
Fyup = 33 [ Nosle — pND « 0N 0)
k
= 3 [ Mo (e, — @V, Dd@N ) @)
= Nysyl — No*( (pN;)gg;Dd,/(x)) < Nysyf

dans G. En rappelant (B.3) dans le lemme 5, on a

Ny = Nowd
k

dans X. Ceci donne que } | (0Np)&dy/(x) converge vaguement vers la
n=0

limite 7z, lorsque n — co. Donc lim | (pN}){%dy/(x) = 0 (vaguement), et

n—rco

par suite

lim Ny (I (pN;,);’?de’(x)) —0 (vaguement),

n—oco

car supp(f (oN, ;%dg(m) CGm=0,1,2---), dott N,#j, < Ny+p dans
X et N,xj,=Nyxp dans G. Comme pN,«N,< N, et limpN,=-¢

p—roo

(vaguement), on a limpN,*N, =N, et donc limpNx*N, =N (vague-

pooo e
ment). Par conséquent, en faisant p 1 + oo, on voit qu’il existe une
mesure positive x4’ portée par G telle que Nxy”’ < Nyxp dans X et
Nxy’ = Nyxp dans G, d’ol la condition est nécessaire. La démonstra-
tion est ainsi complete.

Montron finalement notre théoréme principal.

THEOREME 2. Soient N, un noyou de convolution de Hunt et N # 0
un noyou de convolution. Alors pour qu’il existe un noyau de convolu-
tion de Hunt N’ tel que NxN’ = N,, il faut et il suffit que N soit condi-
tionnellement sous-médian par rapport au noyau N, et que N = 0 (N,).

Démonstration. On cannait déja que la condition est nécessaire
(cf. [5]), est donc on montrera seulement que la condition est suffisante.
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Pour toute la constante ¢ > 0, N + ¢N, est aussi conditionnellement sous-
médian par rapport au noyau N, et 'on a N + ¢N, = 0(N,. Par con-
séquent, en rappelant le théoréme 1 et la présente proposition, on voit
qu’il suffit de montrer I’énoncé suivant:

Soient N, et N les mémes que ci-dessus. Si N est conditionnelle-
ment sous-médian par rapport au noyau N, et si N = 0 (N,), alors N _ N,.

Montrons le présent énoncé. D’aprés la proposition 3, on peut
supposer que N({0}) > 0. Donc, en utilisant encore les propositions 2 et
3, il suffit de montrer I'implication suivante: Pour f, g € C}; quelconques,

Nixf < Nxg sur supp(f) > Nyxf < Nyxg sur X .
On choisit un ouvert relativement compact G de X telle que supp(f)
CGCGC{reX;Nx«f(x) < Nxg) et peCs telle que Nxp >0 sur G.
Pour un voisinage compact V de l'origine quelconque, on note ¢, la

mesure balayée de ¢ sur ¥V relativement au mnoyau N, et ap

= IdNO*(e — ¢,r). Posons

Yoy = izi,V t=12) et o, = 1 Vo, v s

ay

dyl,V

ol 2,y (1 =1,2) est la mesure positive obtenue dans le lemme 10. On
remarque ici que N # 0 donne 1, = 0. Rappelons que supp(,,) C V

o . Xy — €
et que v, converge vaguement vers la mesure positive lim <Jt—>*N
ti0

en dehors de l'origine lorsque V | {0}, o N, = r a,dt. Alors on a
0

N =lim L NNy — &) = lim Ny @y — vy.p)

Vi) Oy V10

1

= lim Ngxfv,p — —
210

Vv # Vv
dvl,v

= lim Ny*y, p (e — o) (vaguement) .
V1 {0)

Done il existe un voisinage compact V, de I'origine symétrique par rap-
port & I'origine tel que supp(f) + V,C G et que, pour un voisinage compact
V de Porigine contenu dans V, quelconque,
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Nox(e — Gp)#dip*f < Nyx(e — §) b p*g
et
N,y (e — Fr) b, pkp > 0

dans G. D’aprés le lemme 9, on a Nysd y*f < Nyxd, pxg sur X. Par
conséquent on a
. . . 1
Nyxf — Nyxg = lim

v i{o}

(No*l\ﬁ.v*f — Noy#ps9) <0

dvl,V

dans X, d’oll I'implication demandée. La démonstration est ainsi com-
pléte.

Remarque 6. Soient N, et N les mémes que ci-dessus; supposons
que N est conditionnellement sous-médian par rapport au noyau N, et
que N = 0(N,). Si N est absolument continu par rapport a &, alors on
voit plus facilement que N satisfait au principe du balayage relatif a N,.

En effet, d’aprés le théoreme d’existence (cf. le théoreme 1 dans
[6]), on voir que, pour f € Cyx quelconque, un compact F de X quelconque
et pour une constante ¢ > 0 quelconque, il existe f/re M% portée par F
telle que VYon ait Nf/p + ¢flr = Noxf &p.p. sur F et Nf/z + c¢flr
= Noxf &p.p. sur {xeX; f/ () # 0}. Désignons aussi par N la densité
de N par rapport & & Alors Nxf/p est finie et continue, et donc
Nxflp < Nox f sur supp(f/r&). On peut choisir & € C} telle que Nyxh =1
dans un certain voisinage de supp(f;r&). Alors, pour tout U'entier n > 1,
il existe un voisinage ouvert V, de 'origine tel que, pour un voisinage
compact V de l'origine contenu dans V, quelconque et pour ¢ e C; véri-

fiant j@dé =1 et supp(p) € V, quelconque,

L N (L) s Nox (e — &) < NO*(f +1 h)
Oy n
dans supp(f/r) + 2V,, ou 2V, =V, + V,. Le lemme 10 donne que
No#(Flos) ooy < No*(f + %h + (f:,F*go)*»Z,V)

sur supp((f/rz*¢)*v.,y), et donc le principe de domination pour N, donne
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que la méme inégalité a lieu sur X, d’ol
1 Vi 7 1
—&—N*(fc,F*ED)*(No*(E - ew’)) = No* S+ %h
|4

sur X. En faisant V | {0}, & — ¢ et ensuite n | 4 oo, on arrive & N/, »
< Nyxf sur X. De la méme maniére que dans le lemme 2, on voit que
N satisfait au principe du balayage relatif a N,.

Dans ce cas, on obtient, en méme temps, que N, est aussi absolument
continu par rapport a &.
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