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Nous presentons ici l'etude, dans l'optique exhibee dans [7], d'une categorie d'algebres a idempotents,
commutatives, non associatives, definies par des relations. On y trouve une structure qui n'est en general ni
ponderee ni de Jordan et oil, cependant, ces conditions sont equivalentes.

Following a previous paper, we study here a class of commutative and non associative algebras with
idempotents and defined by relations. We find a structure which is not, in general, baric or Jordan but where
these notions are equivalent.

1980 Mathematics subject classification (1985 Revision). 17D92.

1. Introduction

Dans le contexte de la modelisation des situations issues de la genetique, la notion de
structure d'algebre s'est montree efficace. Ainsi sont apparues quelques algebres
ponderees, i.e. la donnee d'un couple (A,co) ou A est une K-algebre et co.A^K un
morphisme non nul d'algebre.

A partir des travaux de Serge Bernstein en 1923 (c.f. [1,2,3]), ou il demontre que la
seule loi de l'heredite compatible avec le principe de stationnarite est la loi de Mendel,
la notion d'algebre de Bernstein a ete introduite [6]; elle a ete developpee [4] puis
generalisee [8]: une algebre ponderee (A,co) est de Bernstein d'ordre n, si pour tout
element y dans A on a: /"+ 2 1 = [co(j>)y]['1 + 1J, Tender n etant le plus petit entier pour
lequel cette identite est verifiee.

Enfin, introduites dans la formalisation de la mecanique quantique, les algebres de
Jordan sont definies par l'identite (xy)x2 = x(yx2). Les algebres de Bernstein-Jordan
ont ete etudiees dans [9] et sont caracterisees de facon biunivoque par l'identite
y3 = co(y)y2.

2. Definition et equivalences

Soient K un corps commutatif et A une K-algebre commutative de dimension finie.

*Subventione par FONDECYT (proyecto 0227/90) et par le Departamento Tecnico de Investigation,
Universidad de Chile (proyecto E-2585/9044).
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360 A. LABRA ET AL.

On dit que A est Bernstein Jordan Faible (BJF) si elle admet une decomposition
A = Ke © S telle que e est un idempotent non nul et pour tout x e S on a les relations:

ex = 2e(ex), (2.1)

x2 = ex2 + 2(ex)x et (2.2)

x3 = 0. (2.3)

Si Ton considere l'algebre A etant associative, on a eS = S2 = {0}; elle est done
constante, ponderee et verifie l'identite y2 = co(y)2e pour tout ye A oii co est le
morphisme d'algebres de A dans K defini par a>(Ae + x) = A avec xeS.

De meme, si la caracteristique du corps est 2 on a eS = {0} et x2 E Ke pour tout x e S;
ainsi A est constante et admet une ponderation si et seulement si S2 = {0}.

Dorenavant, le corps K est infini de caracteristique differente de 2 et l'algebre A sans
condition d'associativite. De ce fait, par les techniques de linearisation et polarisation,
des relations 2.2 et 2.3 ont obtient respectivement les relations:

xy = e(xy) + (ex)y+(ey)x et (2.4)

{xy)z + (zx)y + {zy)x = 0, pour tout x, y et z dans S. (2.5)

Exemple 2.6. Considerons l'algebre A de base {x!,...,x5} et de table de
multiplication:

Xj = X 1 , X 1 X 2
 = ;j^C2,X1X3 = 5X3, X2 = X4,X3 = 4 X 4 ,

xf = Ax1,x2x5 = X3,X3X5= — |x 2 avec AeX, 2^0, les autres produits etant nuls.
Cette algebre est BJF, non associative, non ponderable ni de Jordan.

Exemple 2.7. Le Theoreme 2.8 montre que toute algebre ponderee {A,to) de
Bernstein-Jordan (d'ordre ^ 1) est une algebre BJF, justifiant ainsi le nom choisi pour
ce type d'algebre.

Theoreme 2.8. Soit A une algebre commutative. Alors A est BJF si et seulement si il
existe une forme lineaire co et un element s de A tels que co(£3)#0 et y3 = (o(y) y2 pour tout
y dans A.

Demonstration. Si A est une algebre BJF, on a c3 = c#0; de plus, si y = Xe + x est un
element de A, un calcul simple, a l'aide des relations 2.1, 2.2 et 2.3, permet d'etablir que
y3 = Xy2. II suffit, done, de poser a*(y) = k. Reciproquement, soit A une algebre verifiant
les conditions de l'enonce ci-dessus. Montrons que A admet un idempotent non nul: en
effet, de l'identite (x + y)3 = co(x + y)(x + y)2 on obtient 2x(xy) + x2y=2co(x)x); +
<y(y)x2(*) (par polarisation). Puis, soit £ un element de A tel que co(e3)^0; or,
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£3 = co(£)£2 alors co(s)^0, a;(e2)#O et on peut supposer a)(e) = l (il suffit pour cela de
remplacer e par ^ E ) . En remplacant dans la relation (*) x par e et y par e2 on
obtient (e2)2 = cu(£2) e2; ainsi, £ = 3~r)

£2 est un idempotent de A et co(e) = l. Done
X = K e ® Ker(cu), a>{Xe + x) = A et les relations caracterisant une algebre BJF resultent de
la polarisation de l'identite (e + x)3=(e + x)2. •

Theoreme 2.9. Soit A une algebre BJF. Les conditions suivantes sont equivalentes:

(a) S est un ideal;

(b) A est ponderee;

(c) A est de Bernstein d'ordre ^ 1;
(d) A est de Jordan.

Demonstration. Si S est un ideal, la forme lineaire co associee a A et definie par
a)(le + x) = X est une ponderation d'ou a=>b. Puis, si A admet une ponderation co, elle
est identique a la forme lineaire associee: en effet, de 2.3 on obtient S c Ker(co); or
forcement co(e) = l (car co^O) ce qui entraine S = Ker(ca), done b=>a; de plus, comme co
verifie l'identite y3 = co(y)y2 pour tout y dans A on a b=>c et b=>d (Exemple 2.7). Que
c=>b est immediat. Enfin, montrons que d=>c\ si /I est de Jordan pour tout xeA on a
x2x2 = x(xx2) = x(x3) = x(<y(x)x2) = ft)(x)x3 = a>(x)2x2. Or, de 2t(tz) + t2z = 2co(t)tz +
co{z)t2(*) (voir demonstration 2.8), en remplacant t par x et z par x2, on obtient
X2X2 = OJ(X2)X2. Si x 2 # 0 on a forcement co(x2) = co(x)2. Si x2 = 0, en remplacant dans
(*) t par x et z par e on a 2x(ex) = 2co(x)ex; or, 2x(ex) = x2 — ex2 (rel. 2.2) done
a>(x)ex = 0. Si ex = O en remplcant dans (*) t par e et z par x on obtient <y(x)e = 0 d'ou
<w(x) = 0. On en conclut que co(x2) = (o(x)2 pour tout x dans A, done co est multiplicative
et A est de Bernstein. D

3. Structure de l'algebre

Proposition 3.1. Soit xeA. Alors x e S o e x e S ; cx=ix=>xeS; ex = 0=>xeS.

Demonstration. Pour la premiere affirmation, si xeS, on pose ex = ke + z; par 2.1 on
a Xe+z = 2Ae + 2ez d'ou Ae = z — 2ez=e{z — 2ez) = 0 car zeS. La reciproque est imme-
diate. Pour les deux dernieres, on pose x = Xe + z avec XsK et zeS et on applique la
relation 2.1. •

Soient U = {xeS/ex = %x} et F = {xeS/ex = 0}. On a:

Proposition 3.2. On a: S = U 0 V, U2 <= F, U V c [/ et F2 c Ke.

Demonstration. II est clair que t /nK={0}. De plus, x = 2cx + (x — 2ex) pour tout
xeS ce qui montre la premiere assertion. Pour le reste, U2 a V et l/Fc=l/ resultent
directement des relations 2.2 et 2.4. Montrons K2cKe: soit xeV; on pose x2 =
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Ae + u + v avec XeK, ueU et veV. Comme ex=0, on a x2 = ex2 (2.2), d'ou
u, done u = v=0. •

La somme directe Ke © U @ V s'appelle decomposition de Peirce de A par rapport a
l'idempotent e.

Corollaire 3.3. Soient u, u' dans U et v, v' dans V. On a les identites suivantes:
(uu')v = 0, u(u'v) + u'(uv) = 0 et v(v'u) + v'(vu)+(vv')u = O.

Demonstration. En effet, soient u, u' deux elements de U et v un element de V. De la
relation 2.5 on obtient (uu')v + u(u'v) + u'(uv) = 0; d'apres la proposition 3.2 on sait que
(MU')V est dans Ke et que u(u'v) + u\uv) est un element de Fd'oii le resultant. Pour le
reste, il suffit d'appliquer la relation 2.5. •

On pose V±=Annv(V) = {veV/vV= {0}}.

II est clair que si V± = V, l'algebre est de Bernstein-Jordan (Thm. 2.9).

On a le resultat suivant:

Proposition 3.4. Tout supplementaire non trivial de VL par rapport a V admet une base
de carres non nuls.

Demonstration. Si V— Kx#{0} il existe v, v'eV—Vx tels que vv'^0; alors les carres
de v, v' et v + v' ne peuvant pas etre tous nuls. Soit done Ve un sous-espace
supplementaire de VL par rapport a Vet L={vuv2,...,vm\ un systeme libre de Ve forme
par un nombre maximal d'elements de carre non nul (on sait que m^. 1). Le sous-espace
engendre par L est Ve: en effet, dans le cas contraire, soit veVe tel que le systeme {v, vlt

v2,..-,vm} est libre, or pour tout XeK et vteL on a forcement (vt + Xv)2 = 0 (sinon, on
remplacerait v par un des vt + Xv ce qui contredirait la maximalite de m) d'ou, en
prenant trois valeurs convenables de k, on obtient, vf = 0. Contradiction. •

Dorenavant, Ve designe un supplementaire de Kx par rapport a V.

Pour tout v e V on note v2 = ave avec aB dans K.

Proposition 3.5. On a Vinclusion U2 cVx et pour tout ueU, ve V et v'eVL on a les
identites suivantes: t>(ut>)= — ?avu, v'(uv')=0, v(v'u) + v'(vu) = 0, (uv)2=%a.vu

2, (uv')2 = 0 et
(uv)(uv') = 0.

Demonstration. Montrons que (uv)2=$aou
2. En effet, par la proposition 3.2 et le

Corollaire 3.3 on a (uv)2= — u((uv)v); mais, encore par le Corollaire 3.3, (uv)v= — %a.vu,
d'ou le resultat. •
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Proposition 3.6. Si U # {0} on a:

(a) F2#{0}<*-i7 existe veV tel que LV\U-*U, Lv(u) = vu est un automorphisme
cTespaces vectoriels. Dans ces conditions, UV=U.

(b) Soit ve V. Si vU = {0} alors veknnA(A).

Demonstration. Si F 2 #{0} , K # F ± . Soit veV tel que u 2 #0 ; comme la dimension de
U est finie il suffit de prouver que l'application LV:U-+U est injective, ce qui decoule de
l'identite (uv)v = —\v2u de la proposition precedente. Reciproquement, s'il existe ve V tel
que LV:U^U est bijectif on a u/0=>Lu(u)/0=>L,,(Mt)) = i;(wD)#0=>t)2#0 (3.5). Quant a
(b), soit v'eV et u # 0 ; on a u(vv') + v'(uv) + v(v'u) = 0 (3.3) d'ou u(vv')=0 (3.2) et
forcement vv' = 0 ce qui prouve que v e Vx d'oii le resultat. •

Considerons l'algebre BJF de base {e, u,v,v'} et sa table de multiplication: e2 = e,
eu = ju, uv=^u, v2= — e, les autres produit etant nuls. Elle est isomorphe a celle de base
{e,u,v,w} et de table de multiplication: e2 = e, eu = u, uv=%u, uw=ju, v2= —e, w2= — e,
vw= — e, les autres produites etant nuls (il suffit de poser w = v — v').

II est clair que si A#0, il existe ve V tel que v2= —X2e si et seulement si il existe veV
tel que v2= — e.

On verra que ces elements de V jouent un role important dans la structure des
espaces AnnA(u), u e U, et dans celle des invariants des transformations de Peirce.

Theoreme 3.7. Si l /#{0} et A^o est un element de K, il existe veV tel que v2= -l2e si
et seulement si il existe ue U, u^O, tel que uv= ±%

Demonstration. Dans ce qui suit, les identites sont justifiees par les resultats de la
Proposition 3.5. Soit ueU-{0}; on sait que uv=^0 (Proposition 3.6). Si uv=£±?Xu on
pose uv= ±\Xu + u' avec u'eU-{0}; en multipliant par v on obtient ?A2u=(uv)v =

% + u'v= ±jl(±?A.u + u') + u'v; il en resulte u'v= ±\ku'. Reciproquement, si uv =
Au, on obtient v(uv)=\X2u d'oii v2 = —X2e. D

Si a e U, Anns(ff) = Annu(ff) © AnnK(cr) et on montre sans difficulte, a l'aide du
Corollaire 3.3 et de la Proposition 3.5, que cet espace est une sous-algebre et Annv(a)
une zero-sous-algebre.

Soit aeU, CT#0. Notons 0a le sous-espace engendre par les elements Xe + v avec veV,
av=jXa et 0̂ " le sous-espace engendre par les elements Xe + v avec ve V, av= —\Xa. On
remarque que Xe + v est dans 0ff si et seulement si Xe — v est dans 0~. De plus:

Proposition 3.8. Les sous-espaces 0a, 0~ sont des zero-sous-algebres. De plus,
0a n 0; = AnnK(<7) et si a2 # 0 alors 0 f f =0 ; .

Demonstration. Montrons que 0a est une zero-algebre: soient Xe + v et Xe + v' dans
0a; on a a(v + v')=j{X + X')a d'ou, par 3.7, (v + v')2= -(X + X')2e; mais comme v2 = -X2e
et v'2=-X'2e on en deduit que vv'=— XX'e. II s'ensuit que (Xe + v)(X'e+v') =
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0. Pour ce qui est de la deuxieme affirmation, si Xe + v = X'e—v' alors X = X' et v=—v',
d'oii — \Xa = av = — av'=\Xa done X=0 et ueAnnK(<7); la reciproque est immediate. La
derniere affirmation decoule de la Proposition 3.5. •

Theoreme 3.9. Anny4(«r) = Annv(a) © 0" et AnnA(a) est une sous-algebre verifiant
AnnA(a)2 <= Anns(<x).

Demonstration. Soit x = Xe + u + v. Si ax=0 on a <ru=0 et jo + ov=0; il s'ensuit que
l'element Xe + v est dands 0,7. La reciproque se fait sans difficulte. Enfin, de la
Proposition 3.2 et du Corollaire 3.3 resulte Annl/(ff)

2cAnnK(<r); puis, si Xe + v est dans
0~ et u dans U on a: o(u(Xe + v)) = ̂ ou + o(uv) = %ou — u(av) = Xau (Corollaire 3.3), d'ou
si u est un element de knnv(o) on obtient a(u{Xe + v)) = 0, d'oii Annv(o)0~ cz Anns(a).
Ainsi Ann/4(cr) est une sous-algebre car An%(<r) et 0,7 sont des zero-algebres. •

Proposition 3.10. Soient x # 0 un element de 0o et LX:U->U, Lx{u) = xu. Alors
U = Ker(Lx) © Im(L J , Ker(Lx) = {u e C//xe0"} et Im(Lx) =

Demonstration. Si x = Xe + v est un element de 0ff on sait que vu=\u\ ainsi
Lx(u) = xu = Xu d'ou LX = ALX; or, comme x#0, A#0, et l'application lineaire \ Lx est un
projecteur d'ou l/ = Ker(Lx) © Im(Lx). Pour le reste, on a Lx(u)a=jua + (uv)a =
jua — (av)u = jU(T—%u<T = 0 d'oii Im(Lx) cz Ann^ff); puis, si u' est un element de Ann^a),
Lx(ju'—jIu'v) = u' car u(u'i;)=^u' ce qui montre que Ann^w) c Im(LJ. L'egalite

= {«e(//xe0~} s'etablit sans problemes. D

4. Les transformations de Peirce

Soit Ip(/1) l'ensemble des idempotents non nuls de A.

Proposition 4.1. L'application U ->lp(A) definie par o-*e + a + c2 est bijective.

Demonstration. Montrons la surjectivite: soit x = Xe + u + v un idempotent non nul de
A; comme (Xe + u + v)2 = Xe + u + v de 3.2 nous obtenons les equations suivantes:
X2 + av = X, Xu + 2uv = u et u2 = v. Or, de 3.3 on deduite que uv=0 d'ou <xv=0 et X = l car
sinon I; = 2M(MI;) = 0, a fortiori u = 0 et x = 0, ce qui contredit l'hypothese. II s'ensuit que
x = e + u + u2. D

Soit aeU. On note ea = e + a + a2 et Keo© Ua@ Va la decomposition de Peirce de A
par rapport a ea.

On appelle invariant de structure tout resultat concernant l'algebre A ne dependant
pas du choix de la decomposition de Peirce.

Proposition 4.2. On a: U<, = {u + 2aulueV} et Va = {v-2av/ve V}.

Demonstration. Soit x = Xe + u + v un element de A. Si e^x = \x, de la definition de U
et V, de la Proposition 3.2 et du Corollaire 3.5, on obtient les equations jXe = 0,
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+ V<J=O et jv = au dont on deduit que x = u + lau. De meme, si eax = 0, alors
le = 0, \Xa + \u + ua2 + va = 0 et CTU = 0; il s'ensuit que ua2 = 0 (2.5) et x = v — lav. •

On pose uff = u + 2<ru, u e l / e t Do = t )- lav,veV.
On appelle transformation de Peirce l'application (j}a:A->A definie par 4>a = I +

4LoLe—4LeLa + 4(LaLe)
2, ou I est l'application identite et Lx le produit par x et on

note Pe l'ensemble {4>JaeU}. On a:

Theoreme 4.3. <j)a est un automorphisme cCespaces vectoriels verifiant (j>a{Xe + u + v) =
^ a + u. + »a,^(Ki)=(nk, fa(Ve)=Vea et

Demonstration. Que (f>a(te + u + v) = Aea + ua + va et que 0O est un automorphisme
d'espaces vectoriels est immediat. Montrons que < <̂r(K1) = (Ko)J_: si u e F x et c ' e F o n a
(» — 2<ri))(t;' — lav')= — l[{av)v'+ (av')v — 2(<TV)(GV')~\=0 (Corollaire 3.5), ce qui montre
que v,,e(V(,)1. La reciproque resulte du fait que F 2 c K e . Avec les memes techniques on
montre que </>„( Ve) = Vea. Pour ce qui est de la derniere assertion, il suffit de remarquer
que $o(eT) = eu, u = z + a-lax2. D

II en resulte que les dimensions des sous-espaces U, V, Vx et Vt sont des invariants de
structure. On peut y aj outer les resultats suivants:

Proposition 4.4. Les sous-espaces UV© U2, V2, Annv(U), Ann^V) et AnnK(l/) ainsi
que les dimensions de UV, U2 et V2 sont des invariants de structure. II en est de meme des
situations t /3 = {0}, 17(1/7) = {0}, U2(UV) = {0} et UV = {0}.

Demonstration. De la Proposition 3.2 on obtient que S2 = V2 ® UV® U2; ceci est
independant de la decomposition de Peirce choisie. De plus, toute transformation de
Peirce verifie (j),,(u2) = </>„(u)2 et (p,,(v2) = <j>a(.v)2 pour tout ue U et ve V, ce qui entraine que
les dimensions de U2 et 7 2 et, a fortiori, celle de UV sont des invariants de structure.
Soient fleAnn^iy) et uaeUc; or 0eUa car <j>a(0) = 0 et 0Me = 0(u + 2fftt) = 20(<nO=O
(relation 2.5), c'est-a-dire que 9ekxmV!i{Uc). On montre de meme que kxmv{V) et
AnnK(l7) sont aussi des invariants de structure. Montrons que la situation l/3 = {0} ne
depend pas de la decomposition de Peirce choisie: en effet, soient, x, y, zeU; on a
x.(y.z.)=(x + lax) [_(y + 2ay)(z + 2oz)] =(x + lax)(yz + ly(az) + lz(ay) + 4(ay){az)). Or
U2<=VX done (l /2)2 = {0}; ainsi, si U3 = {0} il en resulte que xa(yaza) = 0, c'est-a-dire,
l/3 = {0}. Enfin, soient x,yeU et zeV; si 1/(1/7) = {0}, xa(yaza) = {x + lax)[{y + lay)
(z-laz)'] = l{ax)(yz)-%(ax)\Xay)(.az)'\. Mais de la relation 2.5 on a (ax){yz) + o(x{yz)) +
x(a(yz))=0 d'ou (ax)(yz) = 0 car x(yz) = a(yz) = 0 par hypothese; de la meme
facon on montre que (.ox)[(oy)(az)~\ = 0. II s'ensuit que Ua(UaVa) = {0}. Avec les mernes
techniques on montre que les situations U2(UV) = {0} et UV={0} sont aussi des
invariants de structure. •
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Soit Inv(0ff) le sous-espace des points fixes de (/>„. On montre sans difficulte que
= Anns(<r). Plus precisement,

Proposition 4.5. On a: lnv(<pa) = Ann,j(o)®Qa et Inv(</>ff) est une sous-algebre verifiant
ln\(4>a)

2 <= Anns(cr).

Demonstration. Soit x = Xe + u + v et x~ = Xe + u — v. On a <j>J(x) = x si et seulement si
ax~ = 0. Ainsi, le resultat decoule du Theoreme 3.9. •

Corollaire 4.6. Les sous-espaces ln\(<f>a) et Ann^(<r) sont canoniquement isomorphes
par rapplication lineaire involutive x-+x~, isomorphisme d'algebres si et seulement si

c7) ou Inv(0J n AnnA(o) = {0}.

Demonstration. La premiere affirmation decoule du Theoreme 3.9 et de la Proposi-
tion 4.5. La deuxieme, de l'equation x2 = x~2 et de la Proposition 3.6 car Inv(</><T) =

^ O ^ l O } et Inv(</>J n Ann/4(<r) = {0}oAnn[,(<7) = {0}. Q

5. A propos des automorphismes

La caracterisation des automorphismes des algebres de Bernstein est encore un
probleme ouvert; sauf dans des cas tres particuliers, on ne connait pas leur forme et
moins encore la structure du groupe qu'ils conforment.

Dans ce qui suit, nous abordons certains aspects du probleme.

Proposition 5.1. Soient A — K e © S une algebre BJF et cp: A^>A un automorphisme.
Alors (p(e) = erelp(A), <p{U) = Ux, </>(F) = Ft, </>(V±) = (V,)± et <p{Ve)=Ve,

Demonstration. De 4>(e)2 = 4>{e2) = </>(e), on deduit que <p(e) est dans Ip(/1). Soit
ez = e + T + t2 avec xeU. Montrons par exemple que <j)(V)=Vx: soit v'eV et

posons cp(v') = ke + u + v; on a 0 = (/)(ev') = ez(f)(v') d'oii par 3.2 et 3.5, A = 0 et u=— 2xv.
Ainsi, <P(V') = V — 2TV. •

Proposition 5.2. La transformation de Peirce <j>a est un automorphisme d'algebres si et
seulement si o2

Demonstration. Soient us U et ve V. Du Corollaire 3.3 et de la Proposition 3.5 on a:
(pa(u)2=(u + 2ou)2 = u2 + 4u{ou) = u2-2(ju2 = <pa(u

2) et (pa(v)2=(v + 2<rv)2 = v2 + 4v(ffv) +
4(av)2 = (Xve + (xv(j + ot.vo

2 = au(e + <j + o2) = <xv<t)a(e) = 4><r(<xve) = <t>a(v
2), ceci sans recours a

l'hypothese. Or, <p(r(u)<f>a(v) = uv + 2(au)v — 2u{av)—4(au)(av); mais aueVL, d'oii, par 3.3
et 3.5, <pa{u) (paiv) = uv + 2o(uv) + 2a2(uv). D'autre cote, (pa(uv) = uv + 2o(uv); done <pa(uv) =
<f>a(u)(p,,{v) si et seulement si o2(UV) = {0}. O

Proposition 5.3. Si <x2t/ = {0}, alors <pa est un automorphisme d'algebres et
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Demonstration. La premiere affirmation decoule trivialement de 5.2. Pour la deux-
ieme, soit \p la restriction de <pa — I sur S; il suffit de voir que o2U = 0 si et seulement si
\ji2 = 0. Dans ce cas, Im(i^) cz Ker(i/>) d'ou la conclusion. D

Theoreme 5.4. Soient x et a deux elements de U. Alors <pa est un automorphisme
d'algebres si et seulement s'il en est de meme de (pOt.

Demonstration. II s'agit de montrer que <72(utut) = 0 si et seulement si o2(uv) = 0.
Soient u e V et v e V; on a: a2(uzvz) = {a + 2xa)2{{u + 2xu)(v- 2iv)); or (a + 2TO)2 = a2 -2xa2

car 2<T(T<T)= — 2TCT2 (Proposition 3.3) et (TCT)2 = O (Proposition 3.5); de meme, on obtient
(u + 2TU){V- 2tv) = uv + 2z(uv) + 2z2(uv). Ainsi (J2{uTvz) = a2(uv) - 2(ia2)(uv) + 2a2{x{uv)) -

Des Propositions 3.2, 3.3 et 3.5 nous obtenons (xo2)(uv)= — x(a2(uv)), <J2(X(UV))-0,

(za2)(r(uv))=-(uv)(T(xa2))=0, o2(j2(uv))= -z2(a2(uv)) et (TG2)(X2(UV)) =

-(uv)(x2(t(72)) = (uv) (<72T3) = 0 car T3 = 0.

Done, o2(uzvt) = o2(uv) -2x2(a2(uv)) + 2x(a2{uv)) = o2(uv) + 2(x -x2)(a2(uv)).
II est clair que a2(uv) = 0 entraine G2(UZVZ) = 0. Reciproquement, comme o2{uv) et

2x2(a2(uv)) sont des elements de U et x(a2{uv)) est dans V (Proposition 3.2) si
<r2(«ri;t) = 0, alors o2{uv) — 2x2(a2(uv)) = Q et x(a2(uv)) = 0; or par la Proposition 3.3 on a
x2{a2(uv))= -2x(x{(j2(uv))), done T2(a2(ut;)) = 0; ainsi <72(ui;) = 0. D

Sous certaines conditions les applications 0 " 1 et 0flO0ff sont des transformations de
Peirce. Plus precisement:

Proposition 5.5. Soit (f>a un element de Pe. Les conditions suivantes sont equivalentes:

(a) i"'ePe;
(b) <T2C/ = { 0 } ;

(c) fc'=<t>-a.
Dans ces conditions 4>a est un automorphisme d'algebres.

Demonstration. Que c=>a est immediat et l'implication b=>c s'etablit sans difficulte.
Puis, si 4>;l=4>e, de ((peo(pa)(e) = e on obtient e + o-26o2 = 0 (3.2) d'ou 62=-0a done
0<T2=O (3.3); il en resulte 9= -a (done a=>c). Soit ueU, de (4>-a°<i)<,){u) = u on obtient
CT(<JU) = 0, e'est-a-dire <T2U = 0 (3.3) done a=>b. La derniere affirmation resulte du fait que
UVcU e tde la Proposition 5.2. D

Proposition 5.6. Soient 6 et a des elements de U. Les conditions suivantes sont
equivalents:

(a) <j)e o (j)^ est une transformation de Peirce;

(b) 0(ffl/) = 0(ffK) = {O}.

Et sous ces conditions (j>eo<f>l! = <l>9+a.
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Demonstration. Si (<^flo^)(J)(e) = 0 t alors T = 9 + a — 26a2. De {4>go(j>a){u) = 4>t(u) on
deduit 9(aU) = {0} d'ou x-9 + a; enfin, de (0fl°0ff)(i>) = <£,(«>) on deduit 0(<rF) = {O}. La
reciproque s'etablit sans problemes. D

On montre sans difficulte le resultat suivant:

Proposition 5.7. Soient 8, aeU. Les conditions suivantes sont equivalentes:

(a) ^o^ = i ^ B

(b) 0(<xw) = o(0u), ueU et 9{aV) = {0}.

Demonstration. •

Corollaire 5.8. Soit a un element de U. Les conditions suivantes sont equivalentes:

(a) aU2 = U(aU) = a(UV) = {0};

(b) (j)a commute avec tous les elements de Pe;

(c) <peo(f)(r = (j)g+a pour tout 6 dans U.
Dans ces conditions <j>a est un automorphisme d'algebres.

Demonstration. Les equivalences decoulent des propositions precedentes. Enfin, si
o{UV) = {0}, o2(UV) = {0} (3.3) done <j>a est un automorphisme d'algebres (5.2). •

On appelle centre de Pe et on note Z{Pe) l'ensemble des transformations de Peirce
verifiant la condition (b) du corollaire ci-dessus, on note Z(U) le sous-espace de U
forme par les elements verifiant la condition (a) du merae corollaire. II est clair que
(Z(Pe),o) est un groupe commutatif et que l'application £:(Z(U), +)->(Z(Pe),o),
C(a) -* <f>a, est un isomorphisme de groupes.

Theoreme 5.9. Soit </>e un element de Pe. Alors 4>e(Z(U)) = Z(Ue) et Pespace AnnZ(V)U
est un invariant de structure verifiant C(AnnZ([/)[/) = Q

Demonstration. II faut demontrer d'abord que aeZ(U)<xTgeZ(Ue). On a:
u'e) = o(uu')-2o(9{uu'))-4(<j9){e{uu')), car (o6)(uu')eV2

±; de la meme fa?on,
u'e) = u(au')-2u(9(cru'))-4{ud){d{(7u')) et, enfin, comme (o9)(6(uv))eV2

±, ae{ueve) =
CT(UV) + 2((T8)(UV) + 2<T(62(UV)) + 2<J(6(UV)) + 4{06)(62(UV)). Dans ce qui suit, les identites
sont justifiees par les resultats de 3.2, 3.3 et 3.5. L'implication aeZ(U)=>aeeZ(Ue) se
fait sans grande difficulte. Montrons la reciproque: si ag(ueu'g) = 0 on a a{uu') —
4(a6)(6(uu')) = o(d(uu'))=0 (la premiere expression appartient a U, la deuxieme a V);
or, (<T0)(6>(Mu'))=-(u«')(0(<70)) = i(uM')(ae2)=-i02(ff(««')), mais <r(uu') = 4(<70)(0(uu'))
d'ou (<TO){d(uu'))=-262((ff9)(9{uu'))) = 2(oO)(02(9(uu')))=-2(o8)(03(uu')) = O et ainsi
<x(uu') = 0. Par une demarche analogue on montre que si ug(aeu'g) = 0 alors u(cru')=O. On
a done prouve que aU2 = U(aU) = {0}; de ce fait, si ae(ugvg) = 0 on obtient a(uv) = 0 car
a{92{uv))= —(UV)((T92) = 0. Quant a la deuxieme partie du theoreme, aeZ(U)nZ(Ue) si
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et seulement si aeZ(U) et a = ag. Mais a = ae est equivalente a <70=O; on en deduit que
AnnZ(V)U = f]BeUZ(Ug) ce qui montre que cet espace ne depend pas de la decompo-
sition choisie. II s'ensuite que C(AnnZ(l/)t/) = P)eeIpU)Z(Pe). •

Nous finirons ce paragraphe par la caracterisation des automorphismes d'un certain
type d'algebre BJF.

Les definitions qui suivent sont inspirees de la litterature classique sur les algebres de
Bernstein [10],

On sait que les situations U(UV) = {0}, l/3 = {0} et U2(UV) = {0} sont des invariants
de structure. On dira qu'une algebre BJF est:

—fortement-orthogonale si l/3 = {0} et U(UV) = {0};
—orthogonale si C73 = {0};
—quasi-orthogonale si U2(UV) = {0}.

II est clair que l'orthgonalite forte entraine l'orthogonalite, laquelle entraine la
quasi-orthogonalite. Si F 2 / { 0 } , l'orthogonalite forte est equivalente a la condition
t/2 = {0} (Proposition 3.6) et les notions d'orthogonalite et de quasi-orthogonalite
coincident.

e = {feAutK(A)/f(e) = e}.

Proposition 5.10. On a:

(a) Fe = AutK(A) si et seulement si U = {0};
(b) pour tout feFeet<l>aePeonaf°<pa = </>/((J)°/.

Demonstration. Montrons (a): si l/ = {0}, A n'admet qu'un seul idempotent; force-
ment Fe = AutK(A). Reciproquement, montrons que si L/#{0} il existe a element de U,
ff^O, tel que o2UV={0}; il s'en suivra, alors, que la transformation de Peirce <f>a est un
automorphisme ne fixant pas e. En effet, on sait que VXU <=VU c:U et U2<=V±

(Propositions 3.2 et 3.5) d'oii U2(VU)cz V±U; done si V±U = {0} le resultat est etablit;
dans le cas contraire, on choisit veVx et ueU tels que a = vu^0; on sait que CT2 = 0
(Proposition 3.5). •

Soit 0e l'orbite de e sous l'action de A\itK(A).

Proposition 5.11. Les conditions suivantes sont equivalentes:

(a) Fe est un sous-groupe normal;
(b) pour tout feFeetxe0eona f(x) = x;

Demonstration. Soient feFeet $eAutjj;(j4), 4>(e) = ea. Si (a) est verifee il existe geFe

tel que f°(t> = <p°g, d'ou (f°<p)(e) = (4>°g)(e) done f(ea) = ea. Reciproquement, si (b) est
verifiee on a ((p'1 °f°<t>)(e) = <f)~i(f(<t>(e)) = (t>~1(<p(e)) ce qui prouve que Fe est normal.

•
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Remarque 5.12. Si <p, \j/eAutK(A) on a </>(e) = î (e) si et seulement si i//~
ainsi, l'application AutK(A)-*lp(A), (f>-*(f>(e), se factorise par l'application canonique
AutK(A)-*AutK(A)/Fe et l'application AutK(A)/Fc->Ip(A). Ces trois applications sont
compatibles avec l'action de AutK(A) car AutK(A) opere sur AutK(/l)/Fe par

designant la classe de i//.

On dira que A est homogene si Ip(/1) est homogene sous AutK(A), c'est-a-dire, si

Proposition 5.13. Si U est homogene sous Fe alors A est homogene. •

Demonstration. Si Fe = AutK(A) l'affirmation se trivialise (Proposition 5.10). Si
Fe#Autx(/4) alors £/#{0} et il existe <peAutK(A) tel que <£(e)#e. Posons <f>(e) = ea et
soient 6eU,fsFe tel que f(a) = 8 . O n a ( / o <p)(e) = ee. D

Remarque 5.14. A est homogene si et seulement si AutK(A)/Fe -»Ip(/1) est bijective.
Dans ce cas, Fc est normal si et seulement si pour tout feFe la restriction a [/ est egale
a l'identite (Proposition 5.11).

Proposition 5.15. Soit A homogene. Si fe^AutK(X) les conditions suivantes sont
equivalentes:

(a) Fe est normal;
(b) pour tout feFe,ueUetveVona f(u) = u et f(v) = v + v' avec v'e AnnA(A).

Demonstration. L'implication b=>a resulte de la Remarque 5.14. Pour ce qui est de
la reciproque, de uv=f(uv) = uf(v) on deduit que f(v) = v + v' avec uv' = 0 c'est-a-dire que
v'U = {0}. II suffit done d'appliquer la Proposition 3.6. •

En general dans les algebres a idempotent et non associatives on ne sait pas
caracteriser celles qui sont homogenes. Pour les algebres BJF le probleme reste ouvert.

Nous avons cependant les resultats suivants:

Theoreme 5.16. Les conditions suivantes sont equivalentes:

(a) A est quasi-orthogonale;
(b) Pe est un sous-ensemble de Au\K{A);
(c) A est homogene et tout </» e A\xtK{A) se decompose de facon unique: 4> = <t>a°f avec

feFe.

Demonstration. Inequivalence aob decoule de la definition de quasi-orthogonalite et
de la Proposition 5.2. Quant a l'implication b=>c, elle resulte de Pe <=. AutK(A); puis, si
<j>eAutK(A), il suffit de poser /=(/>oT

1o0. La decomposition est unique car si 4>a°f=
<j>o°g, en appliquant l'identite sur e on obtient a = 6 et a fortiori f=g. Enfin, montrons
que c=>a: soit <reU; comme A est homogene il existe (f>eAutK(A) tel que <j)(e) = ea. Soit
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/ e F e tel que (j> = <t><J°f; on a (f>a = <l>of~1 done <pa est un automorphisme d'algebres
d'ou U2(UV) = {0} (Proposition 5.2). Ceci prouve que A est quasi-orthogonale. •

Proposition 5.17. Les conditions suivantes sont equivalentes:

(a) A est orthogonale;

(b) Pe est stable par ?involution AutK(A)-* AutK(A), (p-KJ)'1.

Demonstration. Ceci resulte de la Proposition 5.5 et du Theoreme 5.16. •

Theoreme 5.18. Les conditions suivantes sont equivalentes:
(a) A est fortement-orthogonale;
(b) Pe est un sous-groupe de AutK(A);

Dans ces conditions, I'application AutK(A)/Fe->Pe, [<£]-»#,,, <j>{e) = ea est bijective, Pe

est un sous-groupe normal et les groupes AutK(A)/Pe et Fe sont isomorphes.

Demonstration. Pour l'equivalence, il suffit d'appliquer le Corollaire 5.8. Pour ce qui
est du reste, comme A est homogene (Theoreme 5.16), I'application Aut K{A)/Fe -»Pe,

<f>a, (j>(e) = ea est bijective car elle est la composee des bijections AutK(A)/Fe -•
, W>]-4>(e) et lp(A)-*Pe, ea^<t>a (5.14). Enfin, soient <t>eAutK(A) et 4>esPe; il

existent feFe et (j>aePe tels que <f> = <paof (Theoreme 5.16). On a $°(l>g = <l>a°f°<f>e =
4>a

04>f(e)°f (Proposition 5.10); mais (/><,°4>fm = <t)f{8)°(t><' (Corollaire 5.8) d'ou <j>o<j)e =
4>f(6)°<j>', ceci prouve que Pe est normal et de ce fait que AutK(A) = PeFe (Theoreme 5.16)
d'ou l'somorphisme entre les groupes AutK(A)/Pe et Fe. •

6. Remarques sur les derivations

Nous ne pouvons qu'exprimer notre decouragement face au caractere presque
impenetrable de la structure des derivations d'une algebre BJF.

Neanmoins, nous presentons ici quelques resultats.
Si d.A^A est une derivation, de l'identite e2 = e on deduit que d(e)eU; si de plus,

d{e)=0 alors d(U)<=U et d{V)cV.

Proposition 6.1. Soit aeU. Les conditions suivantes sont equivalentes:

(a) <J2 = 0;

(b) 4>a — I est une derivation;

(c) CTGlnv(0J.

Et sous ces conditions 4>a est un automorphisme.

Demonstration. Que aoc est immediat. Or, b=>a car (<pa — l)(e)eU. Montrons que
a=>b; toutes les identites qui suivent sont justifies par les resultats de 3.3 et de 3.5.
Si (T2 = 0 alors (<pa-l)(e) = o, ^a-l){u) = 2au et {(j)a-l)(v)= ~2av. On a
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uy, de meme, (<pa - l)(v2) =
l)(v); enfin, (fa-l)(uv) = 2o(uv) =

— l). Done, <$>„ — I est une derivation. La derniere
affirmation est immediate. •

Proposition 6.2. Soit d une derivation et <f> = l + d. Si 4>ePe alors 4> est un automor-
phisme. La reciproque riest pas vraie.

Demonstration. Posons d{e) = a. On a (p(e) = e + a d'oii <p = ^>a avec <r2 = 0. II suffit
done d'appliquer 6.1. Pour ce qui est de la deuxieme affirmation, il est clair que l + d est
un automorphisme si et seulement si d(x)2=0 pour tout x. Soient A l'algebre BJF de
base {e,u,v',v} et de table e2 = e, eu = \u,u2 = v', les autres produits etant nuls et d:A->A
l'application lineaire definie par d(e) = d(u) = d(v') = 0, d(v) = v. Cette application est une
derivation et l+d est un automorphisme qui n'est pas une transformation de Peirce. •

Nous tenons a remercier vivement le Referee de sa lecture attentive de notre article
ainsi que de ses remarques tres pertinentes.
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