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(reçu le 21 août, I960) 

D. Hawkins [l] propose un modèle stochastique simple de 
la distribution des nombres p r e m i e r s . 31 construit un crible 
aléatoire analogue à celui d! Eratosthène. La règle pour obtenir 
une suite de nombres p remie r s aléatoires est la suivante: 2 est 
un nombre p remie r a léatoire , que nous désignerons par P J ; 
chaque ent ier plus grand que Pj est ensuite criblé avec proba
bili té 1/P^ d1 ê t re éliminé par le cr ible; si P2 est le p remie r 
ent ier plus grand que P^ qui n ' a pas été éliminé par le cr ible , 
on crible chaque nombre plus grand que p£ , qui n* a pas été 
éliminé par le crible à la p remière opération, avec probabilité 
1/P2 d ' ê t r e élimine; à la n ^ m e étape, si P n est le p remie r 
nombre plus grand que P n „ ^> qui n' a pas été éliminé par les 
n - i p r emiè re s opérations du crible, on crible chaque nombre 
plus grand que P n , qui n' a pas été éliminé par les n - 1 p r e 
m i è r e s opérations du cr ible , avec probabilité l / P n d' ê t re é l i 
miné. On obtient ainsi une suite { P n } n = 1, 2, 3, . . . de 
nombres p remie r s a léa toi res . 

Soit P(n) la probabilité que n ne soit pas criblé (que n 
soit un nombre p remie r aléatoire) et soit "^(x) lf espérance 
mathématique du nombre de nombres p r emie r s a léatoires 
infér ieurs ou égaux à x, a lors 

(D TT ( X ) = S . [ X ] P(j) . 
a j = £ 

Dans ce t ravai l , nous allons prouver le théorème suivant. 
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TT (x) = x / l O g X + (1 - B ) x / l O g X + . . . 
a 

+ ( n - 1)1 (i - B + B 2 /2 I + . . . + ( - l ) n " 1 B n = " 1 / ( n - l ) ! ) x / l o g
n x 

+ o(x/log x), 

où. B est constante 1 . 

Il es t in téressant de r emarque r que si TT(X) désigne le 
nombre de nombres p r e m i e r s infér ieurs ou égaux à x a lo rs 

ir(x) - ir (x) — — . 
a log^x 

Pour prouver le théorème, nous allons u t i l i se r le résul ta t 
suivant [ l ] . Si gn = l / P ( n ) , a lo rs 

{2) ^t-^—hr n = 2'3 

n - —-
g n 

LEMME: 

(3) g ^ l o g n + B + 0 ( i / n ) . 

Preuve . Soit g = 2 . 1/j + c(n). Substituant dans (2), 
. . . n i = 1 

on obtient 
1 i 

c(n + 1) - c(n) + n + 1 1 
n - — 

g n 
Comme g = 1 et g > g n = 2, 3, . . . 

ù n + 1 n 
1 1 1 

1/n - - < c(n + 1) - c(n) < n + 1 n - 1 n + 1 

0 < c(n) - c(2) = S * " 4 (c(j + 1) - c(j)) < 2 n " / ± 

Soit 
c = c(2) + S.°° {c(j+ 1) - c(j)). 

3 -& 

L.a valeur de B, qui est 1. 24004 . . . , a été calculée par Serge 
Dubuc à l1 aide du calculateur LGP-30 de l1 Universi té de Montréal . 
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Alors 

0 < c » c(n)=2.°° (c(j+ 1) - c( j))<i: .0 0 — ^ — = 0{l /n ) . 

La relation bien connue 2 , 1/j = log n + y + 0 ( l / n ) nous 

permet d' écr i re 

g = log n + y + c + 0 ( l / n ) . 
n 

On obtient le lemme en choisissant B = c + y. 

Preuve du théorème. De (1) et (3), on obtient 

( 4 ) ^ ^ l i o g j + B + oa/ j ) -

En remplaçant la somme (4) par une intégrale, on obtient 

\ W " I l o g t + B + 0 ( l / t ) + 0 { 1 ) '2 
"x 

d t + o(i) 
4 / 2 l 0 ^ t ( 1 + log t } 

= s n - l j /"X (B jL2(iZt)£ d t 
J = ° A logJ+ 1 t 

+ fX 0 ( (B + Od/t))n 

A I o g n + 1 t 

* (x) = Sn - 1 (-i)J Bj f" — ^ - + [X 0( — i - ) dt 
j=0 A io^+1t A t l o g t 

+/X°(r^~)dt-
^2 log t 

Un simple calcul nous donne finalement 

r x 
(5) ir (x) = ZT ; (-1)J BJ / ? T — + o( — ^ — ). 

J = ° A log J + 1 t lognx 

n - 1 j j / " dt , x 
ir (x) = S . ^ (-1) B 
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r * 
En i n t é g r a n t / — p a r p a r t i e s n - j - 1 fo i s , on ob t ien t 

Jz log3 t 
/ at x . x 

(6) / — = — + j . + 1 + . . •. 
v/2 log t log x log x 

+ j ( j + 1) . . . (n . - 1) X
n + o( X

n ) . 
log x log x 

De (5) e t (6), en g roupan t l e s t e r m e s , on ob t ien t 

ir (x) = T ^ — + (1 - B) ——— + . . • 
a log x , 2 

log x 

+ ( n - 1)1(1 - B + — + . . . + ( - l ) * " 1 ^ — ) — ^ — 
21 (n - 1)1 , n 

log x 
+ o( ). 

n 
log x 
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