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SUR QϋELQUES COMBINAISONS LINEAIRES

EXCEPTIONNELLES AU SENS

DE NEVANLINNA, V.

NOBUSHIGE TODA

1. Introduction

Soit / = (/o,/i, •,/») in ;> 1) un systeme transcendant dans le plan
\z\ < o o ; c'est-a-dire, les fonctions fo,- ,fn sont entieres sans zeros
communs a toutes et

i m c o ,
r-oo log T

oύ T(r,f) est la fonction caracteristique definie par Cartan ([1]):

Γ(r, /) = i Γ max log |//re")| cW - max log |//0)| .

Soit

ί1 = θ̂/θ + + βn/n (^ 0)

une combinaison lineaire de /0, ,/n, homogene a coefficients constants.
On dit que la combinaison F est

1) lacunaire si elle n'admet pas de zero dans \z\ < oo
2) exceptionnelle au sens de Picard si elle n'admet qu'un nombre

fini de zeros dans \z\ < oo
3) exceptionnelle au sens de Nevanlinna si

δ(F) = 1 - lim sup N ( r > 0 ? F ) > 0 .

On note que 1) φ 2) φ 3) et 0 ^ δ(F) ^ 1.

Soient X un ensemble de combinaisons (^0) lineaires de /<,, •• ,/n>

homogenes a coefficients constants et lineairement independantes n + 1
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38 NOBUSHIGE TODA

a n + 1 et λ le nombre maximum de relations lineaires, homogenes a

coefficients constants et independantes sur C entre les fonctions /0, ,

fn. Ici, C signifie le corps de nombre complexe. On note que 0 <̂  λ <̂

n- 1.

On cherche quelques relations entre le nombre de combinaisons ex-

ceptionnelles dans X et le nombre "λ".

D'apres le theoreme fundamental de Cartan ([1]), on sait que s'il y

a n + 2 combinaisons F19 ,Fn+ι, G dans X telles que

n + l

δ(G) + Σ S(Ft) > n + 1 ,
i-i

alors, λ^l (voir Lemme 2). Recemment, on a demontre que, si n — 1

combinaisons quelconque dans {FJJ+ί sont lineairement independantes de

plus, alors λ = 1 et il y a une dans {F^Jίί qui est proportionnelle a G

([8], Th. BO. C'est une reponse positive pour la conjecture dΌzawa ([5])

et de Noguchi ([4]).

Dans ce memoire, on demontre

"S'il y a n + μ + 1 combinaisons F19 , Fn+19 Gιy , Gμ (1 <̂  μ ̂  n — 1)

dans X telles que

<5(Gv) + Σ δ(Ft) > n + 1 (/ = 1, , μ) ,

alors 1^ μJr (voir Lemme 8),

et, en utilisant cela, on generalise les Theoremes B ; et D' dans [8].

La generalisation du Theoreme D7 (voir Th. 2) est peut-etre un point final

parti d?un theoreme de Niino et Ozawa ([3], Th. 3).

On utilise les symboles usuels de la theorie de Nevanlinna ([2]).

2. Preliminaires

1. Soient /, X et λ comme dans Γintroduction. D'abord, on note

que le nombre maximum de relations lineaires, homogenes a coefficients

constants et lineairement independantes sur C entre n + l combinaisons

quelconque de X est egal a λ. Soient f\, •• , F n + 1 n + l combinaisons

quelconque dans Z, alors i l y a n + 1 — λ combinaisons lineairement

independantes sur C dans {F$Z\ (soient g19 ,gn+1_λ) telles que tous les

elements dans X sont representes par glf , gn+ϊ_λ a coefficients con-

stants :
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COMBINAISONS LINEAIRES EXCEPTIONNELLES 39

F = aFιgx + + oίFn+1_λgn+1_λ (F e X9 aFi e C) .

Evidemment, g = (gl9 , gn+ι_λ) est un systeme transcendant dans \z\ < oo.

On dit que telles glf ,^n+i_A forment une base de X.

On donne quelques lemmes qui seront utilises apres.

LEMME 1. Soίent H19 -,Hk (2 <̂  fc <£ n + 1) fc combinaisons quel-

conque dans X. Alors,

m(r9 \\HU , £ΓfcIl/H, . . . Hk) = 0 (log rΓ(r, /)) (r->oo, r 6 £0 ,

oώ HJBΓi, ,£f*|| sίgnifie le wronskian de H19 ,Hk et E est un ensemble

de r de mesure lineaire finie.

Une demonstration de ce lemme est contenue dans celle du theoreme

fundamental de Cartan ([1]).

LEMME 2. Quand λ = 0, Σ δ(F) ̂  n + 1 ([1]).
Fex

LEMME 3. \T(χ, f) - T(r, g)\ < 0 (1).

C'est trivial d'apres les definitions de T(χ9 / ) , T(χ,g) et g.

LEMME 4. SHI y a λ + 1 combinaisons dans X tous les rapports

entre lesquelles sont constants, on a

Σ d(F) ^n + λ + 1 ([6], Th. 6) .
Fex

LEMME 5. SHI y a 2n combinaisons F19 , F2n dans X telles que

d(Fn+1+j) + ΣδiFt) >n + l (j = 1, ...,w - 1)
i = l

eί si ^ = n — 1, αίors les combinaisons F19 , F 2 w sβ repartίssent en

deux classes jouissant les proprietes suίvantes:

1) Chaque classe contient n combinaisons.

2) Tous les rapports entre deux elements quelconque dans une meme

classe sont des constantes. ([8], Lemme 6).

2. Soit X° un sous-ensemble quelconque de X — {g19 ,^n +i_J. On

introduit une relation equivalente dans X°.

DEFINITION 1. i) X° a H19 H29 Hό = " Σ ' ^ U Λ 0' = 1,2),

Hx « Jϊ2 ̂  il y a un ΐ0 telque alίo Φ 0, α2ίo Φ 0.
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40 NOBUSHIGE TODA

ii) Z° 3 F, G,

F -G&F π G, ou il existent Hl9^-9HS dans Z° telles que F « H19

Hλ » H2f , Jϊ s « (?.

PROPOSITION 1. Lα relation " ~ " esί tme relation equivalente dans

C'est trivial par definition.

On classifie Z° par cette relation equivalente. Soit

DEFINITION 2.

A t = {#* 5 il y a a u moins une F dans Z? telle que aFi ψ 0},

Ao = {Λ}?:ί-2 - U A,,

^ = le nombre d'elements dans Ae {£ = 0,1, ,p).

Par definition, on obtient, tout de suite, la proposition suivante.

PROPOSITION 2. i) AH Π AH = ^ ( x̂ =£ ^2)

ii) Σ ^ = w + 1 - λ.

3. Lemme fondamental

Soient /, Z et Λ comme precedent. Maintenant supposons qu'il y

ait n + μ + 1 (1 <i μ<*n — ΐ) combinations Fίf , F n + / l + 1 dans Z telles

que

On note que λ ^ 1 d'apres le Lemme 2. On peut supposer que Flf ,

Fn+i-x forment une base de Z . On utilise {Fl9 ,F n + 1 ^} au lieu de

{91, --,Qn+i-x) dans §2. Representons Fn+2_λ, •,F n + / ί + 1 par Fl9 . . . ,

F n + 1 _ , + f c = α^Fx + + akn+ι^Fn+1^ (k = 1, - --,λ + μ) ( 2 )

PROPOSITION 3. P o ^ r chaque k9 il y a au moins un coefficient qui

est egal a zero.

Demonstration. Si tous les coefficient akl9 ••-,akn+1_λ sont differents

de zero, on peut appliquer le Lemme 2 a F = (F19 •• , F n + 1 _ ; ) et 1 =
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COMBINAISONS LINEAIRES EXCEPTIONNELLES 4 1

{F» •••,Fn+ι-χ,Fn+I_1+t}. On obtient 1'inegalite

i = l

d'apres le Lemme 3. C'est contraire a (1).

Ici, on applique la discussion dans §2-2 a Y° = {Fn+1_i+k}kml et Yj =

Y° U {Fn+ι+i} U = 1, -.,//) en utilisant {F1? . ,Fn+1_,} au lieu de {&, ,

ffn+i-*}. Soient

Bi^iF. YίsF telle que αF1 =£ 0} U - 1, ,P,; J = 0, . ,^) ,

Bt = {Fβ:}-* - (!) Bi
ei

oύ ^ ^ est le coefficient de Ft (1 <£ ί ^ n + 1 — l̂) quand on represente F

par F 1 ? •• , F n + 1 _ i .

De plus, soient

vj = le nombre d'elements dans B{ (J, = 0, , Pj j = 0, , μ).

D'apres la Proposition 2, on a

B£ n Bi = ^ (A ^ ^)

et

/ = w + l - ί 0" = l , •••,/!). ( 3 )

L E M M E 6. v{ ^ n — λ (£ = 0, . , Pj y = 0, , μ).

Demonstration. P a r definition,

v{ ^ n — λ

pour chaque j . On demontre quand j = 1. Supposons qu'il y ait un

^ ( ^ 1) tel que

Alors, Px = 1, Y\ = Y1, Bl = {Fx, ,F n + 1 ^} et βj = φ. Par consequent,

ΰ =z l,v\=: n + 1 — λ. On utilise les representations (2). Dans ce cas,,

pour simplifier, on met

(fc = 1, • , J + 1) . ( 2 )
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42 NOBUSHIGE TODA

On note que, grace a la Proposition 3, il y a au moins un coefficient

egal a zero pour chaque k.

I. Comme v\ = n + 1 — λ, il y a au moins une combinaison dans

{H19 •• ,Hjl+1} telle que le nombre de coefficients differents de zero a (2)

est au moins deux. On peut supposer que H1 est telle combinaison.

Soient

αiίCDx Φ 0, - ,a1H1)mi Φ 0

aH = 0 (iφ i(ΐ)19 , i(l)mι) (2 ^ m1 ^ n - λ) .

C'est-a-dire,

Hx = α : m i ) l F ί ( 1 ) l + . . . + αi i ( i ) m iF ΐ ( 1 ) ϊ Λ i ( 4 )

Alors, de (4), on obtient

αi<α)/ία)» = ^iΛm/Λ (m = 1, - , mx) ( 5 )

oύ

Δι = | | F ί ( 1 ) l , , F i ( 1 ) ) J | / F ί ( 1 ) l Fia)mi

et

WF m , * « ' F m %HΛ%F4m •• , F m I

De (5), on a Γinegalite

- - Fί(1)mi

)g | F 4 | ̂  log \HX\ + log+

II . Parce que

mi

Σ
m = l

Σlog+ |Jf| + 0(1) (6)

et

v\ = ft + 1 — Λ ,

il y a une combinaison Hfc dans {H2, ,ίί^+1} et un i tels que

H,^ Hk , au = 0 et αrfcί Φ 0 .

On peut supposer que Hk = H2.

Soient
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COMBINAISONS LINEAIRES EXCEPTIONNELLES 43

et

oύ

{i aH = 0, au Φ 0} = {i(2)lf , i(2)mJ ,

J 2 = \\H2,Fi{2)l, ,Fii2)mi\\/H2Fi(2)l F< ( a )

H2Fi(2)1 Fi(2)m_1F2Fi(2)m+1 Fia)m

F2= - Σ <*2iFi = -Hi + Σi + Σ

Parce que iϊi « i?2 et {i α u ^ 0, <

( 7 )

Alors, on obtient

De (8), on a Γinegalite

(m = 1, m 2 ) .

max log+

et de (7),

log \Ft\ £ max log 1̂ 1 + 0(1) ^ max log | ί\ | + 0(1).
Q ΦO

max log \Fi\ ^ log IHJ + log+
log+

Σ log+ \Δf I + 0(1) ,

( 8 )

+ Σ l o g Ί 4 Ί + O(l) ( 9 )

(10)

De plus, on a

mx + m2 ^ ^ — ^ . (11)

En effet, si mx + m2 = n + 1 - λ, de (6), (9) et (10), on a

iog+ W

de sorte qu'en integrant a regard de θ, on obtient Γinegalite suivante

d'apres les Lemmes 1 et 3 :

Γ(r, /) ^ N(r, 0, ίίi) + m{χ, I/A,)

+ |]m(r,Jr) + 0(1)

mi

Σ
m=l
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44 NOBUSHIGE TODA

oil Sir) = O (log rT(r, /)) (r-*co,reE).

Parce que Hk = Fn+1_χ+k,

m(r, 1/Δk) = tf(r, J t ) + m(r, Δk) - N(r, 1/Δk) + 0(1) , (Λ = 1,2)

N(r, Δ2) ̂  Σ^iT, 0, FtmJ + N(r, 0, H2)

et

En consequence, on a

qui est contraire a (1). Cela veut dire que

{Ft ;aH*0 ou a2ί Φ 0} Q

III. Comme v\ — n + 1 — λ, il y a au moins une iϊ^ dans {i?3, , Hλ+1}

et un i (1 ^ i ^ ^ + 1 — λ) tels que

Hx « i ϊ , ou iϊ 2 « i?,

et

% — 0 , a2i = 0 , α î f̂c 0 .

On peut supposer que Hj — H3. Soient

{ί au = 0, α2ί = 0, α3ί ^ 0} = {i(S)19 - , i(3)ms} ,

Am _ * ' ' > ^ ( 3 ) T O 8 1

oύ

H3Fi(3)± Fi(3)m_1F3Fii3)m+ι Fi(β)vi9

0

Parce que ί^ « ^ ou H2
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Alors, on a

et de cela, on a
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- \<x2i\ Φ 0} Φ φ et Fz =£ 0 .

7

ZΔ™I J 3 (m = 1, , m3)

45

et

max log |Fi| ^ log |F 3 | + log+

^ max log|F t |
O O

Des inegalites (6), (9), (10), (12) et (13), on a

log+ |4ml + 0(1) (12)

(13)

max log |F« | ^ log |ff, | + £ log+ + Σ Σ log+ |4?| + 0(1) . (14)

En utilisant cette inegalite, d'apres Γhypothese (1), on a

m1 + m2 + m2^n — λ

comme dans II, (8). C'est-a-dire,

{Ft ;aHΦθ ou a2i Φ 0 ou a3i Φ 0} Q {F^ίl'* .

De la meme maniere, on obtient

{F, aH Φ 0 ou ou aqi Φ 0} Q { F ^ 1 ^ (q = 1,2, . fλ + 1) .

IV. D'autre part , comme

{Ft aH ΦO}Q {F, aH Φ 0 ou a2ί Φ 0} £ . - Q [Ft aH Φ 0 ou . . .

ou αfαΐ ^ 0} £ C {Fttfi1-*

et Γensemble {F$tl~λ est fini, il faut qu'il y ait un t (<̂  λ + 1) tel que

{F* aH Φ 0 ou ou aH Φ 0} = {FJ^-^ .

Dans ce cas, comme (14), on obtient Γinegalite

max loglF^l^r max logjF^I

1
^ log |ff, I + Σ Σ iog+ MΓI + 0(1).
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46 NOBUSHIGE TODA

De cette inegalite, on a, comme dans II,

T(r, f) ^ W + Ϊ Γ N(r9 0, Fd + Sir) ,

oϋ S{r) = 0 (logrΓ(r,/)) (r->oo,rgβ).
Par consequent, on obtient Γinegalite

n+l-λ+t

Σ WJ ^n + t-λ,

qui est contraire a (1). Cela veut dire qu'il faut

v\ ̂  n - λ

pour ί — 1, ,px.
De la meme maniere, on obtient

pour i = 1, -- ,Pj,j = 2, •• ,i«.

On peut supposer que Fn+1+j appartiennent a Γf sans restriction de

generalite 0' = 1> > μ)

LEMME 7. i) Quand v°Q = 0, po^r chaque j ( = 1, .. , μ), il existent
un £ij,l) tel que

et un £tf,2) tel que

B°tUA n B{ = φ .

ii) Quand v°0 > 0,

B°Q c βf

eί iί a un £ij) tel que

BJ ( y ) Π Bί = ^ O' = l , ,j") .

Demonstration, i) Comme

il y a au moins un £(j,l) tel que

B°HjA) n
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Alors, par definition,

tun *— χi

et on a

B°iUM c 5/ .

Et puis, si

B°e c B{

pour ^ = 1, , pp alors

vl = n + l — λ .

C'est contraire au Lemme 6. Cela veut dire qu'il y a un £(j,2) tel que

ii) On peut supposer que B°Q = {Fx, , Fpo}. Pour tous les elements dans

U ?̂> les coefficients de Fl9 , Fvo sont tous egals a zero par definition.

En consequence quand on represente Fn+1+j par Fu •• , F n + 1 _ i , les coeffi-

cients de Fl9 , Fvo sont diffέrents de zero. En effet, s'il y en a un

qui est egal a zero (soit le coefficient de F1 egal a zero, par exemple), le

nombre de relations lineaires, homogenes a coefficients constants et in-

dependantes entre n + 1 combinaisons F 2, -9Fn+ιyFn+ι+j devient λ + 1,

qui est contraire a la definition de λ. Cela veut dire que

Bl c Bί .

Si, pour chaque £ ( = 1, ,po)>

B] ΠBiΦφ,

alors,

Γ? C Y{

et

β? c β{ .

Par consequent,

\J\JB]<zB{ et vl =
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48 NOBUSHIGE TODA

qui est contraire au Lemme 6. C'est-a-dire, il y a un £(j) tel que

LEMME 8. SHI y a n + μ + 1 eombίnaίsons {Fl9 , Fn+μ+1} (1 <g μ <Ξ

— 1) dans X ίeίίes

3(F n + 1 +,) + Σ W > w + 1 tf = 1, ,Aθ , ( 1 )
ΐ = l

aίors, λ^> μ.

Demonstration. On applique le Lemme 7 au

Γ> - {F19 , F n + 1 > Fn+1+j} 0' - 1, , μ) .

C'est possible d'apres Γhypothese (1). Pour chaque j> il y a au moins

une classe B°Hj) telle que, quand on represente Fn+ι+j par F19 -*',Fn+1_λ,

tous les coefficients d'elements dans B°Hj) sont egals a zero.

1) Le cas vl = 0. Quand on represente F B + 1 - i + ί (fc = 1, ,X) par

Fi, ,Fn+ι_λ, pour chaque fc, il y a p0 - 1 classes B°i{k)l, ,β?(fc)po_1 telles

que tous les coefficients d'elements dans U B°iik)m sont egal a zero. Par

consequent, en considerant que le nombre maximum de relations lineaires,

homogenes a coefficients constants et lineairement independantes entre

n + 1 elements quelconque dans X est λ, il faut que

C'est-a-dire, on a

2) L e c a s v°0 > 0. Q u a n d o n r e p r e s e n t e Fn+ι_λ+k (k = 1, ,Λ) p a r

Fi,' ,Fn+i-z> il y a p 0 classes B°Q,B°£Wί, . ^B]{k)vQ_x telles que tous les

("Po-l \

U-B?(fc)Λ)
 s o n t έgals a zero pour chaque

771 = 1 /

k. Par consequent, comme 1) il faut que

μ + poλ ̂  (p0 + ΐ)λ .

C'est-a-dire, on a

https://doi.org/10.1017/S0027763000017700 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000017700


COMBINAISONS LINEAIRES EXCEPTIONNELLES 49

4. Theoremes

Soient /, X et λ comme precedent. Dans ce paragraphe, on donne
deux theoremes et quelques applications.

THEOREME 1. SHI yan + μ + l(l<^μ<^n — 2) combinaisons Fu ,

Fn+μ+i dans X telles que
1) n — μ combinaisons quelconque dans {F$Zl sont lineaίrement

independantes sur C et

2) δ(Fn+1+j) + Σ δ(Fύ > H l ( ί i = l, ,/ι),

alors,

i) λ = μ,
ii) il y a une combinaisons Fu dans {F$tl telle que Fu,Fn+2, •••,

Fn+μ+i s o n t proportionnelles aux unes aux autres,

iii) pour F quelconque dans X — {f\, ,Fn+μ+1},

δ(F)

iv) Σ
/ex

Demonstration. On utilise les memes notations dans § 3. i) D'apres
Γhypothese 1), ι>\ ^ n — μ et en vertu du Lemme 6, v\ ̂  n — λ. Par
consequent, on a

D'autre part, grace au Lemme 8, hypothese 2) entraine que

λ^ μ .

C'est-a-dire, on a λ = μ.

ii) L'hypothese 1) et i) entrainent que

De plus, comme

il faut que

p0 = 1 , vl = n — λ et VQ = 1 .
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50 NOBUSHIGE TODA

Soit B°Q — {Fio}. Alors, en appliquant le Lemme 7, ii), on a

Fn+1+j = a j F i o (j = 1 , • • - , / * ) .

iii) S'il y a une F o dans X — {Fx, ,Fn+μ+ι} telle que

en considerant Γhypothese 2), on a λ ^ μ + 1 d'apres le Lemme 8. C'est

contraire a i).

iv) D'apres ii), en appliquant le Lemme 4, on a la conclusion tout de

suite.

THEOREME 2. S'ίl y a 2n combinaίsons {F^fLi dans X telles que

i) >n + l 0' = 1, ,rc - 1) ,

alors, {Fi}fίχ se repartissent en deux classes jouissants les proprietέs

suivantes:

i) Chaque classe contient n combίnaisons.

ii) Tous les rapports entre deux elements quelconque dans une meme

classe sont des constantes.

Demonstration, f etant trancendant, Γhypothese entraίne que

d'apres le Lemme 8. Par consequent, on a ce theoreme tout de suite

du Lemme 5.

N.B. 1) Au theoreme 1, quand μ = 1, on a le Theoreme ΈΓ dans

[8]. 2) Le Theoreme 2 est une amelioration du Theoreme C7 dans [7].

COROLLAIRE 1. i) S'il y a une combinaison exceptionnelle au sens

de Picard (ou lacunaire) dans {Fn+1+j}
μ

J=1 au Theoreme 1, il y en a μ +1

dans {Fi}^+1.

ii) S'il y a une combinaison exceptionnelle au sens de Picard (ou lacunaire)

dans {Fi}fli au Theoreme 2, il y en a n — 1 en outre.

COROLLAIRE 2. Soient F19 - -9Fn+k+2 n + λ + 2 combinaisons quel-

conque dans X. Alors, on a

n+λ + 2

^ n + λ + 1 .
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En effet, si

on a
n+l

>n

Cela veut dire que λ ̂ > λ + 1 d'apres le Lemme 8, qui est absurde.

COROLLAIRE 3. II y a au plus n + λ + 1 combinaisons exceptionnelles

au sens de Picard dans X.

Finalement, on donne un exemple.

EXEMPLE. Soiental9 ,an + μ + 1 (l<^μ^n — l)n + μ + l valeurscom-
plexes finies et distinctes. On met

n μ rc-1

= ez Π (W — aί) + Π (W — an + l + j) Σ
ΐ = l ί = 0 Λ = l

oύ

f[ (ak - α n + 1 + i ) . π ( α Λ - αTO)
j=0 m=l

Dans cette situation, soient

J (i = 1, ,n + μ + 1)

Alors, / est transcendant et {FJ^ + 1 satisfont les hypotheses du
Theoreme 1 (μ^.n — 2) ou du Theoreme 2 (μ = n — 1).
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