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SUR QUELQUES COMBINAISONS LINEAIRES
EXCEPTIONNELLES AU SENS
DE NEVANLINNA, V.

NOBUSHIGE TODA

1. Introduction

Soit f = (fos Sf1, +++» ) (@ = 1) un systéeme transcendant dans le plan
[2] < oo; c’est-d-dire, les fonctions f, -.-,f, sont entiéres sans zéros
communs a toutes et

lim ——-——T(T’ J) = oo
r== log 7

ou T(r, f) est la fonction caractéristique définie par Cartan ([1]):
T, f) = 1 fﬂ max log | f,(re®’)| df — maxlog|f,(0)] .
2r Jo ogisn 05jsn
Soit

F=a’0f0+"'+a'nfn (5_t0)

une combinaison linéaire de f,, - --,f,, homogene & coefficients constants.
On dit que la combinaison F' est

1) lacunaire si elle n’admet pas de zéro dans |z] < oo ;

2) exceptionnelle au sens de Picard si elle n’admet qu’un nombre
fini de zéros dans |z| < oo}

3) exceptionnelle au sens de Nevanlinna si

3(F) = 1 — lim sup Y0 F) ~ o

e T("" f)

On note que 1)=>2)>3) et 0 < 6(F) £ 1.
Soient X un ensemble de combinaisons (#0) linéaires de fy, -+, [n»
homogénes & coefficients constants et linéairement indépendantes » + 1

Received February 4, 1976.
37

https://doi.org/10.1017/50027763000017700 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000017700

38 NOBUSHIGE TODA

by by

a n+1et 2 le nombre maximum de relations linéaires, homogénes a
coefficients constants et indépendantes sur C entre les fonctions f, -,
frn. Ici, C signifie le corps de nombre complexe. On note que 0 <1<
n— 1.

On cherche quelques relations entre le nombre de combinaisons ex-
ceptionnelles dans X et le nombre “2”.

D’apreés le théoréme fondamental de Cartan ([1]), on sait que s’il y
a n -+ 2 combinaisons F,, ---,F,,,, G dans X telles que

AG) + X oF) >+ 1,

alors, 21=>1 (voir Lemme 2). Récemment, on a démontré que, si n —1
combinaisons quelconque dans {F ;! sont linéairement indépendantes de
plus, alors 2=1 et il y a une dans {F;}7#! qui est proportionnelle a G
([81, Th. B). C’est une réponse positive pour la conjecture d’Ozawa ([5])
et de Noguchi ([4]).

Dans ce mémoire, on démontre

“S’ily a n + ¢+ 1 combinaisons F,, .-+, F,,,, Gy, -+, G, A2 p=n—-1)
dans X telles que

a@g+§pm»>n+1 G=1,-, ),

alors 1 = p.” (voir Lemme B),
et, en utilisant cela, on généralise les Théorémes B’ et D’ dans [8].
La généralisation du Théoreme D’ (voir Th. 2) est peut-étre un point final
parti d’un théoréme de Niino et Ozawa ([3], Th. 3).

On utilise les symboles usuels de la théorie de Nevanlinna ([2]).

2. Préliminaires

1. Soient f, X et 1 comme dans l’introduction. D’abord, on note

que le nombre maximum de relations linéaires, homogénes a coefficients
constants et linéairement indépendantes sur C entre % -+ 1 combinaisons

quelconque de X est égal a 2. Soient F,--.,F,,; n 4+ 1 combinaisons
quelconque dans X, alors il y a n + 1 — 2 combinaisons linéairement
indépendantes sur C dans {F};2} (soient g,, ---, g,.1_») telles que tous les
éléments dans X sont représentés par ¢, ---, gp... & coefficients con-
stants:
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COMBINAISONS LINEAIRES EXCEPTIONNELLES 39

F=apng+ - + Wppi119ns12 FeX, apnel).

Evidemment, g =(gy, - - -+, gn.1-) est un systéme transcendant dans |z| < co.
On dit que telles ¢,, -+, gn.1, forment une base de X.
On donne quelques lemmes qui seront utilisés apreés.

LEMME 1. Soient H,---,H, Q< k<n+ 1) k combinaisons quel-
conque dans X. Alors,

m(r,|Hy, -+, H ||/H, - -« Hy) = O (log rT(r, f)) (r—oo,r¢K),

oun ||Hy, - -, H,|| signifie le wronskian de H,, ---,H, et E est un ensemble
de r de mesure linéaire finie.

Une démonstration de ce lemme est contenue dans celle du théoréme
fondamental de Cartan ([1]).

LEMME 2. Quand 2=0, 2, 6(F) = n+1 ([1D.

LEMME 3. |T(r,f) — T(r,9)| < O ().
C’est trivial d’aprés les définitions de T'(r, f), T(r, g) et g.

LEMME 4. S’ y a 2+ 1 combinaisons dans X tous les rapports
entre lesquelles sont constants, on a

2. 0F)=n+2+1  ([6], Th.6).

FeXx

LEMME 5. S’ y o 2n combinaisons F,, -, F,, dans X telles que
n+l
B(Fn+1+1)+§5(Fi)>n+1 (j:]_,...,n_l)

et st 2 =mn—1, alors les combinaisons F,,---,F,, se repartissent en
deux classes jouissant les propriétés suivantes:

1) Chaque classe contient n combinaisons.

2) Tous les rapports entre deux éléments quelconque dans une méme
classe sont des constantes. ([8], Lemme 6).

2. Soit X’ un sous-ensemble quelconque de X — {9}, - -+, gny1-z}. On
introduit une relation equivalente dans X°.

+1-2

DEFINITION 1. i) XsH,H,H,= >, a0 (G =1,2),
i=1
H, = H,5il y a un 1, telque ay;, # 0, o, # 0.
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40 NOBUSHIGE TODA

ii) X°sF,G,
F~G&F =G, ou il existent H,, -+, H, dans X° telles que F =~ H,,
H ~H,-.---,H, =G.

PROPOSITION 1. La relation “~" est une relation équivalente dans
X

C’est trivial par définition.
On classifie X° par cette relation équivalente. Soit

X = (X3, X3} (Aspsn+1-2.

DEFINITION 2.
A, ={g;;il y a au moins une F dans X} telle que az; = 0},
p
A= {9.}p217% — ‘:L=J1 A,
v, = le nombre d’éléments dans A, (4 = 0,1, ...,Dp).
Par définition, on obtient, tout de suite, la proposition suivante.

ProPOSITION 2. i) A, N A, =¢ (4 + 4.
i) Sy=n+1—2
£=0

3. Lemme fondamental

Soient f, X et 1 comme précédent. Maintenant supposons qu’il y
ait n 4+ p+1 A =< p<n—1) combinations Fy, ---,F,,,,, dans X telles
que

Frna) + 50F) >0+l G=10ep) (1)

On note que 1 =1 d’apres le Lemme 2. On peut supposer que F,,---,
F,.1.; forment une base de X. On utilise {F,, ..., F,,,_;} au lieu de
{gn vy, gn+1—1} dans §2 Représentons Fn+2—2, A} Fn+.u+1 par FI’ Tty
Foa:

Fopwe=0auly 4+ - + “kn+1—an+1-z k=1,.--,2+ /l) (2)

PROPOSITION 3. Pour chaque k, il y o au moins un coefficient qus
est égal d zéro.

Démonstration. Si tous les coefficient a4, - - -, @yn.1; sont différents
de zéro, on peut appliquer le Lemme 2 3 F = Fy oo Fppy) et X =
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{Fyy ooy Froions Frpioin}-  On obtient 1’'inégalité
n+l-2
5(Fn+1—l+k) + Z_; 5(Fi) é n + 1 — 2

d’aprés le Lemme 3. C’est contraire a (1).

Ici, on applique la discussion dans §2-2 & Y = {F,,;_;.1}ie1 €8 Y=
YU{F .4 G=1,.-+,) en utilisant {F,, --.,F,,,_;} au lieu de {g,, ---,
Ons1-a}. Soient

Y’/~={Y{,'°'»Y{,,} (j=0"":ﬂ),
B ={F;; Y{a F telle que az; # 0} C=1---,0;57=0,---, 9,
Py
Bf = {F}{xi™* — lL=JlBZ
oll ay; est le coefficient de F; 1 <7< n + 1 — 1) quand on représente F'
par Fl’ *e ‘;Fn+1._z-
De plus, soient

v} = le nombre d’éléments dans B{ (¢ =0, ---,p;;7 =0, ---, p.
D’apreés la Proposition 2, on a

B;; n ng = ¢ (gl * gz)
et

D,
vi=n+1-—2 G=1,---,p. (3)

=0
LEMME 6. v/<n—2(¢=0,---,0;;7=0,---,p).
Démonstration. Par définition,
i< n—2

pour chaque j. On démontre quand j = 1. Supposons qu’il y ait un
¢ (= 1) tel que

vi>n—2A.

Alors, p, =1, Yi=Y,Bi={F,,---,F,,,_;} et By=¢. Par conséquent,
{=1,t=n+1— 2 On utilise les représentations (2). Dans ce cas,
pour simplifier, on met
ch=F'n+1—2+k (k=1,"',z+1)9
Hk=ak1F1+ +0‘kn+1-an+1-x (k=1;"‘,2+1)- (2)

https://doi.org/10.1017/50027763000017700 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000017700

42 NOBUSHIGE TODA
On note que, grace a la Proposition 3, il y a au moins un coefficient
égal & zéro pour chaque k.

I. Comme »i =% + 1 — 2, il y a au moins une combinaison dans
{H,, ---,H,,;} telle que le nombre de coefficients différents de zéro a (2)
est au moins deux. On peut supposer que H, est telle combinaison.
Soient

U3y, F 0, -- 9 X141y +0
Ay = 0 (i 7& i(l)n b '37:(1)7721) (2 g ml § n — '2) .

C’est-a-dire,
H, = a0, Fig, + * + @gnFiom (4)
Alors, de (4), on obtient
iy iy, = Hy A7 4, m=1,---,m) (5)

4, = Hme Tty Fi(1>m1H/Fi(l)1 e me,
et

A;n — ”Fi(l)l’ ° ',Fi(l)m_ly Hl’ Fi(l)m.(_,’ .t ',Fz‘(l)m”
an e Fv:a)m_lHlF o Fz‘mm

iWmt1

De (5), on a l'inégalité

max log |F;| < log |H,| + log*

a3 #0

+ Slog” 14pl + 0 (6)

m=

1

II. Parce que
{Fi5 o0 # 0 S A, -+, oy}
et
vi=n+1-—2,
il y a une combinaison H, dans {H,, ---,H,,,} et un ¢ tels que
H ~H,, a; =0 et ay #0.

On peut supposer que H, = H,.
Soient
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{t; a5 = 0,05 # 0} = {i2)y, - -, 1)y} »
4, = “Hz’ Fm)u R Fi@)ma“/HZFiﬂ)l e Fi(z)m,

et
An = ”Hzr Fi(z)l; ] Fi(z)m_p Fz» Fi(2)m+19 A Fm)m”
2 = =
HZFi(Z)l e Fi(2)m—1F2Fi(2)m+1 vt F":(l)mg
ol
Fo=— 2 ayFy= —H, + > ayF, (7)
a13#0 agi#0
agi#0 a13=0

Parce que H, = H, et {{; a;; # 0, 0y # 0} #* ¢,

F,=0.
Alors, on obtient
Qs ym = ﬁzd?/dz m=1,...mp). (8)
De (8), on a I’inégalité
max log |Fy| < log |Fy| + log* |2 + 3 log* |47/ + O)  (9)
pria] 2 m=t
et de (7),
log | F',] < max log|F,| + 0(1) < maxlog|F,| + O(1). 10)
a1#0 a13#0
agi#0
De plus, on a
m+m,<n—2. (11

En effet, si m; + my=n 4+ 1 — 2, de (6),(9) et (10), on a
1 1

max log|F;| < log |H,| + log* + log*

1=isSn+1-2

+ f}llog+ 147

1 2

+ 31 log* 45| + O) ,

de sorte qu’en intégrant a régard de 6, on obtient I’inégalité suivante
d’aprés les Lemmes 1 et 3:

T(r,f) < N(@r,0,H) + m(r,1/4) + m(r,1/4,) + i_} m(r, 47)

+ 5 mir, 48 + OQ)
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44 NOBUSHIGE TODA

n+3-2

= 2, N, 0,F) + S(r)

=
ou S#) = O (og +T(r, f)) (r — oo, r e K).
Parce que H, = F,,.1_..1»

m(r,1/4,) = N(r, 4y) + m(r, 4,) — N, 1/4,) + 0Q) , (k=1,2)
NG, 4) £ 3 NG, 0, Fug,)

N(r, 4) < STN@,0,Fyy,) + NG, 0, Hy)
m=1

et
Fimatmis U {Fsotnz = {F 157 .

En conséquence, on a

n+3=-2

Z 5(F7/)§7Z+2——'l,
=1

qui est contraire & (1). Cela veut dire que
{Fi50, 0 ou a, #+ 0} & {FJp7.

III. Comme ;i =7 +1—2,ily a au moins une H; dans {H,, - - -, H,,}
etun 1A <1< n+1—2) tels que

H =H, ou H,=H,
et
a,; =0, oy, =0, a;; #=0.
On peut supposer que H; = H,. Soient

{/’:; Ay = O’ Uy == O’ (2473 +* 0} = {2(3)1, . "i(g)ma} )
As = ||H3, Fi(s)p . '9Fi(3)m3“/H3Fi(3)1 e Fz‘(s)m3 )
||H3, Fz’(a)u R Fua)m—v Fa’ Fz‘<3>m+v R Fi(S)msll

dp =
HsFi(s), e Fi(3)m_1F3Fi(3)m+l e Fz‘(a)ms
ol
F3=_ Z OfsiFi:—Hg“{—ZaﬁFi.
agi#0, agy#E0
a1570 ou az¢#0 az;=0
a1;=0

Parce que H, = H, ou H, =~ H,,
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(i # 0, || +lay| 0} =6 et Fyz0.
Alors, on a
350,190 = Fa£’§"/¢’s (m=1,-..-,m,)

et de cela, on a

max log|F,| < log|F| + log*

agi#0, ag;=0
a3;=0

L4 Sogt 14z + 0Q)
4, m=1

et
log |Fy) < max log|F,| + O(1)

a1i#0 ou agy#0
Des inégalités (6), (9), (10),(12) et (13), on a
1

3
max log|F;| < log|H,| + > log* |—
a”:lo m:;g;#() k=1 A
ag

k=1 m=1

En utilisant cette inégalité, d’aprés I’hypothése (1), on a
m, + m, + m; <N — 2
comme dans II, (8). C’est-a-dire,
{Fi;a 0 ou ay # 0 ou ay; = 0} & {F,}7217%.

De la méme maniére, on obtient

(Fisay#=0o0u---o0u ay # 0} S {F}i2* (@=12,---,2+1).

IV. D’autre part, comme

Fisou #0} S {Fisay#0o0u oy =0t S -+- S {Fy5;,#0o0u -

ou e, # 0} & .- C{F}?

+ 37 S log 1ap| + 0) .

45

12)

(13)

(14)

et Pensemble {F}7:]-* est fini, il faut qu’il y ait un ¢ (£ 2 + 1) tel que

{Fisay;#+0ou---ou ay # 0} = {F}]p5*.

Dans ce cas, comme (14), on obtient ’inégalité

max log|F;|= max log|F,|
a13%0 ouses 1SiSn+1-2
ou agi#0

1 my

1

k

13
< log |H,| + ;jllog'+

k=1 m=
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De cette inégalité, on a, comme dans II,
n+l=2+1¢
I, N = Zl N(r,0,F) + S) ,

o S(») = O (logrT(, f)) (r — co,r¢ E).
Par conséquent, on obtient I’inégalité

n+l-2+t

1=1
qui est contraire a (1). Cela veut dire qu’il faut
vEn—2

pour £ =1, .--,p,.
De la méme maniére, on obtient

vig<n —12

pour £ =1, -+, ;5 =2,++, .
On peut supposer que F,,,,, appartiennent & Y{ sans restriction de
généralité (G =1, -+, p).

LEMME 7. i) Quand v§ =0, pour chaque j (=1, .-, p), il existent
un £(3,1) tel que

By C Bi
et un 4(7,2) tel que
By NB{=¢.
i) Quand v} > 0,
B} C Bi
et il a un £(j) tel que
Biy NBi=¢ (G=1,---,1.

Démonstration. i) Comme
Do
dvi=n+1-2,
=1

il y a au moins un 4(7,1) tel que

By, N B + ¢ .

https://doi.org/10.1017/50027763000017700 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000017700

COMBINAISONS LINEAIRES EXCEPTIONNELLES 47

Alors, par définition,

0
Yisn C Y{

et on a
B, C Bi.
Et puis, si
B c B
pour ¢ =1, -.--,p; alors
y=n+1-—12.

C’est contraire au Lemme 6. Cela veut dire qu’il y a un 4(7,2) tel que
Bl NB{=¢.
ii) On peut supposer que B; = {F}, - -+, F,z}. Pour tous les éléments dans

po . pd by 7 ’ o,
U Y}, les coefficients de F, ---, F,y sont tous égals a zéro par définition.
¢=0

En conséquence quand on représente F,,,,; par Fy, .-+, F,,,_,, les coeffi-
cients de F, ..., F, sont différents de zéro. En effet, s’il y en a un
qui est égal & zéro (soit le coefficient de F, égal & zéro, par exemple), le
nombre de relations linéaires, homogénes a coefficients constants et in-
dépendantes entre » + 1 combinaisons F,, ---,F,,,, F,,,,; devient 2 + 1,
qui est contraire & la définition de 1. Cela veut dire que

B C Bf .

Si, pour chaque ¢ (=1, :--,),

BN Bf{ + ¢,
alors,
YiCY{
et
BYc B .

Par conséquent,

(JB C B! et si=n+1—2,
£=0
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qui est contraire au Lemme 6. C’est-a-dire, il y a un 4(j) tel que
BYy NB{ =¢.
LEMME 8. Sl y ¢ n + p+ 1 combinaisons {F, -+, F,, . ,JA=p =<
n — 1) dans X telles que
n+1
5(Fn+l+j)+2__—|_{5(Fi)>n+1 G=1,---,m, (1)

alors, 2 = p.
Démonstration. On applique le Lemme 7 au
Yj:{Fl"":Fn+UFn+l+j} (j=1,---,/,e).

C’est possible d’apres I’hypothése (1). Pour chaque 7, il y a au moins
une classe By, telle que, quand on représente F,,,.; par Fy, -+, F,._,
tous les coefficients d’éléments dans BY;, sont égals a zéro.

1) Le cas ») =0. Quand on représente F,,, ,,, (k=1,.--,2) par
F...,F,,._; pour chaque k&, il y a p, — 1 classes Bjy,,, - - -, Biw,,_, telles

Po—1
que tous les coefficients d’éléments dans U BY,,, sont égal & zéro. Par
m=1

conséquent, en considérant que le nombre maximum de relations linéaires,
homogeénes & coefficients constants et linéairement indépendantes entre
n 4+ 1 éléments quelconque dans X est 1, il faut que

/,¢+(270——1)1§p02.
C’est-a-dire, on a
n= A

2) Le cas 1> 0. Quand on représente F,,,_,,, (k=1,.--,2) par
Py - Fo; il y a p, classes Bj, Biy,, * -+, Blw,,., telles que tous les

. ’r1 7 pO“l ’ by ’
coefficients d’éléments dans Bj U ( UlB‘,?(k)m) sont égals a zéro pour chaque
m2

k. Par conséquent, comme 1) il faut que
©+ Dk = (po + 1)1 .

C’est-a-dire, on a
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4. Théorémes

Soient f, X et 2 comme précédent. Dans ce paragraphe, on donne
deux théorémes et quelques applications.

THEOREME 1. Slyan+p+1Q0 = p < n—2) combinaisons Fy, - - -,
F,, .1 dons X telles que

1) n — p combinaisons quelconque dans {F,}:1 sont lindairement
indépendantes sur C et

n+1
2) 6(F’n+1+j)+1;6(F12)>’n+1(.7‘:19"'9/1)’

alors,
2= M
i) 4 y o une combinaisons F,;, dans {F.};i] telle que F;,F,,,, ---,
F,,,... sont proportionnelles aux unes aux autres,
iii) powr F quelconque dans X — {F,, ---,F,,, ..},

6+ s F)<n+1.
=1
ivy ) =n+p+ 1.
Fex

Démonstration. On utilise les mémes notations dans §3. i) D’aprés
T’hypothése 1), y =% — pu et en vertu du Lemme 6, 2 <% — 1. Par
conséquent, on a

p=A.
D’autre part, grice au Lemme 8, hypothése 2) entraine que
A=pu.

C’est-a-dire, on a 2 = p.
i) L’hypothése 1) et i) entrainent que

De plus, comme

il faut que

D=1, v=n—21 et y=1.
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Soit B} = {F;}. Alors, en appliquant le Lemme 7, ii), on a
Fn+1+j=ajFio (jz]-;"'yﬂ)-
iii) S’il y a une Fy dans X — {F,, .-+, F,,,.,} telle que

n+l
o(Fy) + 25(F¢)>n+1,

en considérant I’hypothése 2), on a 1= ¢+ 1 d’aprés le Lemme 8. C’est
contraire a i).

iv) D’apres ii), en appliquant le Lemme 4, on a la conclusion tout de
suite.

THEOREME 2. S’il y a 2n combinaisons {F;}, dans X telles que
n+l
5(Fn+1+j)+;5(ﬁ‘i)>n+1 G=1,---,m—=1),

alors, {F.}, se repartissent en deux classes jouissants les propriétés
suivantes:

i) Chaque classe contient n combinaisons.

i1) Tous les rapports entre deux éléments quelconque dans une méme
classe sont des constantes.

Démonstration. f étant trancendant, I’hypothése entraine que
A=n—1

d’aprés le Lemme & Par conséquent, on a ce théoréme tout de suite
du Lemme 5.

N.B. 1) Au théoréme 1, quand =1, on a le Théoréme B’ dans
[8]. 2) Le Théoréme 2 est une amélioration du Théoréme C’ dans [7].

COROLLAIRE 1. 1) S’ ¥y a une combinaison exceptionnelle au sens
de Picard (ou lacunaire) dans {F, ., ;}i-1 au Théoreme 1, il y en a p+1
dans {F )24+
i) S’ y a une combinaison exceptionnelle au sens de Picard (ou lacunaire)
dans {F;}:n, au Théoreme 2, il y en a n — 1 en outre.

COROLLAIRE 2. Sotent F, -+, F,, ;.. ®+ 2+ 2 combinaisons quel-
conque dans X. Alors, on a

n+2+2

STOF)Sn+a+1.
=1
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En effet, si

n+2+2

dF)>n+24+1,

=1

on a
n+1
5(Fn+1+j)+§:,15(Fi)>n+1 G=1,---,24+1).

Cela veut dire que 2= 1 + 1 d’aprés le Lemme 8, qui est absurde.

COROLLAIRE 3. Il y a au plus n + 2 + 1 combinaisons exceptionnelles
au sens de Picard dans X.

Finalement, on donne un exemple.

EXEMPLE. Soienta,, -++,0,,,,, A <pg=<n—1)n+ g+ 1valeurs com-
plexes finies et distinctes. On met

F(z,w) =f°w" +f1wn—1 4. +fn

LG # n-1 ﬁ#(w — am)
=e[Jw—a)+ ] W— ) A" ——
i=1 j=0 =1 w — ak

Ay =2+ ]ljo (@ — an+1+j)':!_;[/;(a’k — ) k=1,---,n—p.

m¥*k

Dans cette situation, soient

f:(fw"’,fn), X’:{wnfo'!‘wn_lfl-l—°--+fn;WGC}.
F,=Fa) (G=1--n+p+1)

Alors, f est transcendant et {F};2f*! satisfont les hypothéses du
Théoréme 1 (x < n — 2) ou du Théoréme 2 (x=n — 1).
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