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EQUIVALENCE LOCALE DES STRUCTURES 
DE CONTACT DE CODIMENSION UN 

A. KUMPERA 

Une structure de contact sur une variété M est un champ d'éléments de 
contact tangents 2 dont le système caractéristique À est régulier. Lorsque 
codim 2 = 1 une telle structure est définie localement par une forme de 
Pfaff co ou encore par l'équation co = 0. Le théorème classique de Darboux 
nous donne un critère d'équivalence de deux Pfaffiens co et co' à l'aide de 
l'invariant classe co. Cet invariant est cependant trop fort pour déterminer 
l'équivalence des structures de contact 2 et 2 ' définies par co = 0 et co' = 0 
respectivement. D'une façon précise, les structures 2 et 2 ' peuvent être 
équivalentes sans que les Pfaffiens co et co' le soient. Dans cette note nous 
considérons un invariant plus faible, classe 2, attaché à une structure de 
contact 2 et nous montrons qu'il détermine l'équivalence en codimension 1 
(cf. corollaire 3). La démonstration utilise le rapport entre classe 2 et classe co 
où co = 0 est une équation locale de 2. 

1. Structures de contact. Soit M une variété differentiate connexe, de 
dimension finie et de classe C2. TM indique le fibre tangent et T*M le fibre 
cotangent. Soit 2 un champ d'éléments de contact tangents à M qu'on sup­
posera désormais de dimension constante et de classe C1. La donnée de 2 est 
équivalente à la donnée d'un sous-fibré vectoriel localement trivial et de 
classe C1 de TM. Indiquons par T(2) le pré-faisceau des sections locales du 
fibre 2 et par 2-1 le sous-fibré de T*M annulateur de 2. Soit «Sf (2) le pré­
faisceau des automorphismes infinitésimaux de 2 et $ ( 2 ) = S£ (2) Pi r (2 ) .$ (2 ) 
est un pré-faisceau de modules sur le pré-faisceau des fonctions differentiates 
de M ainsi qu'un pré-faisceau de R-algèbres de Lie. Ses éléments sont appelés 
champs caractéristiques de 2. £ G $ ( 2 ) si et seulement si £ G T(2) et 
0(£)rç G T(2) pour tout rj G T(2) où 0(£) est la dérivée de Lie suivant le 
champ £. Puisque 0(£) commute avec la contraction de tenseurs, on a 
o£f(2) =oêf(2-L). Ceci montre que $ ( 2 ) est le pré-faisceau de champs 
locaux { de M tel que (£, co) = (£,i(rj)dù)) = 0 pour tout co G r(2-L) et 
y G T(2) . Indiquons par A* le sous-espace vectoriel de TXM induit par $ ( 2 ) . 
A = \JAX est en général, un sous-fibré vectoriel singulier de TM (c'est-à-dire 
la dimension des fibres n'est pas constante). Les équations précédentes 
montrent que $(2) est le pré-faisceau des champs locaux £ de M qui sont 
des sections de A. Si dim Â  est constante, c'est-à-dire A est un sous-fibré 
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vectoriel localement trivial de TM, alors le champ d 'éléments de contac t A 
est intégrable. Dans ce cas, A est appelé le système caractér is t ique de 2 e t les 
feuilles intégrales de A les caractérist iques de Cauchy de 2 . Remarquons 
que 2 est intégrable si et seulement si 2 = A. 

T H É O R È M E (Cartan). Soit 2 un champ d'éléments de contact sur M et A son 
système caractéristique. Soit U un ouvert de M simple par rapport à A (c'est-à-dire 
A| U s'intègre par un feuilletage simple) et p: Z7 —* U/A la submersion quotient 
modulo les feuilles. Si p(x) = p(y), alors Tp(2x) = Tp(Hy) et 2 = Tp(2\U) 
est un champ d'éléments de contact sur U/A dont le système caractéristique est nul. 
En outre, X\U = ( T p ) - 1 2 et codim 2 = codim 2 . 

Démonstration. $ ( 2 ) est le pré-faisceau des champs de vecteurs locaux de 
M qui sont tangents aux feuilles de A. E n in tégrant tous ces champs on 
obt ient une famille (ypa), a G A, d 'au tomorphismes locaux de 2 qui préservent 
les feuilles de A. Cet te famille opère t rans i t ivement dans chaque feuille, 
c 'est-à-dire pour t ou t couple x, y de points d 'une même feuille il existe une 
sous-famille finie (\p/)} l S i S P, tel que 3/ = ^ o . . . o ^ ( x ) . Le théorème 
s'en dédui t facilement. 

Réciproque. Soit 2 un champ d 'éléments de contac t sur M et supposons 
que pour tou t x Ç M il existe un voisinage ouvert Ux, une submersion 
Px'- Ux —> %'x et un champ d 'éléments de contact 2 sur °à'x à système caracté­
rist ique nul tel que 2\UX — ( r p ^ ) - 1 2 . Alors dim A, est constante , chaque Ux 

est simple par r appor t à A et (px) est une famille de cartes feuilletantes pour 
le feuilletage caractéris t ique de 2 . 

Démonstration. Soit px: Ux —» °U'x une des submersions et £ un champ de 
vecteurs de M défini sur un ouver t contenu dans Ux. On vérifie a isément 
que £ est un champ caractéris t ique de 2 si et seulement si (Tpx) o £ = 0. 
Ceci mont re que pour tou t y G Ux on a A^ = ker Typx et par conséquent 
dim Ax est localement constante sur M donc constante puisque M est connexe. 
Les aut res assertions en résul tent immédia tement . 

Considérons main tenan t , pour tou t x G M, le sous-espace de TXM\ 

Ax = {v G 2 , | i(v)dœ e 2,-S V ^ É r ( 2 * ) } . 

A = UÂX est en général un sous-fibré vectoriel singulier de TM même si A 
est de dimension constante . Il est clair que A C A e t $ ( 2 ) est le pré-faisceau 
des champs locaux £ de M qui sont des sections de A . 

P R O P O S I T I O N 1. Les conditions suivantes sont équivalentes: 
(a) dim Ax est constante; 
(b) A - À. 
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Définition, Une structure de contact sur une variété M est la donnée d'un 
champ d'éléments de contact 2 tel que Â = A. On pose classe 2 = codim A. 

Pour les structures de contact le théorème de Cartan et sa réciproque 
admettent les précisions suivantes. Si, dans le théorème, 2 est une structure 
de contact il en est de même pour les 2. Si, dans la réciproque, chaque 2 est 
une structure de contact il en est de même pour 2. Le théorème montre que 
toute structure de contact est localement (sur les ouverts A-simples) l'image 
réciproque d'une structure de contact de classe maximum. 

2. Structures de contact de codimension 1. Soit 2 un champ d'éléments 
de contact de codimension 1 sur la variété M. 2-1- est un sous-fibré de T*M 
de dimension 1. Indiquons par 2-1 — 0 le complémentaire de la section nulle 
et soit co G T(2J- — 0) une forme définie au voisinage de x. Comme co est une 
base locale de 2-1, alors Âx est défini par les équations (v, cox) = 0 et i(v)dœx = 0 
(mod cox). Ceci montre que Ax est le noyau de j*dœx où j : 2X —* TXM est 
l'inclusion, c'est-à-dire Âx = {v G 2^ i(v)j*dœx = 0}. Par conséquent la codi­
mension de Âx dans 2* est paire d'où la 

PROPOSITION 2 (Cartan). codim Â̂  est impaire pour tout x G M. 

En particulier, toute structure de contact de codimension 1 est de classe 
impaire. Si Ax = 0, alors dim M est impaire. Si dim Â̂  = 1, alors dim M est 
paire. Les deux propositions qui suivent établissent le lien avec les structures 
de contact classiques. 

PROPOSITION 3. Soit 2 un champ d'éléments de contact de codimension 1. Les 
conditions suivantes sont équivalentes: 

(a) 2 est une structure de contact de classe maximum (A = 0). 
(b) dim M = 2n + 1 et tout co G T(2 ± - 0) vérifie co A (dœ)n ^ 0 partout; 
(c) dim M = 2n + 1 et pour tout x G M il existe co£ r ( 2 x — 0) au 

voisinage de x tel que ux A (dùox)
n 9e 0. 

Démonstration, (a) =» (b) Soit co 6 r ( 2 x - 0), Vx = {v G TXM\ i(v)dœx = 0} 
le noyau de dœx et posons rang j*dœx = 2n. Comme KX = 0 alors 
dim 2^ = 2n et dim M = 2n + 1. Le rang de dœx est à fortiori 2n ce qui entraîne 
dim Vx = 1. Comme VX

L = {M G TX*M\ M A (dux)
n = 0} alors co,, A (dœx)

n ^ 0 
puisque Vx Ç£_ 2X. 

(c) => (a) (dœx)
n 9^ 0 entraîne dim Vx = 1 et ux A (dœx)

v ^ 0 entraîne 
ux £ Vx1-- Par conséquent, TXM = 2X © Vx et le noyau de j*dwx est nul. 

Les structures de contact de codimension 1 et classe maximum sont les 
structures de contact classiques définies sur les variétés de dimension impaire. 
On les appelera les structures classiques impaires. 

PROPOSITION 4. Soit 2 un champ d'éléments de contact de codimension 1. Les 
conditions suivantes sont équivalentes: 
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(a) 2 est une structure de contact et classe 2 = dim M — 1 (dim A, = 1); 
(b) dim M = 2n + 2 et tout co G T^1 - 0) vérifie co A (dœ)n ^ 0 partout; 
(c) dim M = 2n + 2 et pour tout x G M il existe œ G r ( S ± — 0) au voisinage 

de x tel que œx A (dœx)
n ^ 0; 

(d) dim ikf" = 2n + 2 et pour tout x G M il exister G r(S-L — $) au voisinage 
de x tel que (dux)

n+1 9e 0; 
(e) dim ikf = 2w + 2 ^ ^02/r /0w£ x G -M Ẑ ai^te co G r (2-1 — 0) aw voisinage 

de x tel que œx A (dœx)
n ^ 0 et (dœ)n+1 = 0. 

Démonstration, (a) =» (b) dim A, = 1 entraîne dim 2 , = rang j*dœx + 1 = 
2n + 1 donc dim M" = 2w + 2. Soit Î; G TXM tel que (y, cox) = 1. 

j*(i(v)[œx A (du*)"]) = ( i * ^ ) w * 0 

donc co, A (dœx)
n j± 0. 

(c) => (d) Si (dœx)
n+1 = 0, posons 7r = /co. 

(dir*)n+1 = (n+ l)fn(x)df A co, A (Ao*)* 

et deg co, A (dœx)
n < dim M donc il existe/ tel que (dirx)

n+l ^ 0. 
(d) =» (a) (cico,)"+1 ^ 0 entraîne F , = 0. L'application v G Â, -» i(v)do)x G 2-1 

est injective donc dim Â, ^ 1. Comme dim M est paire, no trouve dim Ax = 1. 
(a) => (e) Soit U un voisinage ouvert de x simple par rapport à A et 

appliquons le théorème de Cartan. 2 est une structure classique impaire sur 
la variété U/A. Si dim U/A = 2n + 1 et TT G T(È^ - 0), alors dim AT = 
2w + 2 et co = p*7r est de la forme cherchée. 

Les structures de contact de codimension 1 et de classe dim M — 1 sont, 
en vertu de (d), les structures de contact classiques sur les variétés de dimen­
sion paire. On les appelera les structures classiques paires. Toute structure 
classique paire est localement l'image réciproque d'une structure impaire. 

Nous allons maintenant démontrer un théorème général pour les structures 
de contact de codimension 1. A l'aide du théorème de Cartan et de la pro­
position 3 on démontre tout d'abord le lemme suivant. 

LEMME. Soit 2 un champ d'éléments de contact sur M. Les conditions suivantes 
sont équivalentes: 

(a) 2 est une structure de contact de codimension 1; 
(b) Pour tout x G Mil existe un voisinage ouvert U, une submersion p: U —•» °tt, 

et une structure classique impaire 2 sur °tt tel que 2 | U = ( rp ) _ 1 2 . 
Les conditions équivalentes étant vérifiées on a classe 2 = classe 2, c'est-à-dire 
dim M — dim °/l est indépendante de x. 

Les structures classiques paires sont, en particulier, celles qui s'obtiennent 
localement comme images réciproques par des submersions p dont la dimension 
des fibres est 1. 

THÉORÈME. Soit 2 un champ de codimension 1 sur M. Les conditions suivantes 
sont équivalentes: 
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(a) 2 est une structure de contact de classe 2n + 1; 
(b) Tout co G rCS-1- - 0) vérifie co A (dw)n ^ 0 £arfcw* et a A (dœ)n+1 = 0; 
(c) Pour tout x £ M il existe co G r ( S - L — 0) au voisinage de x tel que 

co, A (dœx)
n 9* 0 et co, A (dœx)

n+1 = 0; 
(d) Pour tout x G M il existe co G T(S J- — 0) au voisinage de x tel que 

co, A (dœx)
n ^ 0 et (dœ)n+1 = 0; 

(e) Si dim M > 2n + 1 alors pour tout x £ M il existe co G r ( 2 - L — 0) aw 
voisinage de x tel que (dux)

n+1 ^ 0 et co, A (dœx)
n+1 = 0. 

Démonstration, (a) => (b) Soit y G T^ilf tel que (y, co,) = 1. 

j * ( * » [ « * A (dax)*]) = (fdœx)
n * 0 

car j*do)x est de rang 2n donc co, A (cico,)w 9e 0. Si cô  A (dœx)
n+1 ^ 0 alors 

/x = i(v)[œx A (dœx)
n+1] ^ 0 car TXM = [v] © 2 , et co, A (dwx)

n+1 est nulle 
dans S, . Mais alors i(v)n = 0 et par conséquent j*(dœx)

n+1 = j*n ^ 0 ce qui 
est impossible car ra.ngj*dœx = 2n. 

( c) => (b) Si 7T = fœ alors TT A (dœ)10 = /*+1co A (dœ)\ k ^ 0. 
(b) => (a) Comme (dco,)w+2 = 0 deux cas se présentent: 

(1) (dœx)
n+1 = 0. dco, est de rang 2n = codim Vx. Comme co, A (cico,)n ^ 0 

alors co, G F,-1, F , (Z 2 , et par conséquent codim (Vx H 2 , ) = 2n+l. 
Si ^ G Â,, alors i(v)dœx est nulle sur 2 , et pour ze; G F , on a 

(î£>, i(v)dœx) = —(^, i(w)dœx) = 0 

donc i(v)dwx est nulle sur F , + S , = r x i l f d 'où v G F , . Ceci montre que 
Â, C F , H 2 , . L'inclusion contraire é t an t évidente on a Âx = Vx Pi 2 , 
et codim Â, = 2w + 1 ; 

(2) (dœx)
n+1 s* 0. dco, est de rang 2n + 2 = codim F ,e tco , A (dœx)

n+1 = 0 
entraîne Vx C 2 , . Il est clair que F , C A, et F , ^ Âx car codim A^ 
est impaire tandis que codim F , est paire. Montrons que dim A, = 
dim F , + 1. En effet l 'application v G Â, —> i(v)dœx G 2 , x est surjective 
car F , ^ A,, son noyau est F , et dim 2,-1 = 1. On trouve codim A, = 
2n + 1. 

(c) => (e) Si (dco,)w+1 = 0 on prend TT = fœ tel que 

( d x ) ^ 1 = (n + l ) / » # A co A (cico)̂  

est non nul au point x ce qui est possible car deg co A (dœ)n < dim M. 
(a) =» (d) résulte du lemme, (d) => (c) est évident et (e) => (a) se rédui t 

au deuxième cas de (b) =» (a) . 

Soit co une forme de Pfaff définie sur M e t pa r tou t non nulle. On di t que co 
est de classe paire 2n si (dco)w ^ 0 pa r tou t et co A (dœ)n = 0. On di t que co est 
de classe impaire 2n + 1 si co A (dœ)n ^ 0 pa r tou t et (dœ)n+1 = 0. Soit 2 le 
champ de codimension 1 défini par co = 0 et F , le noyau de dœx. 

COROLLAIRE 1. Les conditions suivantes sont équivalentes: 
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(a) co est de classe paire; 
(b) 2 est une structure de contact et Vx C 2^ pour tout x Ç M; 
(c) 2 est une structure de contact et dim Â  > dim Vx pour tout x £ M. 

Les conditions équivalentes étant vérifiées, on a Ax Z) Vx, dim Ax = dim Vx + 1 
^ classe co = classe S + 1. 

COROLLAIRE 2. Les conditions suivantes sont équivalentes: 
(a) co £5/ de classe impaire; 
(b) 2 es/ une structure de contact et Vx (jt 2^ pour tout x Ç M; 
(c) 2 est une structure de contact et dim Ax < dim Vx pour tout x £ M. 

Les conditions équivalentes étant vérifiées, on a Ax= Vxr\ 2X, dim A* = dim Vx — 1 
et classe co = classe 2. 

Deux structures de contact (2, M) et (2', M') sont localement équivalentes 
si pour tout (x, x') £ M X M' il existe des voisinages ouverts U de x et £/' 
de x' ainsi qu'un difféomorphisme 0: U—> U' tel que !T0(2|£/) = 2'|?7 /. 
A l'aide du théorème de Darboux et de la partie (d) du théorème précédent 
on démontre le 

COROLLAIRE 3. Les structures (2, M) et (2 ' , M') de codimension 1 sont 
localement équivalentes si et seulement si dim M — dim M' et classe 2 = classe 2 ' . 
En particulier, toute structure de contact de codimension 1 est transitive. 
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