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RESUME

Ohlin [7] a montre que la r6assurance Stop Loss est optimale pour la
cedante lorsque celle-ci 6value ses risques au moyen d'une fonction de perte
continue. Nous generalisons cette propri6te au cas de l'6tendue, puis nous
montrons qu'elle n'est plus verifi6e lorsque la compagnie utilise un para-
metre bas6 sur certains percentiles. Nous demontrons ensuite un theoreme
d'optimalite permettant de calculer la valeur du plein en fonction de 1'aug-
mentation du portefeuille.

SUMMARY

Ohlin [7] showed optimality properties of Stop Loss reinsurance when the
ceding insurer uses a continuous loss function to evaluate his risks. We
generalize this property to the range of the distribution; we then show that
Stop Loss reinsurance is no longer the best form when the company uses a
percentile parameter. Finally we prove an optimality theorem concerning
chance games which allows us to determine the retention as a function of the
size of the portfolio.

§ 1. FORME OPTIMALE

Considerons une partie Ci assumant la responsabilite de n con-
trats. Dfeignons par Fv(^v) la fonction de repartition de la variable
aleatoire £v representant le montant total des sinistres afferents au
risque v(v = i, . . ., n) pour toute la pe'riode considered, et par
F(x) la fonction de repartition de £, le montant total des sinistres
pour 1'ensemble du portefeuille. Cette variable S; peut etre modiifee
par une reassurance souscrite aupres de la compagnie C2. Soit
T(x) la portion de x conserved par la cedante et (/ — 2") (x) la
fraction complementaire re'assuree. Nous supposons que C% n'exige
qu'une prime nette pour la prise en charge d'une partie du porte-
feuille de Ci.

Deux problemes se posent a la cedante:

1) le choix d'une forme de reassurance;
2) la determination du niveau de cette forme.
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l66 CONTRAT OPTIMAL DE REASSURANCE

Le premier de ces problemes depend evidemment de la politique
adoptee par la compagnie, c'est-a-dire du critere adopts pour
comparer deux transformations T(x) et T'(x). Ce critere est lui-
meme dependant du parametre choisi pour mesurer la dispersion de
la distribution des risques. Le parametre le plus naturel pour une
mesure de la stabilite d'un traite" est la variance, qui correspond a
une fonction de perte quadratique. Borch [i] a montre" que dans ce
cas, la reassurance Stop Loss est optimale pour C\ et constitue la plus
mauvaise forme pour C2. Le chcix de la variance est evidemment
critiquable. Ohlin [7] a ge'ne'ralise' le the"oreme de Borch a une
fonction de perte quelconque, pourvu qu'elle soit convexe, continue,
nulle a l'origine et non-negative. Cette formulation englobe tous les
parametres de dispersion habituels a 1'exception de l'e"tendue et des
parametres bases sur les percentiles. Or, d'un point de vue the"orique,
l'etendue possede une signification importante: elle constitue le
parametre le plus pessimiste. Minimiser l'e'tendue assimile la nature
a un etre malveillant et repre'sente l'analogue du critere du mini-
max de la theorie des jeux. D'autre part, cette mesure de dispersion
est la seule qui permette de donner a une compagnie la certitude
absolue de ne pas etre ruinee (si ses reserves sont superieures a
l'etendue apres reassurance). Nous allons montrer que le the"oreme
d'Ohlin reste vrai lorsque Ton adopte ce parametre comme mesure
du risque.

Minimiser l'etendue pour une prime nette de reassurance donn^e
est un probleme equivalent a celui qui consiste a minimiser la prime
pour une reduction d'etendue donne"e. Nous allons montrer que la
reassurance Stop Loss permet d'atteindre une etendue fixee a un
cout inferieur a celui des autres formes.

THEOREME 1: La reassurance Stop Loss coute moins cher que la
reassurance en quote-part, pour une reduction d'etendue fix^e.

Demonstration: Soit E l'etendue initiale du portefeuille. Nous
pouvons toujours effectuer un changement de variable de maniere
a avoir E = 1 (si £ est infini, le re"sultat est immediat). Soit e
l'etendue apres reassurance (o < e < 1). Pour une reassurance
Stop Loss de plein 2V, e vaut precisement la limite N. La prime
P' a verser a Cz vaut

https://doi.org/10.1017/S0515036100005821 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0515036100005821


CONTRAT OPTIMAL DE REASSURANCE 167

La prime correspondante P'q pour une reassurance en quote-part
vaut

Pq = (i-e) J xdF(x).
0

Nous devons montrer que P's < P ' c'est-a-dire

J {x — e) dF{x) <{i~e) J xdF(x),

ou e J *iF(#) — e J dF(%) < J ^F(«) — J xdF(x)
0 • 0 «

= J ^fW.

II suffit (puisque e < i) de montrer que

e J tfiZ^x) - « I xdF(x) = e | #^F(*) < e J

Cette derniere in^galite est triviale, car x ne prend que des valeurs
inf£rieures a i. De la meme maniere on montre la superiorite de la
reassurance Stop Loss sur toute forme proportionnelle.

THEOREME 2: La reassurance Stop Loss est meilleure que la
reassurance Excess of Loss.

Demonstration: Pour la reassurance Stop Loss

P;= J (x-e)dF(x).

Pour avoir une etendue egale a e dans le cas d'une reassurance
Excess of Loss, il faut que la somme des retentions _LV soit egale a e.

n

2 Z.v = 6.
V - 1

La prime totale P'e vaut

P'e= i ! (xv-Lv)dFv(xv).
v-1 !„
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l 6 8 CONTRAT OPTIMAL DE REASSURANCE

Jl suffit de faire la demonstration pour un portefeuille comprenant
deux contrats. II faut montrer que P's < P'e, ou

J (* — e) dF{x) < S j ( ^ » - Lv) <tf\(*v);

/ (x1 — L1)dF(x)+ J (x2 — L2)dF(x) < J (*i —Li)<*Fi(*i) +

+ J {x2 — L2)dF{x2).

Supposons Li > L2 et decomposons les inte"grales du premier
membre

J (*i — U) dF{x) + J {xi — Li) *F(«) + J (*« — U) dF[x)
L2 Lx L2

— { (x2 — U)dF{x) < J (xi — Li)dFi{xi)+ J (ar2 — U) dF2(x2)
L% Li La

ou

f^i—U)dF{x)— }\x2 — L2)dF{x\ < J (*!—Li) [<«?i(*) — dF[x)]
h~ LZ t!

+ J {x, — U) [dF2(x) — dF{x)}.

En integrant par parties

["(*! - U) (Fi(x) - F(x)¥Li - J [dF1(x) — dF(x)]

+[(xs—La)(Fa[x)—F(x))1Zt— ][dF2(x)—dF(x)]> f \Xi—Li)dF[x)
^ Li

— J (x2 — L2)dF{x).
L2

Les termes entre crochets sont nuls. II reste

Fi(Li) + F2{L2) —F(Li) —F{Li) > f (xi — Li) dF{x)
Li

- f (x2~L2)dF(x).
Li

Le second membre est tou jours ne"gatif ou nul. Le premier membre
est non-negatif car

< U) > P(lx + l2 < Li)
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CONTRAT OPTIMAL DE REASSURANCE 169

les variables considerees ne prenant que des valeurs positives ou
nulles. Par consequent l'inegalite est verifiee. Une demonstration
similaiie s'applique a toutes les formes non-proportionnelles.

Corollaire: La reassurance Stop Loss est la plus mauvaise forme
pour C2. Ce corollaire est immediat car l'etendue reassuree E-e s'a-
joute simplement a l'etendue primitive du reassureur.

Tous les parametres de dispersion envisages jusqu'ici out fourni
les memes resultats. Nous allons montrer pai un contre-exemple
qu'il n'en est pas de meme lorsque Ton emploie l'intervalle inter-
quartile. Supposons que Ci gere un portefeuille de 10.000 contrats
identiques et independants pouvant conduire a un sinistre de
montant unitaire avec une probabilite de i%. Le montant total
des sinistres admet une distribution binomiale de parametre
p = 0,01 et d'exposant n = 10.000. Approchons cette distribution
par une normale de moyenne ioo et d'ecart-type 10.

L'intervalle interquartile / vaut:

I = <?3 — Qi = 106,74 — 93,26 = 13,48.

Une reassurance Stop Loss de plein IV = n o ne modifie evidem-
ment pas cet intervalle

/ s = 13,48.

La prime pour cette reassurance vaut

i/a;-ioo\» _ „ " i/a;-ioo\«

P' = — i = f xe~*\ 10 I dx — -^= [e aV 10

* IOJ/27T: J IO|/27C J
HO 110

L'introduction d'une reassurance en quote-part de taux a —
0,8326% (qui coute egalement P'q = 0,8326) ramene l'intervalle
interquartile a

/ , = 0,9917 x 13,48 = 13,37-

La reassurance en quote-part conduit a une plus faible dispersion.
II en est eVidemment de meme pour tout parametre base sur les
percentiles (il suffit de choisir un plein plus eleve que le percentile
supeYieur). Cette discordance entre ce resultat et les precedents ne
pre"sente cependant pas d'inconvenients majeurs car l'intervalle
interquartile (et ses derives) constitue une tres mauvaise mesure de
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170 CONTRAT OPTIMAL DE REASSURANCE

risque pour un assureur: il ne tient pas compte des valeurs extremes
de la distribution, qui sont evidemment primordiales dans ce cas.

On peut done conclure que, pour tout parametre de dispersion
acceptable, la reassurance Stop Loss coute le moins cher pour une
dispersion fixee. La cedante a done inte'ret a choisir une forme de ce
type.

§ 2. NlVEAU OPTIMAL

Les considerations deVeloppees au § 1. permettent a Ci de choisir
une forme optimale du traite de reassurance. Elles ne sont cepen-
dant d'aucune utilite pour determiner le niveau du traite". Le choix
de N constitue evidemment un probleme important: un niveau trop
eleve conduit a une dispersion trop grande des risques et done a des
re"sultats irreguliers. Un niveau trop faible entraine une reduction
excessive des benefices.

II est evident que le niveau global de reassurance depend de la
puissance de l'assureur: une compagnie posse'dant un grand nombre
de polices peut supporter plus facilement l'eVentualite de gros
sinistres qu'une petite compagnie et peut par consequent conserver
une fraction plus importante de ses risques.

Nous allons pour cette raison diviser le probleme en deux parties:

a) determination du niveau (a un facteur subjectif pres) en fonction
du nombre de polices ;

b) determination du facteur subjectif.

Supposons que les n contrats de Ci soient ind^pendants, e*quidis-
tribues et de fonction de frequence f{x) continue, de"finie sur l'inter-
valle [0, 00). Le theoreme que nous allons de"montrer est vrai pour
des variables non-equidistribuees, mais l'introduction de telles
variables n'a d'autre effet que d'encombrer les notations sans in-
troduire de difficultes majeures dans la demonstration. Soit g{x) le
montant du sinistre se produisant avec un element de probabilite
f(x) dx. Nous supposons que g(x) est convexe et ne contient pas de
terme exponentiel positif. Nous allons montrer qu'il y a moyen de
choisir le plein N de telle maniere que le montant total des sinistres
apres reassurance ne differe de la prime nette retenue de plus d'une
quantite arbitrairement petite qu avec une probabilite asymptotique-
ment nulle.
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CONTRAT OPTIMAL DE REASSURANCE 171

La prime nette perc^ue par Ci pour un contrat v vaut

= ! g(x)f(x)dx.

Les lois des grands nombres permettent d'affirmer que le montant
total des sinistres converge vers la somme des primes nettes lorsque
le nombre n de polices augmente indefiniment. En pratique n est
fini, et il y a toujours une difference entre les deux nombres.

Le"vy [6] a de'montre le theoreme suivant:

,,Pour mesurer une probabilit6 avec une precision telle que
l'erreur relative soit de l'ordre de xlq, il faut continuer les ex-
periences jusqu'a ce que l'dv&iement ait ete realise" environ
q2 fois".

Done, pour que la probability soit determinee avec deux chiffres
significatifs, il faut que l'evenement ait et6 observe 10.000 fois
environ. Pour n petit, les probabilites les plus faibles sont mal ap-
prochees par les frequences relatives correspondantes. Comme ce
sont en general les ev6nements de faible probability qui conduisent
aux plus gros sinistres, la difference entre les debours et les primes
sera importante. Pour un petit nombre de polices, le montant total
a payer sera relativement faible. Au fur et a mesure que n augmente,
des ev6nements plus rares vont apparaitre et les montants des
sinistres vont croitre et tendre vers les primes totales percues.

Ceci conduit naturellement a la conclusion suivante: il ne faut
consid^rer qu'une certaine partie de la distribution, dependant de
n. La fraction tronque"e doit diminuer lorsque n augmente, pour
disparaitre a la limite.

Ci doit done conserver les risques les plus probables et r^assurer
les autres. Nous proposons de choisir un niveau N tel que la prime
nette conserved par Ci pour un contrat v s'eleve a

S(n)

ou a(n) et b(n) sont deux nombres tels que
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172 CONTRAT OPTIMAL DE REASSURANCE

•(n)

Po[n) est une fonction uniforme dont les valeurs sont comprises
entre 0 et 1. Nous pouvons imposer les deux conditions suivantes a
Po{x):

— elle doit etre monotone non croissante; en effet, lorsque le
nombre de polices n augmente, les frequences se rapprochent de
plus en plus des probabilites the'oriques; il faut tenir compte
d'une fraction plus importante de la distribution.

— Po(oo) = limPo(w). En effet, en nous appuyant sur la loi des

grands nombres, nous pouvons exiger de retrouver la prime
globale a la limite.

Bien que le probleme ne se pose que pour n naturel, nous sup-
posons Po(n) (et done p(n)) definies pour tous les re"els de 1'intervalle
[0, 00).

Cefte formulation convient pour des fonctions de frequence en
cloche, e'est-a-dire pour des g(x) en forme de U. Elle peut etre
aisement adaptee a d'autres distributions de sinistres. Par exemple,
pour g(x) monotone croissante, il suffit de poser

P(n)= Yg(x)f[x)dx,
0

ou c(n) = F - 1 [ i — Po{n)].

p[n) satisfait aux proprietes suivantes:

— elle est non-negative;
— e'est une fonction non-decroissante de n;
— elle tend asymptotiquement vers p.

Les lois des grands nombres permettent d'affirmer que

r ^ 1
— — 1 > eL np J

pour n ->- 00.

Nous generalisons naturellement cette proprietes par la definition
suivante;
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Definition i : Un traite" Stop Loss de plein N est optimal si et
seulement si

np (n) > e —> 0 pour n —*- oo.

THEOREME 3: Une condition suffisante d'optimalite du traite est
que Po(n) soit de la forme Ajn, ou A est une constante de l'inter-
valle [o, i].

§ 3. DEMONSTRATION DU THEOREME 3

Le theoreme est une consequence immediate des lemmes 1 a 4 et
du fait que A doit faire partie de l'intervalle unitaire pour que
Po[n) soit comprise entre 0 et 1.

Definition 2: Le traite satisfait a la condition A si

A(n) = o(np(n)),

ou A(n) = max g(x).
a(n)<x<p(n)

Lemme 1: Si le trait6 satisfait a la condition A et si Po(n) —
o(i/w), il est optimal.

Demonstration: Pour n fixe, decomposons la variable aleatoire £v

en deux parties: •/)„ contient les sinistres {g(x) \ a(n) < x < b(n)} et
v̂ = {g(x) I x < a(n) ou x > b(n)}.

Evidemment ^v = v]v + ^v

Par definition E(y]v) = p(n).

D'autre part a,2 = var ( ^ < £(T)V
2) = j " g2(^)/(^) dx

< max g(x) J
a(n)<x<b(n) «(n)

/ ) i+ . . . + t]n est done une variable aleatoire de moyenne np{n) et
de variance inf^rieure ou e"gale a np(n) A(n). En appliquant l'inega-
Ht6 de Bienaime-Tchebycheff, il vient
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174 CONTRAT OPTIMAL DE REASSURANCE

7)1 + . . . + 7)n
P np(n) = P{\rii+...+rtn—np(n)\>snp{n)}

not

< z2np(n) * °"
en vertu de la condition A.

Pour accele'rer la demonstration, il faut prouver que les variables
£v deviennent ne'gligeables, c'est-a-dire que

> o) = °ff(x) dx + } f(x) dx

Po{n) P0{n)
= +i — i +

2 2

Done P[(^i + • • • + ? « > o] < »Po(w) —>• o par hypothese.

Posons Pi(w) = [Po(«)]- \

Lemme 2: Si le traite satisfait a la condition ^4, il est optimal si
Pi(n) est lineaire.

La propriety a et€ d^montree pour Pi[n) = An1+e. II faut la
piouver pour s = o.

Utilisons la relation

P[ |c —rf| > / ] <P\\e — d\ > / /

avec c =
W

= w J
«*(n)

= w J
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ou les a*(n) et b*(n) sont obtenus en posant Po{n) = — et les
A

aE[n) et bs(n) en choisissant P0{n) = —3-^.

II vient

P{ I fr + • • • + In - n

<P{\n Yn)f(x)g(x)dx
*(»)

g{x) dx\ >en *Y f{x) g{x) dx}

a*(n)
f(x) g(x) dx}

P{ | . . . + In - « (*) g W

Le deuxieme terme du second membre —»- 0 par application du lem-
m->oo

me 1. Le premier terme du second membre est egal a

*{l Tf(x)g(x)dx+ Tf(x)g(x)dx\ >£/2 Tf(*)g(x)dx}.

Par le th^oreme de la moyenne, il vient

7 f(*)dx + g(ri) Tf(x)dx I > s/2 g(a) 7"Vw^}

= p
A

iTi - 1 + -

= p

__ T>>

2

A

K vr — i
n

l + e

+g(r>))\

En eff ectuant un deVeloppement en seYie de Mac Laurin, ce terme vaut

P{ | K(e Log n + (s2/2) Log2w + + i — 11
> EW + £2« Log n + . . . — £̂ 4}

= P{ | K £ Log n + (-KV2) s2 Log2w + . . .
> s(» — 4̂) + s2 w Log « + . . .}.
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Cette probability est nulle a partir d'un n suffisamment grand.
Par consequent, le premier membre de l'ine"galite tend vers 0 pour
n —>• GO. II nous faut montrer que

P{\li+ . . . +£„ — n j " f{x)g(x)dx\>en $" f{x)g{x)dx}^o,
0*(n) «*(„) «-»-00

sachant que

P{\li+ ... +l»—n f f(x)g{x)dx\>en f f{x) g{x) dx} -> o.

Ces deux probabilites ne different que par le deuxieme membre
bHn) b*(n) «*(n)

en J /(*) g(x) dx = en J f(x) g(x) dx + zn J f(x) g{x) dx

+ en
6

Le deuxieme terme du second membre est e"gale a

en g{l) [F(a*(n))-F(a*(n))] = ^ ng{l) [̂  - ^

et tend vers zero lorsque s —> o. II en est evidemment de meme du
dernier terme. Le lemme est ainsi d6montre.

Lemme 3: La condition (̂ 4) est verifie'e lorsque Pi(n) = (nbIA)
(b < 1).

»(n)
Demonstration: p(n) = J f(x) g{x) dx.

«(n)

Done p'{n) = f(b(n)) g(b(n)) b'(n) —/(«(»)) g[a[n)) a'(n);

SF(6()) 3F («( ) )
or ^ = /(&(«)) . b'(n) et " ~ ~ =/(«(»)) • «'(»)•

Par consequent ^'(w) = — — — . g(6(w)) — —— g{a(n)).
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n~b

— (en

il vient
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F(b(n)) = i -

posant A = ]

iF(b(n))
in

p'(n)

Po{n)

. DE REASSURANCE

n~b

— X. •
o

i par commodity),

b i

2 nb+1 '

b i
— 6 + 1

iF(a{n))
in

[g(a(n)) + |

F(a{n)) -

b i

2 nb + 1

177

Po(»)
2

Done ?(«(«)) + g(Hn)) = p'{n) nb + 1 . - .

La fonction g(w) ^tant non negative,
2

max (g(«(n)), g(i(«))) < />'(w) w6 + 1 . - .

La condition A devient
max g(x)

A(n) a(n) < x < b(n) max {g{a{n)), g(b{n)))
np(n) np(n) np(n)
car g(x) est convexe.

^ 2nb + 1p'(n)

~ b n p(n)

2 p'(n)

Dans le cas on p(n) est de forme polynomiale

p(n) = a0 + aiti + #2«
2 + . . . + arn

r,

p'(n) = <?i + 2«2W + . . . + rarn
r~1

A(n) 2 «i

ce qui tend vers 0 lorsque b < 1.

On aboutit au meme r^sultat pour toute fonction p[n) qui n'est
pas du type exponentiel. II est facile de voir que p(n) est de forme
exponentielle si et seulement si g(x) Test.

Lemme 4: Le lemme 3 est v^rifie si b — 1.

La demonstration est similaire a celle du lemme 2.
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§ 4. UN CONTRE-EXEMPLE

Lorsque g(n) contient un terme exponentiel positif, il peut ne pas
y avoir optimalite, comme nous allons le montrer au moyen de
l'exemple suivant:

Pi(n) = n.

II est facile de verifier que

ft = 00

c(n)
et ft{n) = p= .

Pour montrer la non-optimalite de ce jeu, nous nous appuyons
sur un theoreme de Fellei [3].

THEOREME 4: Soit an-^co une suite de nombres positifs. La con-
dition n6cessaire et suffisante pour qu'il existe une suite {bn} telle
que P{ \ Sn — bn\ > ean} -*• 0 pour n —>• 00, est que, pour tout
S > o, on ait simultan^ment

n J dF(x) -> 0 et a~2n J xHF{%) ->• o.
W>8»n l*l>«n

Dans notre cas, n J dF(x) = n J f(x)dx (en posant an=j>{n))
Sc(n)

Z> Tiff

= n J f(x)dx (en posant $ =

= 1 -f-* 0.
II n'y a done pas optimalite".

D'autres exemples, donnes dans [5] permettent de voir que le
theoreme 3 ne peut etre etendu: la condition est suffisante mais non
n^cessaire, et il peut ne pas y avoir convergence lorsque Ton
choisit une fonction Po(n) ,,tronquant" plus vite ou moins vite
que (A jn).

https://doi.org/10.1017/S0515036100005821 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0515036100005821


CONTRAT OPTIMAL DE REASSURANCE 179

§ 5. DETERMINATION DE A

Le theoreme 3 permet de determiner le niveau optimal d'une
reassurance Stop Loss en fonction de 1'augmentation du nombre de
polices. Le trait6 depend cependant de la constante A de la fonction
de troncature Po{n) = (AIn).

Le probleme de decision est ainsi ramene au choix d'une constante
en un seul point (ou, ce qui revient au meme, au choix de l'origine
de la courbe donnant N en fonction de n). A est 1'element subjectif
du probleme et ne peut etre determinee que lorsque la compagnie a
precise" le but qu'elle desire atteindre.

Par exemple, si Ci desire atteindre une variance V(-q), A peut
toe determinee en resolvant le systeme de deux equations en les
deux inconnues A et N:

n bin)

J (* - N) dF(x) = J xdF(x) - 2 J /(*) g(x) dx.
N 0 v - l o(n)

Vl-q) = / xUF(x) + J V 2 J dF(x) — [N— £ f f(x) g{x) dx]*.
0 N v - l a(n)

Si Ci a choisi l'etendue comme mesure de stabilite, le systeme se
reduit a

J (* — E) dF(x) = E{1) - Eft) =

§ 6. EXTENSIONS

Le theoreme 3 a ete presente sous forme de probleme de reas-
surance, mais le champ de ses applications est evidemment beau-
coup plus large et s'etend a tous les processus stochastiques. La
demonstration du theoreme dans le cas oil les variables aleatoires
considerees sont discretes est donnee dans [5], ainsi que plusieurs
contre-exemples. La generalisation a des variables pouvant prendre
des valeurs negatives s'effectue sans aucune difficulte. La seconde
partie de [5J est consacre a l'application du theoreme au celebre
,,Paradoxe de Saint Petersbourg". Les previsions theoriques sont
confrontees aux resultats d'une simulation portant sur 222 repe-
titions du jeu.
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