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SIMPLICITE DES GROUPES UNITAIRES DEFINIS 
PAR UN FACTEUR SIMPLE 

PAR 

T H I E R R Y G I O R D A N O E T P I E R R E D E L A H A R P E 

ABSTRACT. Let B be a <r -finite von Neumann factor of type 1^ 
or III and let cr be an involutory *-antiautomorphism of B. We 
consider U(B) the unitary group of JB and its subgroup G = 
{ge U(B) | cr(g) = g*}, which are unitary classical groups. In this 
paper, we prove that G has a unique non trivial normal subgroup, 
which is its centre {±1}. 

Soient B une algèbre de von Neumann qui est un facteur et cr une 
*-transposition de B, c'est-à-dire un antiautomorphisme involutif de B tel que 
cr(X*) = or(X)* pour tout XeB. Considérons le groupe unitaire 

U(B) = {XeB\X*X = XX*=l} 

et son sous-groupe 

G = { g e l / ( B ) | a ( g ) = g*} 

qui sont des groupes classiques unitairies au sens de [6]. Le problème qui nous 
intéresse ici est la classification des sous-groupes normaux de G; nous ren
voyons à [5] pour ceux de (7(B). Vour aussi [4] pour l'étude des a possibles 
lorsque B est injectif. Pour ne pas alourdir la présentation, nous n'énonçons le 
résultat que lorsque B est algébriquement simple et de dimension infinie, ou 
(ce qui revient au même) lorsque B est soit de type Ili soit de type III et de 
genre dénombrable. 

THÉORÈME. Avec les notations et hypothèses ci-dessus, G possède un unique 
sous-groupe normal non trivial qui est son centre {±1}. 

La première partie de notre travail est consacrée à des préliminaires sur les 
systèmes d'unités matricielles. Nous montrons dans la seconde partie que tout 
sous-groupe normal non central de G contient les involutions de G, c'est-à-
dire les éléments de carré 1. Le théorème résulte alors immédiatement du fait 
que G est engendré par ses involutions (théorème 1.6 de [10]). 
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Existence d'unités matricielles convenables. Soient B un facteur de type 1^ 
ou de type III et de genre dénombrable, et cr une *-transposition de B. 

LEMME 1. Soient E et F deux projecteurs équivalents de B invariants par o\ H 
existe une isométrie partielle W de E vers F telle que a(W) = W*. 

Preuve. Soit V une isométrie partielle de E vers F. On vérifie par un calcul 
de routine que X= Vcr(V) est un unitaire de l'algèbre réduite BF de B par F, 
et que a(X) = X. Soit Y une racine carrée de X dans l'algèbre de von 
Neumann engendrée par X; alors X= Ya(Y). Posons W=Y*V; on a bien 

W*W= V*YY*V= V*FV = E 

ww* = y* v v* y = y *FY=F 

Enfin, cr(V) étant une isométrie partielle de projecteur final E et Y, cr(Y) des 
unitaires de BF, on a 

cr(W) = cr(V)<r(Y*)= V*(Vcr(V))(cr(Y*)Y*)Y= V*XX*Y 

= V*FY= V * Y = W* 

d'où le lemme. • 

LEMME 2. (a) Supposons B fini et continu. Soient E un projecteur de B 
invariant par a et d un nombre réel tel que O ^ d ^ d i m (E). Alors il existe deux 
projecteurs orthogonaux E' et E" de B invariants par a de somme E avec 
d = dim(E'). 

(b) Supposons B purement infini et de genre dénombrable. Soit E un projecteur 
de B invariant par or. Alors il existe deux projecteurs orthogonaux équivalents E' 
et E" de B invariants par a et de somme E. 

Preuve. Supposons B représentée comme algèbre d'opérateurs possédant un 
vecteur cyclique séparateur (n° 5.18 de [8]); les applications X ^ X * et a sont 
alors faiblement continues (n° 5.25 de [8]). Notons 

J B < T = { X G B | O - ( X ) = X * } 

B°a = {XeB°\X* = X}; 

alors B°a est une JW-algèbre, c'est-à-dire une algèbre de Jordan réelle 
d'opérateurs auto-adjoints qui est faiblement fermée. On a B" ("MB" ={0} et 
l'identité 

X = è(X+a(X*)) + ^ ( X - o r ( X * ) ) XeB 

montre que B - B^tBiB"; le centre de BCT est donc la trace sur BCT du centre 
de B, et B°a est un facteur réel. 

Vérifions que le JW-facteur B°a n'est pas de type I (ce qui est un cas 
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particulier facile du lemme 2.11 de [7]). Soit E un projecteur non nul de B^a; 
alors cr induit une *-transposition sur BE que nous désignons encore par la 
même lettre, et il s'agit de vérifier que EB°aE = (BE)°a n'est pas abélien. Le 
facteur BE est de dimension infinie et BE = ( B E ^ S I ^ E ) 0 ^ donc (BE)°" est de 
dimension infinie. On montre comme ci-dessus que (BE)°a est un facteur. S'il 
est abélien, il est isomorphe à U et tout élément de (BE)CT est de la forme 
X = À + Y avec À eR et <r( Y) = Y* = - Y; il en résulte que 

XX* - X*X = À 2 - Y2 G (B E )£«R, 

donc que l'algèbre de Banach réelle (BE)°" est une algèbre de division, donc 
qu'elle est de dimension finie (au plus 4—voir par exemple le paragraphe 14 de 
[1]); ceci est absurde, donc (BE)fa n'est pas abélien. 

L'assertion (b) résulte donc du fait que tout projecteur dans une JW-algèbre 
continue est somme de deux projecteurs orthogonaux équivalents (théorème 
17 de [9]). L'assertion (a) résulte du même fait appliqué plusieurs fois et d'un 
argument standard portant sur le développement d=Y2=\dn2~n avec c^e 
{0,1} pour tout n e {1, 2 , . . . } . • 

On désigne par G le groupe défini dans l'introduction et par Sp (X) le 
spectre d'un élément X de B. 

LEMME 3. Soit geG un élément ^ ±1 et dont le spectre n'est pas réduit à deux 
points. Il existe un système d'unités matricielles (E i J)1<u<3 dans B avec les 
propriétés suivantes : 

a(Eu) = ELi ( l < ; , / < 3 ) 

g = gi + g2+gs où gt=EiAgEiA ( l < î < 3 ) 

Sp(gi)^Sp(g 3) . 

Preuve. Comme cr(g) = g*, on a Sp(g) = Sp(g); de plus, si E( . ) est la 
mesure spectrale associée à la décomposition g = £Z exp (it) dEt, alors 
cr(E(|3)) = E(—p) pour tout borélien |3 de ]—TT, TT] et E({ir}) est un projecteur 
cr-invariant. 

Considérons le cas où B est de type II^ Soient 

tx - inf {t e [0, ir[ | dim E([-f, t]) > 1/3} 

et 

F = E a - t 1 , t 1 ] ) - E Q - t 1 , t 1 D . 

Le lemme 2(a) montre qu'il existe un sous-projecteur F' de F invariant par a 
tel que EQ-tx, *i[) + F ' soit de dimension 1/3; posons E l s l = £ ( ] -* ! , tx\) + F'. 
Le projecteur Etl est invariant par a, il commute à g et 

Sp(gE l i l) = S p ( g ) n { e a e C | t G R et \t\^tj. 
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On construit de même deux projecteurs E2a
 e t £3,3 de dimension 1/3, 

invariants par cr, qui commutent à g, et tels que 

Sp(gE2a)c:Sp(g)n{eiteC\teU et h^\t\^t2} 

Sp(gEX3)czSp(g)n{eiteC\teU et t 2 <| t |<7r} 

où 

r2 = inf {te[0, TT] I d imE([ - t , f])>2/3}. 

(E2,2 ^ t obtenu, par exemple, en appliquant l'argument ci-dessus à M1_Ell et 
E 3 , 3 = l - ( E i . i +132.2).) 

On obtient ainsi une partition de l'unité {Eltl, E2y2, E 3 3} de B ; elle peut être 
complétée en un système d'unités matricielles ayant les propriétés désirées en 
vertu du lemme 1. 

Considérons le cas (plus simple) où B est de type III. Il suffit de poser 

t^mîitelO^UEil-UtDïO} 

et E M = E ( [ - t i , tj). Soit 

t2 = m£{te]tl9ir]\EQtl9t])tO}i 

si EQt2, TT])^0 on pose E2a = E([-t2,-t1[U]t1,t2]) et E3t3 = 1-(E l t i + E2j2); 
sinon on fragmente grâce au lemme 2(b) le projecteur EQ — TT, — t i t U ] ^ , TT]) en 
deux projecteurs cr-invariants équivalents E 2 2 et E 3 3 . On complète comme 
plus haut la partition {E M , E 2 2, E33} en un système d'unités matricielles. • 

On considère de plus un sous-groupe normal non central T de G. 

PROPOSITION 4. Soit g un élément de Y, dont le spectre contient au moins trois 
points. H existe, alors, un élément h de T et un système d'unités matricielles 
(Ey)j<j,,-<3 dans B avec les propriétés suivantes: 

a(Eu) = ELi ( l < i , / < 3 ) 

h = h1 + h2+h3 où hi=EUihEii ( l < / < 3 ) 

h i ^ E M h2 = E22 h3 = ExlhtE^3. 

Preuve. Soit (E u ) l r s U < 3 un système d'unités matricielles dans B, obtenu par 
le lemme 3, appliqué à g. L'élément k = E 1 3 4 - E 2 2 + E 3 x est dans G, donc 
h = gkg*k*el \ On vérifie sans peine que h a les propriétés désirées. • 

Existence d'involutions dans T. Soient B, a et G comme dans le théorème 
de l'introduction. Commençons ce paragraphe par un lemme technique: 

LEMME 5. Soient E et F deux projecteurs équivalents de B tels que a(E) — F. Il 
existe, alors, une isométrie partielle W de E vers F telle que a(W) = —W. 

Preuve. Comme B est proprement infini, il existe deux projecteurs Ex et E2 , 
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orthogonaux et équivalents, tels que E = E1 + E2. Alors, F1 = a(E1) et F2 = 
CT(E2) sont deux projecteurs orthogonaux, équivalents de somme F. 

Soit U une isométrie partielle de B de Ex vers F2 . On vérifie aisément que 
W=U—(T(U) satisfait les conclusions du lemme. • 

Soient T un sous-groupe normal non central de G et un élément geT, 

LEMME 6. Si le spectre de g est réduit à deux points, alors T contient une 

involution non triviale, (c'est-à-dire un élément de carré 1 qui n'est ni +1 , ni 

Preuve. Soit M4(C) le facteur de dimension 16 et r la transposition usuelle 
de M4(C). Introduisons la matrice 

/ 0 0 1 0 \ 
0 0 0 1 » 

" 1-1 0 0 0 
\ 0 - 1 0 0 / 

et l'antiautomorphisme involutif â = AdJ°T de M4(C). Rappelons que le 
groupe symplectique 

Sp(2) = {xeM 4 (C) |x* = x- 1 et (j(x) = x*} 

possède un unique sous-groupe normal non trivial qui est son centre, et que 
Sp(2) possède des involutions non triviales (contrairement à Sp( l )~SU(2)) . 

Si g, comme dans l'énoncé du lemme, n'est pas une involution, il existe un 
projecteur E de B avec cr(E) = l-E et ÀeC avec |A.| = 1, À ^ ± l tels que 
g = ÀE + À(l — E). Soient E1X et E2t2 deux projecteurs orthogonaux 
équivalents de somme E; choisissons une isométrie partielle E 1 2 de E2a vers 
Elyl et notons E21 = (E12)*. Posons ensuite: 

EX3 = o-(EM) E3A = o-(E2,i) 

E4 i3 = a(E l ï 2) E4A = a(E2a) ; 

alors, JE3 3, E4A sont des projecteurs orthogonaux équivalents de somme 1-E, 
et E3A est une isométrie partielle de E4A vers EX3 d'adjoint E4 3. 

Il existe, par le lemme 5, une isométrie partielle E31 de Jbi i vers tL3 3 — 
a(Eltl) avec cr(E31) = —JB3>1. On vérifie facilement que E4A = E4t3E31 [resp. 
E3 ï2 = E3AE1 a, E4a = E43E31E12~\ est une isométrie partielle de Eltl vers E 4 4 

[resp. E2,2 vers E 3 3 , E 2 2 vers E 4 4 ] et que 

a(E4tl) = ~E3a, o-(E3f2) = -E4,i» «"(^4,2) = -E4 > 2 . 

On obtient ainsi un système d'unités matricielles (Eu)1^ij^4 dans B et par suite 
une injection cp : M4(C) -> B. On vérifie par des calculs élémentaires que 
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<p ° <J = a ° <p, donc que <p fournit par restriction un homomorphisme injectif 

Sp (2) -* G 
encore noté <p. 

On a par construction: 

(A 0 0 0 \ 

0 0 0 À / 

Le sous-groupe normal cp_1(r) de Sp(2) n'est donc pas central. Il en résulte 
que <p_1(r) = Sp(2) contient une involution non triviale, et par suite T 
aussi. • 
Si le spectre de g e T contient au moins trois points, nous pouvons alors 
considérer un élément h = h1 + h2+h3eT, comme à la proposition 4. 

Notons A l'algèbre de von Neumann engendrée par hl9 qui est abélienne. Il 
existe une mesure borélienne régulière positive v sur le spectre fi de hi telle 
qu'on puisse identifier L£(ft, v) et A (théorème 4.7.1 de [2]). Pour ne{2, 3}, 
nous identifions aussi l'algèbre des applications mesurables ^-essentiellement 
bornées (modulo la relation d'égalité ^-presque partout) de ft dans l'algèbre 
matricielle Mn(C) au produit tensoriel A®M n (C) . Alors, 

f A®M 3(C) • B 

( a b c\ aEltl+ bEia + cE13 

d e f J H* + E2Ad + E2AeEia + E2AfEh3 

g h ij +E3,1g + E3AhEh2 + E3JE1,3 

est un isomorphisme normal de A®M 3(C) sur une sous-algèbre de JB. On a 
ft = ft; comme cr(h1) = h*, la restriction s de or h A=L£( f t , i>) est l'isomor-
phisme de composition avec la conjugaison complexe. 

Notons s3 la *-transposition de A®M3(C) qui est produit tensoriel de s avec 
la transposition usuelle de M3(C); alors 

Mf « s3 = a o ¥ . 
Pour n G {2, 3}, le groupe SU (n, ft) des applications mesurables (modulo la 

relation d'égalité v -presque partout) de ft dans le groupe compact SU (n) est 
un sous-groupe de groupe unitaire de A®M n (C) = L^in(C)(ft, v)\ considérons 
aussi 

S U ( 3 , f t ) s - { 7 G S U ( 3 , f t ) | 7 ( ô 3 ) = ^ ) pour tout COG ft}. 
Alors V définit un homorphisme injectif de ce groupe dans G (car 7* = s3(y), 
donc ¥(7)* = o- o \fr(y) pour tout 7 G SU (3, ft)s), et 

r ( f t ) = { 7 G S U ( 3 , f t ) s | ^ ( 7 ) e r } 
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est un sous-groupe normal de SU (3, ft)s contenant l'élément 

M i 0 0 V 

ho = | 0 1 0 U l . 
\o o hy 

LEMME 7. Il existe keT et deux projections non nulles a-invariantes or-
thogonales X, Y dans B tels que kX = X et kY=-Y. 

Preuve. Si —1 est valeur propre de hl5 il suffit de choisir k = h, X = JEs2,2 et Y 
le projecteur spectral de h associé à la valeur propre — 1. 

Si - 1 n'est pas valeur propre de hl9 alors 

ft' = {coGft|Im(co)>0} 

ft" = {coGft|Im(co)<0} 

sont deux boréliens non ^-négligeables de ft échangés par la conjugaison 
complexe. Décrivons un isomorphisme <p de SU (2, ft') sur un sous-groupe de 
SU(3,ft) s ; si 

7 

ft' • S U (2) 

co *-> 
/a(co) |3(co)\ 

\ô((o) elw)) K8((o) e(co), 

est dans SU (2, ft'), alors <p(y') : ft-* SU (3) applique 

co G ft' sur 

fa(cù) 0 j3(cu)V 

0 1 0 

Wco) 0 e(co)/ 

co G ft" sur 
'a(ôj) 0 P(6))\ 

0 1 0 

<Ô(cô) 0 e(cô)/ 

et coef tn{±l} sur 1. Considérons alors dans SU (2, ft') l'élément 

fft' > SU (2) 

hm' 
CO 

/fiiCco) 0 \ _ / c o 0 \ 

\ 0 hjw))~\0 cô/ 

On a <p(ha>) = hn et 

r(ft')={y' e su (2, ft') | <p(7') G r(ft)} 

est un sous-groupe normal non trivial de SU (2, ft'). Soit v\ la restriction de v 
à ft'. Il existe donc kaeT(Sl') et une projection non nulle Y'e 
Lc(ft', i/)®M2(C) avec fcn,Y' = - Y ' (voir le lemme 3 de [5]). On en déduit 
qu'il existe k = (ty°(p)(ka)eT et une projection non nulle YeB avec Y < 
Eul + E3,3, a(Y) = Y et kY=-Y. On achève la démonstration en posant 

X = -E2 2* • 
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PROPOSITION 8. Soit T un sous-groupe normal non central de G Alors T 
contient une involution non triviale de G 

Preuve. Soit geT, g ^ ± l . Si le spectre de g est réduit à deux points, le 
lemme 6 démontre la proposition. Sinon, par le lemme 7, il existe k eT et deux 
projections E et F non nulles, orthogonales, équivalentes et cr-invariantes de B 
tels que kE = E et kF=—F. Par le lemme 1, il existe une isométrie partielle W 
de E vers F telle que a(W)=W*. Posons h = W + W* + ( l - E - F ) . C'est un 
élément de G et donc hkh*k*eT. Par construction, 

hkh*k* = - ( E + F) + ( l - E - F ) 

est une involution. • 

PROPOSITION 9. Soit T un sous-groupe normal non central de G. Alors T 
contient toutes les involutions de G 

Preuve. Une involution de G est de la forme 1 — TE avec E un projecteur 
cr-invariant de B. Si B est un facteur de type III, deux projecteurs non triviaux 
de B sont unitairement équivalents; il résulte donc du lemme 1 que deux 
involutions non triviales de G sont conjuguées dans G; l'assertion est donc une 
conséquence immédiate de la proposition 8. A des modifications de détail près, 
cet argument démontre aussi l'assertion dans le cas du type ÏÏ4 (voir le lemme 6 
de [5]). • 

Pour que U(Bi) et U(B2) soient isomorphes, on sait qu'il faut et qu'il suffit 
que Bx et B2 soient ou bien isomorphes ou bien anti-isomorphes [3]. Soient B l 5 

B2 deux facteurs, al9 a2 deux *-transpositions de Bx et respectivement B2 , et 
G1? G2 les deux groupes classiques unitaires associés; si Gx et G2 sont 
isomorphes, existe-t-il toujours un *-(anti-)isomorphisme 

0 : Bx -> B2 tel que <r2 = 0 ° a i o 0 1 ? 

Apportons pour terminer quelques remarques et corrections de détail à [5]. 
Dans l'énoncé du lemme 4, il faut lire kY = —Y au lieu de kY-Y. Au milieu 
de la page 341, il faut lire "generated by h2" au lieu de "by h" et "W*c + 
W* dW" au lieu de "cW* + dP3". Les arguments de [5] tels qu'ils y sont 
rédigés s'appliquent sans changement aux AW*-algèbres; si l'on ne s'intéresse 
(comme ici) qu'aux algèbres de von Neumann, on peut les alléger en adoptant 
le point de vue des fonctions mesurables au lieu de celui des fonctions 
continues. 
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