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LE GROUPE GLn TORDU, SUR UN CORPS FINI

J.-L. WALDSPURGER

Abstract. Let Fq be a finite field, G = GLn(Fq), θ be the outer automor-
phism of G, suitably normalized. Consider the non-connected group G o {1, θ}
and its connected component G̃ = Gθ. We know two ways to produce functions
on G̃, with complex values and invariant by conjugation by G: on one hand,
let π be an irreducible representation of G we can and do extend to a represen-
tation π+ of G o {1, θ}, then the restriction trace G̃ π+ to G̃ of the character of
π+ is such a function; on the other hand, Lusztig define character-sheaves a,
whose characteristic functions φ(a) are such functions too. We consider only
“quadratic-unipotent” representations. For all such representation π, we de-
fine a suitable extension π+, a character-sheave f(π) and we prove an identity
trace G̃ π+ = γ(π)φ(f(π)) with an explicit complex number γ(π).

Introduction

Soit Fq un corps fini à q éléments et n un entier ≥ 1. On suppose que

la caractéristique p de Fq est 6= 2 et que q > n. On note G = GLn(Fq).
Introduisons l’élément de G :

J =




1
·

·
1


 ,

et le groupe G+ = G o {1, θ}, où θ2 = 1 et θgθ−1 = J−1tg−1J pour tout

g ∈ G. On pose G̃ = G+ \G.

Considérons l’ensemble des représentations irréductibles de G qui sont

quadratiques-unipotentes, c’est-à-dire qui sont sous-représentations d’une

représentation induite (à la Harish-Chandra) d’un caractère d’ordre au plus

2 du tore déployé maximal de G. Ces représentations sont paramétrées par

l’ensemble P2(n) des couples de partitions (µ1,µ2) tels que S(µ1)+S(µ2) =

n, où on note S(µ) la somme des termes d’une partition µ. Chacune de ces

représentations se prolonge en une représentation de G+. Il y a bien sûr deux
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prolongements possibles. On donnera un moyen de les distinguer et de choisir

précisément l’un d’eux. A (µ1,µ2) ∈ P2(n), on associe donc une représen-

tation π+(µ1,µ2) de G+. Notons trace G̃ π
+(µ1,µ2) la restriction à G̃ du

caractère de cette représentation. On voudrait calculer cette fonction. Grâce

à Lusztig, on connaît la méthode : on doit exprimer cette fonction comme

combinaison linéaire de fonctions caractéristiques de faisceaux-caractères sur

G̃.

La théorie des faisceaux-caractères pour les groupes non connexes a été

développée récemment par Lusztig dans une série d’articles. On en extrait

la construction suivante. Notons Fcusp l’ensemble des couples (h1, h2) où

h1 ∈ N, h2 ∈ Z, h1(h1+1)+h2
2 = n. A chacun de ces couples, on peut associer

une fonction caractéristique φ(h1, h2) d’un faisceau-caractère cuspidal. Son

support est la classe de conjugaison géométrique d’un élément de G̃ dont la

partie semi-simple s vérifie la condition suivante : le centralisateur connexe

ZG(s)0 est produit du groupe spécial orthogonal d’une forme quadratique de

dimension 1+3+ · · ·+(2|h2| − 1) et d’un groupe symplectique d’une forme

symplectique de dimension 2+4+ · · ·+2h1. Pour tout entier m ∈ N, notons

Wm le groupe de Weyl du système de racines de type Cm et Ŵm l’ensemble

de ses représentations irréductibles. Notons F̂ l’ensemble des sextuplets ρ =

(h1, h2, N1, N2, ρ1, ρ2) où h1, N1, N2 ∈ N, h2 ∈ Z, h1(h1 + 1) + h2
2 + 2N1 +

2N2 = n et ρj ∈ ŴNj pour j = 1, 2. A un tel ρ, on peut associer une

fonction caractéristique φ(ρ) d’un faisceau-caractère. On la construit par

induction de Deligne-Lusztig à partir de la fonction φ(h1, h2) sur G̃n′ , où

n′ = h1(h1 + 1) + h2
2 et G̃n′ est l’ensemble analogue à G̃ quand on remplace

n par n′. Remarquons que Fcusp s’identifie à un sous-ensemble de F̂ par

(h1, h2) 7→ (h1, h2, 0, 0,−,−).

On définira une bijection f : P2(n) → F̂ et une application γ : P2(n) →
{±1}. Signalons que les couples (µ1,µ2) tels que f(µ1,µ2) ∈ Fcusp sont

exactement ceux de la forme µ1 = (a, a− 1, . . . , 1), µ2 = (b, b− 1, . . . , 1) où
a(a+1)

2 + b(b+1)
2 = n. Le résultat est alors très simple :

Théorème. Pour tout (µ1,µ2) ∈ P2(n), on a l’égalité :

trace G̃ π
+(µ1,µ2) = γ(µ1,µ2)φ ◦ f(µ1,µ2).

Certains cas de cette égalité sont dus à Digne et Michel, cf. [DM] Théo-

rème 5.2.

Notre méthode de démonstration reprend celle de [W1] qui elle-même

reprenait les idées de Asai et Shoji, en utilisant bien sûr constamment les
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résultats de Lusztig. Une étape essentielle est de calculer l’image d’une fonc-

tion trace G̃ π
+(µ1,µ2) par un foncteur d’induction de Deligne-Lusztig. Les

deux ingrédients pour ce calcul sont d’une part que l’on peut calculer le

produit scalaire de deux telles images, d’autre part que l’image d’une repré-

sentation virtuelle (c’est-à-dire combinaison linéaire à coefficients dans Z de

représentations irréductibles) par un tel foncteur d’induction est encore une

représentation virtuelle.

Notons P2,cusp(n) l’ensemble des (µ1,µ2) ∈ P2(n) tels que f(µ1,µ2) ∈
Fcusp. La première étape de la preuve et un raisonnement par récurrence

permettent de montrer que les familles de fonctions

(trace G̃ π
+(µ1,µ2))(µ1,µ2)∈P2,cusp(n)

et (φ(h1, h2))(h1 ,h2)∈Fcusp
sont des bases d’un même espace, notons-le Ccusp.

Il reste à calculer la matrice de changement de bases. Dans [W1], on avait

résolu un problème analogue en calculant les valeurs en des points particu-

liers de chacune des fonctions qui interviennent. Ici, le calcul direct de la

valeur en un point d’une fonction trace G̃ π
+(µ1,µ2) paraît difficile. Consi-

dérons une fonction ϕ sur G̃, à support dans un ensemble sU , où s est un

élément semi-simple de G̃ et U est un sous-groupe unipotent de G, telle que

la fonction sur U : u 7→ ϕ(su) soit un caractère de ce groupe. Appelons

une telle fonction “fonction de Whittaker”. Pour des fonctions de Whittaker

ϕ bien choisies, la théorie des modèles de Whittaker dégénérés permet de

calculer le produit scalaire 〈trace G̃ π+(µ1,µ2), ϕ〉. On peut ainsi construire

suffisamment de formes linéaires sur l’espace Ccusp telles que l’on puisse cal-

culer leurs valeurs sur chacun des éléments des bases ci-dessus. On en déduit

la forme de la matrice de passage puis le théorème.

Les Paragraphes 1 à 4 contiennent des généralités sur le groupe G+,

la classification des éléments semi-simples et unipotents, l’induction de

Deligne-Lusztig et les caractères d’ordre 2 de G+. La construction des fonc-

tions caractéristiques des faisceaux-caractères et leurs propriétés occupent

les Paragraphes 5 à 8. Le calcul du produit scalaire d’une telle fonction

contre une fonction de Whittaker est effectué au Paragraphe 9. Au Para-

graphe 10, on définit précisément les représentations π+(µ1,µ2). Le calcul

du produit scalaire d’une fonction trace G̃ π
+(µ1,µ2) contre une fonction de

Whittaker est effectué aux Paragraphes 11 et 12. Au Paragraphe 13, on

prouve que, pour (h1, h2) ∈ Fcusp, la fonction φ(h1, h2) appartient à l’es-

pace engendré par nos fonctions trace G̃ π
+(µ1,µ2). De premières propriétés
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concernant le comportement des fonctions trace G̃ π
+(µ1,µ2) par induction

de Deligne-Lusztig sont présentées au Paragraphe 14. Les définitions des

applications f et γ sont données au Paragraphe 15. Au Paragraphe 16, on

prouve une propriété technique qui servira à la fin de la démonstration. Le

théorème est énoncé au Paragraphe 17. Aux Paragraphes 18, 19 et 20, on

traduit en termes combinatoires l’induction de Deligne-Lusztig et, en repre-

nant la méthode d’Asai, on détermine complètement le comportement des

fonctions trace G̃ π
+(µ1,µ2) par une telle induction. La preuve du théorème

est achevée au Paragraphe 21.

§1. Définitions et notations

Soit Fq un corps fini à q éléments. On note p sa caractéristique. On

note les variétés algébriques définies sur Fq par des lettres grasses et leurs

ensembles de points sur Fq par la même lettre fine : X = X(Fq).
Soit n un entier ≥ 1. On note G le groupe algébrique GLn sur Fq.

Introduisons l’élément de G :

J =




1
·

·
1


 ,

et l’automorphisme θ de G : θ(g) = J−1tg−1J . On note 1, θ le groupe à

deux éléments, que l’on considère comme un groupe algébrique sur Fq. On

note G+ le produit semi-direct Go{1, θ}, où θ agit sur G par θgθ−1 = θ(g).

On note G̃ l’unique composante connexe de G+ distincte de G.

Soit V un espace vectoriel de dimension n sur Fq muni d’une base

e1, . . . , en. On note V ∗ son dual et e∗1, . . . , e
∗
n la base duale. On note

Isom(V, V ∗) l’ensemble des isomorphismes de V sur V ∗. On peut identi-

fier G à GL(V ) puis au sous-groupe des éléments de GL(V ⊕ V ∗) de la

forme :

(1)

(
g 0
0 tg−1

)
.

En identifiant θ à l’élément :

(
0 J
J 0

)
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de GL(V ⊕ V ∗), on identifie G+ au sous-groupe de GL(V ⊕ V ∗) réunion

de l’ensemble des éléments de la forme (1) et de celui des éléments de la

forme : (
0 tσ−1

σ 0

)

pour σ ∈ Isom(V, V ∗). Finalement, on peut identifier G̃ à Isom(V, V ∗) et

G+ à G t Isom(V, V ∗). Pour σ ∈ Isom(V, V ∗), on note pour éviter les

confusions σ̃ l’élément correspondant de G̃. Il y a alors des relations telles

que σ̃g = σ̃g, gσ̃ = t̃g−1σ, σ̃1σ̃2 = tσ
−1
1 σ2.

Le cas échéant, on affectera d’un indice n les objets ci-dessus : Gn, θn
etc...

§2. Classification des éléments semi-simples et unipotents

On suppose p 6= 2. Un élément g ∈ G̃ est dit semi-simple s’il est semi-

simple en tant qu’élément de G+ ou, ce qui revient au même, si g2 est

semi-simple dans G. Tout élément g ∈ G̃ se décompose uniquement en

produit g = su de deux éléments qui commutent, où s ∈ G̃ est semi-simple

et u ∈ G est unipotent.

Considérons les données suivantes :

– I est un ensemble fini, I∗ ⊆ I un sous-ensemble ;

– pour i ∈ I, di est un entier ≥ 1 et ai un élément de F̄×
q , où F̄q est une

clôture algébrique de Fq ;

– V+ est un espace vectoriel sur Fq de dimension d+, muni d’une forme

quadratique non dégénérée q+ ;

– V− est un espace vectoriel sur Fq de dimension d−, muni d’une forme

symplectique non dégénérée q−.

Eventuellement V+ ou V− peuvent être nuls. Pour i ∈ I \ I∗, on pose

k′i = Fq[ai], on suppose que a−1
i n’est pas conjugué à ai par le groupe de

Galois Gal (k′i/Fq). Si i ∈ I∗, on pose ki = Fq[ai], on suppose que ki est

extension quadratique d’une sous-extension k ′i de Fq et que aiτi(ai) = 1, où

τi est l’unique élément non trivial de Gal(ki/k
′
i). Dans les deux cas, on pose

fi = [k′i : Fq]. On suppose de plus :

n = d+ + d− + 2
∑

i∈I
difi

et, pour i, j ∈ I, i 6= j, il n’y a pas d’isomorphisme de Fq[ai] sur Fq[aj ]
envoyant ai sur aj ou a−1

j .
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Nous allons associer à ces données une classe de conjugaison dans G̃.

Pour i ∈ I \ I∗, posons Vi = k
′2di
i . On écrit x = (xj)j=1,...,2di tout élément

de Vi. On définit σi ∈ Isom(Vi, V
∗
i ) par l’égalité :

〈x, σi(y)〉 = tracek′i/Fq

( ∑

j=1,...,di

xjydi+j + ai
∑

j=1,...,di

xdi+jyj

)
.

Pour i ∈ I∗, on pose Vi = kdii , on fixe λi ∈ ki tel que τi(λi)λ
−1
i = ai et on

définit σi ∈ Isom(Vi, V
∗
i ) par l’égalité :

〈x, σi(y)〉 = traceki/Fq

(
λi

∑

j=1,...,di

xjτi(yj)

)
.

On définit σ+ ∈ Isom(V+, V
∗
+) par l’égalité :

〈x, σ+(y)〉 = q+(x, y)

et σ− ∈ Isom(V−, V ∗
−) de façon similaire. En identifiant V à V+ ⊕ V− ⊕(⊕

i∈I Vi
)
, la collection (σ+, σ−, (σi)i∈I) définit σ ∈ Isom(V, V ∗), d’où σ̃ ∈

G̃. C’est un élément semi-simple dont la classe de conjugaison est bien dé-

terminée.

Aux isomorphismes évidents près, on obtient ainsi une classification des

classes de conjugaison d’éléments semi-simples de G̃.

Avec des notations évidentes, le commutant dans G de l’élément σ̃ ci-

dessus est isomorphe àO(q+)×Sp(q−)×(
∏
i∈I\I∗GLdi(k

′
i))×(

∏
i∈I∗Udi(k

′
i)).

Rappelons comment on paramètre les classes de conjugaison unipotentes

dans un tel groupe.

On appelle partition une suite décroissante λ = (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ) d’en-

tiers ≥ 0 et presque tous nuls. On pose S(λ) = λ1 + λ2 + · · · , on dit plus

précisément que λ est une partition de S(λ). On note multλ la fonction

“multiplicité dans λ”. Elle est définie dans N \ {0} ; pour i ∈ N \ {0}, i
intervient dans λ avec la multiplicité multλ(i). Pour un tel i, on pose aussi :

multλ(≥ i) =
∑

j≥i
multλ(j).

Pour tout entier d ∈ N, on note P(d) l’ensemble des partitions de d.

Dans un groupe GLd(k) ou Ud(k), k étant une extension finie de Fq,
les classes de conjugaison unipotentes sont classifiées par les partitions de
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d : à un élément unipotent, on associe la partition formée des tailles de

ses blocs de Jordan. Considérons le cas d’un groupe symplectique Sp(q−).

A un élément unipotent u on associe comme ci-dessus une partition λ de

d−. Elle est symplectique, i.e. multλ(i) est pair si i est impair. On note

Jord bp(λ) = {i ∈ N \ {0} ; i est pair, multλ(i) > 0}. On associe à u une

fonction ηu : Jord bp(λ) → {±1}. Posons X = −2 1−u
1+u . C’est un élément

nilpotent de l’algèbre de Lie sp(q−). Pour tout i ∈ Jord bp(λ), posons :

V−[i] = Ker(X i)/(Ker (X i−1) +X(Ker (X i+1))).

On définit une forme quadratique non dégénérée qu[i] sur V−[i] par la for-

mule :

qu[i](v, v
′) = (−1)[(i−1)/2]q−(Xi−1(v), v′).

Enfin, pour toute forme quadratique non dégénérée q sur un espace W sur

Fq de dimension d, on définit son discriminant (−1)[d/2] det(q) qui est un

élément de F×
q /F

×2
q , puis η(q) ∈ {±1} image de ce discriminant par l’unique

caractère non trivial η de F×
q /F

×2
q . On pose ηu(i) = η(qu[i]). Les don-

nées (λ, ηu) classifient les classes unipotentes dans Sp(q−). Dans un groupe

O(q+), la classification est similaire. Les partitions λ sont cette fois ortho-

gonales : multλ(i) est pair si i est pair. On pose alors Jord bp(λ) = {i ∈
N \ {0} ; i est impair, multλ(i) > 0} et on poursuit la construction comme

ci-dessus. Dans ce cas orthogonal, les fonctions ηu vérifient la condition :

∏

i∈Jord bp(λ)

ηu(i) = η(−1)[|Jord
bp
imp

(λ)|/2]η(q+),

où Jord
bp
imp(λ) = {i ∈ Jord bp(λ) ; multλ(i) impair}.

§3. Induction de Deligne-Lusztig

Soient P un sous-groupe parabolique de G et L un sous-groupe de Lévi

de P (on appelera un tel groupe L un “groupe de Lévi”). Notons NG+(P),

resp. NG+(L), le normalisateur de P, resp. L, dans G+. On pose L+ =

NG+(P)∩NG+(L). On suppose que L+ est défini sur Fq et que L+∩G̃ 6= ∅.
Remarquons que la première condition entraîne que L est défini sur Fq mais

pas forcément P. On pose L̃ = L+ ∩ G̃.

Une représentation d’un groupe fini H est un couple (π,E) où E est

un espace vectoriel complexe (que l’on supposera de dimension finie) et

π : H → GL(E) un homomorphisme. On parlera selon la situation de “la
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représentation π” ou du “H-module E”. On note Ĥ l’ensemble des classes

d’isomorphie de représentations irréductibles de H.

Soit E un L+-module. On définit de façon usuelle le G+-module vir-

tuel RG
+

L+ (E). Rappelons sa définition. On note F l’action du Frobenius sur

toute variété algébrique définie sur Fq. Notons U le radical unipotent de P,

introduisons la variété :

X+ = {x(U ∩ F (U)) ∈ G+/(U ∩ F (U)) ; x−1F (x) ∈ F (U)}.

Le groupe G+×L+ agit sur X+ par (g, `)x(U∩F (U)) = gx`−1(U∩F (U)).

Fixons un nombre premier ` 6= p et un isomorphisme Q̄` ' C. On définit les

espaces de cohomologie H i
c(X

+) qui sont a priori des espaces sur Q̄` mais

que l’on identifie à des espaces complexes grâce à l’isomorphisme choisi. Le

groupe G+ × L+ agit sur ces espaces via son action sur X+. Pour tout i,

G+ continue à agir sur l’espace d’invariants (H i
c(X

+) ⊗C E)L
+
. On pose :

RG
+

L+ (E) =
∑

i∈N

(−1)i(Hi
c(X

+) ⊗C E)L
+
.

Notons C(G+), resp. C(G), C(G̃), l’espace des fonctions sur G+, resp. G,

G̃, à valeurs complexes, invariantes par conjugaison par G, et C(G+)G
+

le sous-espace des éléments de C(G+) invariants par conjugaison par G+.

On définit de même C(L+) etc... En identifiant toute représentation à son

caractère puis en prolongeant par linéarité, on obtient un homomorphisme :

RG
+

L+ : C(L+)L
+ −→ C(G+)G

+

qui envoie C(L̃) dans C(G̃). Si q est assez grand, par exemple q > n, on

montre qu’il ne dépend que de L+ et pas de P.

Hypothèse : on suppose désormais q > n.

Pour tout entier d ∈ N, on note P2(d) l’ensemble des couples (λ,µ) de

partitions tels que S(λ)+S(µ) = d. Soient n′, d ∈ N tels que n′ +2d = n et

soit (λ,µ) ∈ P2(d). Ces données paramètrent un groupe de Lévi L tel que :

L '
(
∏

i≥1

(F×
qλi

× F×
qλi

)

)
×
(
∏

i≥1

F×
q2µi

)
×Gn′ .

Conformément à cette décomposition, on écrit tout élément l ∈ L sous

la forme l = ((xi, x
′
i)i≥1, (yi)i≥1, g

′). On note τi l’élément non trivial du
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groupe de Galois de l’extension Fq2µi/Fqµi . On va construire P vérifiant les

conditions précédentes et θL ∈ L̃ tel que θ2
L = 1 et, pour l comme ci-dessus,

on ait l’égalité :

θLlθ
−1
L =

(
(x

′−1
i , x−1

i )i≥1, (τi(yi)
−1)i≥1,θn′(g′)

)
.

Pour voir cela, introduisons la Fq-algèbre :

A =

(
∏

i≥1

(Fqλi × Fqλi )

)
×
(
∏

i≥1

Fq2µi

)
.

Elle est munie d’une involution τ définie par τ((xi, x
′
i)i≥1, (yi)i≥1) =

((x′i, xi)i≥1, (τi(yi))i≥1). Notons Σ l’ensemble des homomorphismes de Fq-
algèbre de A dans F̄q. Fixons une bijection :

{1, . . . , 2d} −→ Σ

j 7−→ σj

telle que σ2d+1−j = σjτ pour tout j. Identifions A⊗ F̄q à F̄Σ
q par :

a⊗ z 7−→
∑

σ∈Σ

zσ(a)eσ

pour a ∈ A et z ∈ F̄q, où (eσ)σ∈Σ est la base canonique de F̄Σ
q . Introduisons

les espaces Vn et Vn′ , identifions Vn à A ⊕ Vn′ , d’où Vn ⊗Fq F̄q à F̄Σ
q ⊕

(Vn′ ⊗Fq F̄q). Le groupe L(F̄q) agit naturellement dans (A ⊕ Vn′) ⊗Fq F̄q.
Des identifications précédentes résulte un plongement de L dans G. Pour

j ∈ {1, . . . , 2d}, notons Wj le sous-espace de F̄Σ
q ⊕ (Vn′ ⊗Fq F̄q) engendré

par :

– eσ1 , . . . , eσj , si j ≤ d ;

– eσ1 , . . . , eσj et Vn′ ⊗Fq F̄q si j > d.

Le groupe P qui stabilise tous ces sous-espaces Wj répond à la question.

Notons jn′ l’élément de Isom(Vn′ , V ∗
n′) tel que j̃n′ = θn′ . Définissons jL ∈

Isom(Vn ⊗Fq F̄q, V ∗
n ⊗Fq F̄q) par :

jL(eσj ) = e∗σ2d+1−j
, pour j ∈ {1, . . . , 2d},

jL|Vn′⊗Fq F̄q
= jn′ ,

où (e∗σ)σ∈Σ est la base duale de (eσ)σ∈Σ. Posons θL = j̃L ∈ G̃(F̄q). Il vérifie

les conditions requises, en particulier il appartient à G̃. Le couple (L, θL)

que l’on vient de construire est bien défini à conjugaison près.
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Soit χ un caractère de A× tel que χ ◦ τ = χ−1. Soit (ρ′, E′) une repré-

sentation de G+
n′ . On construit une représentation (ρ′χ, E

′
χ) de L+ par les

formules :

– E′
χ = E′ ;

– pour l = (a, g′) ∈ L ' A× ×Gn′ , ρ′χ(l) = χ(a)ρ′(g′) ;

– ρ′χ(θL) = ρ′(θn′).

On en déduit un G+-module RG
+

L+ (E′
χ). Considérons χ comme fixé. On ob-

tient un foncteur qui à E ′ associe RG
+

L+ (E′
χ), dont on déduit encore un ho-

momorphisme noté :

Rλ,µ,χ : C(G̃n′) −→ C(G̃).

On utilisera des cas particuliers de cet homomorphisme, que l’on notera

Rεd,j, où j ∈ {1, 2} et ε est un signe ±, que l’on identifiera si besoin est à un

élément de {±1}. C’est l’homomorphisme Rλ,µ,χ pour :

– si ε = +, λ = (d), µ = ∅ ;

– si ε = −, λ = ∅, µ = (d) ;

– si j = 1, χ = 1 ;

– si j = 2, χ est l’unique caractère d’ordre 2 de A× tel que χ◦ τ = χ−1.

§4. Le caractère déterminant

On définit une application det : G+ → F×
q /F

×2
q . Sur G, c’est le détermi-

nant composé avec l’homomorphisme F×
q → F×

q /F
×2
q . Pour σ ∈ Isom(V, V ∗),

det(σ̃) est l’image dans F×
q /F

×2
q du déterminant de la matrice exprimant

σ dans deux bases de V et V ∗ sur Fq, duales l’une de l’autre. On vérifie

que det est un homomorphisme. En particulier, on peut multiplier toute

fonction de C(G̃) par η ◦ det.

Lemme. Pour tous d, n′ ∈ N tels que 2d + n′ = n, pour tous ε = ± et

j ∈ {1, 2} et pour toute f ′ ∈ C(G̃n′), on a l’égalité :

(η ◦ det)Rεd,j(f
′) = εη(−1)dRεd,3−j((η ◦ detn′)f ′).

Preuve. Utilisons les notations du Paragraphe 3. Grâce à la Proposi-
tion 2.6 de [DM], il suffit de vérifier que, pour l = (a, g ′) ∈ L = A× × Gn′ ,
on a l’égalité :

η ◦ det(θLl) = εη(−1)dχ(a)η ◦ detn′(θn′g′).
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Tous nos objets se scindent en deux, l’un relatif à A, l’autre à Vn′ , on
est ramené au cas n′ = 0. Choisissons ξ ∈ F×

qd
tel que ξ soit un carré si

ε = + et n’en soit pas un si ε = −. On peut identifier A à Fqd [
√
ξ]. Pour

a ∈ A×, on a χ(a) = η ◦Norme
F
qd

[
√
ξ]/Fq(a) = η ◦ det(a). Il reste à voir que

η ◦det(θL) = εη(−1)d. Introduisons une base (vi)i=1,...,d de Fqd sur Fq, puis
la base (wi)i=1,...,2d de A définie par :

wi =

{
vi, si i ≤ d√
ξvi−d, si i > d

Introduisons les matrices suivantes :
M0 exprimant jL dans les bases (wi)i=1,...,2d et (w∗

i )i=1,...,2d ;
M1 exprimant jL dans les bases (eσi)i=1,...,2d et (e∗σi)i=1,...,2d ;
M2 exprimant la base (wi)i=1,...,2d en termes de (eσi)i=1,...,2d ;
M3 = (traceF

qd
/Fq(vivj))i,j=1,...,d ;

M4 = (traceF
qd
/Fq(ξvivj))i,j=1,...,d ;

M5 = (trace
F
qd

[
√
ξ]/Fq(wiwj))i,j=1,...,2d ;

M6 = (trace
F
qd

[
√
ξ]⊗Fq F̄q/F̄q(eσieσj ))i,j=1,...,2d.

On a les relations :

η ◦ det(θL) = η ◦ det(M0), M0 = tM 2M1M2, M1 = J2d,

det(M1) = (−1)d, M5 = tM2M6M2, M6 = 1,

det(M5) = det(M3) det(M4),

det(M4) = NormeF
qd
/Fq(ξ) det(M3), det(M3) ∈ F×

q .

On en tire l’égalité η ◦ det(θL) = η(−1)dη ◦ NormeF
qd
/Fq(ξ). Mais

NormeF
qd
/Fq(ξ) est un carré dans F×

q si ε = + et n’en est pas un si ε = −.

D’où l’égalité cherchée.

§5. Faisceaux-caractères

Notons Fcusp l’ensemble des (h1, h2) ∈ N×Z tels que h1(h1+1)+h2
2 = n.

Pour un tel couple, on définit une fonction φ(h1, h2) sur G̃. Son support est

l’ensemble des éléments su, où s et u commutent, s est semi-simple et u

unipotent, tels que :

– s est paramétré par les données I = ∅, d+ = h2
2, q+, d− = h1(h1 +1),

q−, cf. Paragraphe 2 ;

l’élément u se décompose en u+u−, où u+ ∈ O(q+), u− ∈ Sp(q−) ; alors :
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– u+ est paramétré par la partition (2|h2| − 1, 2|h2| − 3, . . . , 3, 1) et u−
par (2h1, 2h1 − 2, . . . , 2).

Posons :

s(h2) =

{
0, si h2 ≥ 0,

1, si h2 < 0,
δ(h1, h2) =

|h3
2 − h2|

3
+
h1(2h1 + 1)(h1 + 1)

6
.

On note q1/2 la racine > 0 de q, ce qui permet de définir qm/2 pour tout

m ∈ Z. Pour un élément su vérifiant les conditions ci-dessus, on a l’égalité :

φ(h1, h2)(su) = qδ(h1,h2)/2

(
∏

i=1,...,h1, i impair

ηu−(2i)

)

×
(

∏

i=0,...,|h2|−1, i≡h1+h2+s(h2) mod 2Z

ηu+(2i+ 1)

)
.

La fonction φ(h1, h2) appartient à C(G̃).

Pour tout entier N ∈ N, notons WN le groupe de Weyl du système de

racines de type CN . Notons sgn son caractère usuel et sgnCD le caractère

dont le noyau est le sous-groupe du système de racines de type DN . Les

classes de conjugaison dans WN comme les représentations irréductibles de

ce groupe sont paramétrées par P2(N).

On note F , resp. F̂ , l’ensemble des sextuplets (h1, h2, N1, N2, w1, w2),

resp. (h1, h2, N1, N2, ρ1, ρ2), où :

– h1, N1, N2 ∈ N, h2 ∈ Z, h1(h1 + 1) + h2
2 + 2N1 + 2N2 = n ;

– pour j = 1, 2, wj ∈WNj , resp. ρj ∈ ŴNj .

Soit w = (h1, h2, N1, N2, w1, w2) ∈ F . Pour j = 1, 2, notons (αj,βj)

le couple de partitions paramétrant la classe de conjugaison de wj. Posons

n′ = h1(h1 + 1) + h2
2. On définit l’homomorphisme Rw : C(G̃n′) → C(G̃),

composé de tous les homomorphismes R+
αj,k ,j

et R−
βj,k,j

pour j = 1, 2 et k ∈ N
tel que αj,k 6= 0, resp. βj,k 6= 0. Ces homomorphismes commutent, leur ordre

n’importe pas. On définit l’élément de C(G̃) : φ(w) = Rw(φ(h1, h2)).

Soit maintenant ρ = (h1, h2, N1, N2, ρ1, ρ2) ∈ F̂ . On définit l’élément

de C(G̃) :

φ(ρ) = |WN1 |−1|WN2 |−1

×
∑

w1∈WN1
, w2∈WN2

trace ρ1(w1) trace ρ2(w2)φ(h1, h2, N1, N2, w1, w2).
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On munit C(G̃) du produit hermitien usuel :

(f1, f2) = |G|−1
∑

g∈G̃
f̄1(g)f2(g).

Lemme. La famille des fonctions φ(ρ), pour ρ ∈ F̂ , forme un système

orthonormé dans C(G̃).

Grâce à [L2], Théorème 17.15, à [DM] Proposition 2.6 et [L5] Théo-
rème 1.14, nos fonctions sont égales à celles construites par Lusztig dans
[L2]. Alors le lemme résulte de [L4] Proposition 24.16. L’hypothèse de forte
cuspidalité imposée dans cette référence se ramène dans notre cas à l’hypo-
thèse analogue pour les systèmes locaux cuspidaux portés par les centrali-
sateurs connexes des éléments s du début du paragraphe. On sait que cette
dernière hypothèse est vérifiée, cf. [L1].

Pour un élément semi-simple s paramétré par I = ∅, d+, q+, d−, q−, on

a η ◦ det(s) = η(−1)[d+/2]η(q+). On en déduit l’égalité :

(η ◦ det)φ(h1, h2) = η(−1)
h22−|h2|

2 φ(h1,−h2)

pour tous (h1, h2) ∈ Fcusp. Grâce au Lemme 4, cette égalité se généralise

en :

(η ◦ det)φ(ρ) = η(−1)N1+N2+
h22−|h2|

2 φ(ρ′),

pour tout ρ = (h1, h2, N1, N2, ρ1, ρ2) ∈ F̂ , où ρ′ = (h1,−h2, N2, N1, ρ2 ⊗
sgnCD, ρ1 ⊗ sgnCD).

§6. Valeurs de fonctions caractéristiques de faisceaux-caractères

Soient w = (h1, h2, N1, N2, w1, w2) ∈ F et g ∈ G̃. On écrit g = su

et on paramètre s comme au Paragraphe 2 par des données I, I ∗, (di)i∈I ,
(ai)i∈I , d+, q+, d−, q−. On suppose vérifiées les hypothèses simplificatrices :

N2 = 0 (donc w2 disparaît) et s est elliptique, c’est-à-dire I = I ∗. On pose

simplement N = N1, w = w1.

Considérons l’hypothèse :

(H) d+ ≥ h2
2, d− ≥ h1(h1 + 1).

Si elle est vérifiée, on pose N+ = (d+ − h2
2)/2, N− = (d− − h1(h1 + 1))/2.

Ces nombres sont entiers et on a l’égalité :

N = N+ +N− +
∑

i∈I
difi,
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les fi étant définis comme au Paragraphe 2. On pose :

W (s) = WN+ ×WN− ×
∏

i∈I
Sdi ,

où, pour tout d ∈ N, on note Sd le groupe de permutations de l’ensemble

{1, . . . , d}.
On note WN/conj l’ensemble des classes de conjugaison dans WN et

O(w) la classe de w. On définit une application :

ιs : W (s) −→WN/conj

de la façon suivante. Soit v ∈W (s). Sa classe de conjugaison est paramétrée

par :

– des couples de partitions (αε,βε) ∈ P2(Nε) pour ε = ± ;

– des partitions µi ∈ P(di) pour i ∈ I.
Pour tout i, écrivons µi = α′

i ∪ β′
i, où les termes de α′

i, resp. β′
i, sont

pairs, resp. impairs. Multiplions les termes de ces partitions par fi. On

obtient des partitions αi et βi. Posons :

α = α+ ∪ α− ∪
⋃

i∈I
αi, β = β+ ∪ β− ∪

⋃

i∈I
βi.

Alors ιs(v) est la classe dans WN paramétrée par (α,β).

On sait définir des fonctions de Green sur les groupes SO(q+), Sp(q−)

et Udi(k
′
i) pour i ∈ I. Il n’y a pas vraiment de normalisation standard,

nous utiliserons celles de [W2], Chapitre VIII. Sur un groupe Udi(k
′
i), elles

sont paramétrées par les éléments v ∈ Sdi modulo conjugaison. On les note

Qv. Sur le groupe Sp(q−), elles sont paramétrées par les triplets (h,m, v)

où h,m ∈ N, h(h + 1) + 2m = d− et v est un élément de Wm modulo

conjugaison. On les note Qh,v. Sur le groupe SO(q+), elles sont presque

paramétrées par les triplets (h,m, v), où h,m ∈ N, h2 +2m = d+ et v est un

élément de Wm modulo conjugaison. On les note Qh,v. On a dit “presque”

parce qu’il y a des complications si d+ est pair et h = 0. D’une part, la

fonction de Green n’est a priori définie que si sgnCD(v) = η(q+). On ignore

cette condition en posant Q0,v = 0 si elle n’est pas vérifiée. D’autre part, si

η(q+) = 1, il y a des v qui donnent naissance à deux fonctions Q′
0,v, Q

′′
0,v

qui sont conjuguées dans O(q+) mais pas dans SO(q+). On pose dans ce cas

Q0,v = 1
2 (Q′

0,v +Q′′
0,v).
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A tout élément v = (v+, v−, (vi)i∈I) ∈ W (s), on associe une fonction

Qh1,|h2|,v sur la composante neutre ZG(s)0 du commutant de s dans G. On

pose Qh1,|h2|,v = Q|h2|,v+ ⊗ Qh1,v− ⊗
(⊗

i∈I Qvi
)

en identifiant ZG(s)0 à

SO(q+) × Sp(q−) ×∏i∈I Udi(k
′
i).

On pose enfin :

z(h2, d+) =

{
1, si h2 = 0 et d+ > 0,

0, sinon.

Proposition. (i) Si l’hypothèse (H) n’est pas vérifiée, φ(w)(g) = 0.

(ii) Supposons (H) vérifiée. On a l’égalité :

φ(w)(g) = 2z(h2,d+)qδ(h1,h2)/2|WN ||O(w)|−1|W (s)|−1

× (η(q+)η(−1)[|h2|/2])h1+s(h2)

×
∑

v∈W (s), ιs(v)=O(w)

sgnCD(v+)h1+s(h2)Qh1,|h2|,v(u).

Preuve. Pour tout entier m et tout v ∈ Wm, notons Tv le tore sur Fq
vérifiant la condition suivante. Notons (α,β) ∈ P2(m) le couple de parti-
tions paramétrant la classe de conjugaison de v. Alors :

Tv =

(
∏

i≥1

(F×
qαi × F×

qαi )

)
×
(
∏

i≥1

F×
q2βi

)
.

On note T1
v le sous-tore tel que :

T 1
v =

(
∏

i≥1

{(x, x′) ∈ F×
qαi × F×

qαi ; xx′ = 1}
)

×
(
∏

i≥1

F1
q2βi

)
,

où, pour tout entier d ≥ 1, on pose F1
q2d

= {x ∈ F×
q2d

; NormeF
q2d

/F
qd

(x) =

1}.
La construction de la fonction φ(w) se reformule ainsi. Posons n′ =

h1(h1+1)+h2
2 et L = Tw×Gn′ . C’est un groupe de Lévi de G. Appliquons-

lui les constructions du Paragraphe 3, qui fournissent les termes L+, L̃, θL.
De la projection de L sur Gn′ se déduit une application π : L̃ → G̃n′ qui
envoie θL sur θn′ . Alors :

φ(w) = RG
+

L+ (π∗(φ(h1, h2)).
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Notons S′ ⊆ G̃n′ le support de φ(h1, h2) et S = π−1(S′). Notons Sss l’en-
semble des composantes semi-simples d’éléments de S. Avec les notations
de [L2] Théorème 17.15, on a une égalité :

(1) φ(w)(g) =
∑

x∈G,x−1sx∈Sss

|Lx|
|ZG(s)0||L|Qx(u),

dont on va identifier les termes.
Si (H) n’est pas vérifiée, s n’est conjugué à aucun élément de Sss. La

somme est vide et φ(w)(g) = 0.
On suppose désormais (H) vérifiée. Rappelons que, dans un groupe

symplectique Sp(2r), les classes de conjugaison de sous-tores maximaux
définis sur Fq sont paramétrées par les classes de conjugaison dans Wr. Plus
généralement, les classes de conjugaison de groupes de Lévi M définis sur
Fq, munis d’une décomposition M = T × Sp(2r ′), où T est un tore, sont
paramétrées par les couples (m, v), où m ∈ N, m ≤ r, v ∈ Wm modulo
conjugaison. Un paramétrage analogue vaut pour des groupes orthogonaux.
Pour un groupe unitaire Ur, on ne considère que les Lévi qui sont des tores
maximaux. Le paramétrage se fait par Wr modulo conjugaisoon.

Posons X = {x ∈ G ; x−1sx ∈ Sss}. Pour x ∈ X, notons Lx la com-
posante neutre de xLx−1 ∩ ZG(s)0. Elle se décompose en Lx = Lx,+ ×
Lx,− × ∏i∈I Lx,i où, par exemple, Lx,+ = Lx ∩ SO(q+). Chacun de ces
termes est de la forme ci-dessus, par exemple Lx,+ = (xTwx

−1∩SO(q+))×
(xGn′x−1∩SO(q+)). Le dernier terme de ce produit est forcément le groupe
spécial orthogonal d’un espace de dimension h2

2. Donc Lx,+ est paramé-
tré par un couple (N+, v+). De même, Lx,− est paramétré par un couple
(N−, v−) et, pour tout i ∈ I, Lx,i est paramétré par vi ∈ Sdi . On pose
v = (v+, v−, (vi)i∈I). On a v ∈ W (s) et on vérifie que ιs(v) = O(w). On a
ainsi défini une application :

(2) X −→ {v ∈W (s) ; ιs(v) = O(w)}/conj,

avec une notation évidente. Cette application est surjective. Le terme associé
à x dans la somme (1) ne dépend que de l’image de x par cette application.

Remarque. Ce n’est pas tout-à-fait exact à cause des fonctions sur
les groupes orthogonaux pairs qui sont invariantes par le groupe spécial
orthogonal mais pas par le groupe orthogonal tout entier. Mais le terme
φ(w)(g) étant nécessairement, en tant que fonction de u, invariant par
ZG(s) tout entier, on peut remplacer dans (1) les Qx par leurs symétrisées
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|ZG(s)0\ZG(s)|−1
∑

y∈ZG(s)0\ZG(s)Qx◦Ad(y) et l’assertion ci-dessus devient
vraie.

On obtient alors :

(3) φ(w)(g) =
∑

v∈W (s)/conj, ιs(v)=O(w)

c(v)
|Lx|

|ZG(s)0||L|Qx(u),

où ici x est un élément de la fibre de l’application (2) au-dessus de v et c(v)
est le nombre d’éléments de cette fibre. Avec ces notations, on a :

c(v) = |ZG(s)xNG(Tw)|
= |ZG(s)||NG(Tw)||NZG(s)(xTwx

−1 ∩ ZG(s))|−1.

On calcule :

|NG(Tw)| = |L||WN ||O(w)|−1,

|NZG(s)(xTwx
−1 ∩ ZG(s))| = |xLx−1 ∩ ZG(s)||W (s)||O(v)|−1.

Alors :

c(v)
|Lx|

|ZG(s)0||L| =
|ZG(s)|
|ZG(s)0|

|Lx|
|xLx−1 ∩ ZG(s)|

|WN ||O(v)|
|W (s)||O(w)| .

Le produit des deux premiers facteurs vaut 2z(h2,d+). On se débarrasse du
facteur |O(v)| en remplaçant dans (3) la sommation sur W (s)/conj par une
sommation sur W (s). On obtient :

(4) φ(w)(g) = 2z(h2,d+)|WN ||O(w)|−1|W (s)|−1
∑

v∈W (s), ιs(v)=O(w)

Qx(u).

Fixons v. Il résulte des définitions de [L2] et [W2] que l’on a une égalité Qx =
cQh1,|h2|,v, où la constante c vient de la différence entre les normalisations
des fonctions cuspidales. Ecrivons Lx,+ = T+ × SO(q′+), Lx,− = T− ×
Sp(q′−). Soit u+ ∈ SO(q′+) un élément unipotent paramétré par la partition
(2|h2|−1, . . . , 3, 1) et soit u− ∈ Sp(q′−) un élément unipotent paramétré par
la partition (2h1, . . . , 2). D’après nos définitions, Qx est issu d’une fonction
cuspidale sur SO(q′+) × Sp(q′−) qui prend au point (u+, u−) la valeur :

qδ(h1 ,h2)/2

(
∏

i=1,...,h1, i impair

ηu−(2i)

)

×
(

∏

i=0,...,|h2|−1, i≡h1+h2+s(h2) mod 2Z

ηu+(2i + 1)

)
.
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Tandis que, d’après [W2], Qh1,|h2|,v est issu d’une fonction cuspidale qui
prend au même point la valeur :

(
∏

i=1,...,h1, i impair

ηu−(2i)

)(
∏

i=0,...,|h2|−1, i≡h2 mod 2Z

ηu+(2i + 1)

)
.

On a donc :

c = qδ(h1,h2)/2

(
∏

i=0,...,|h2|−1

ηu+(2i+ 1)

)h1+s(h2)

.

Mais :
∏

i=0,...,|h2|−1

ηu+(2i+ 1) = η(−1)[|h2|/2]η(q′+),

et η(q′+) = η(q+) sgnCD(v+). D’où :

c = qδ(h1,h2)/2
(
η(q+)η(−1)[|h2|/2] sgnCD(v+)

)h1+s(h2)
.

En remplaçant dans l’expression (4) les fonctions Qx par leurs valeurs, on
obtient la formule de l’énoncé.

§7. Valeurs de fonctions caractéristiques de faisceaux-caractères,

suite

On conserve les mêmes hypothèses concernant g et on considère un

élément ρ = (h1, h2, N1, N2, ρ1, ρ2) ∈ F̂ . On fait l’hypothèse simplificatrice

N2 = 0 et on pose simplement N = N1, ρ = ρ1.

Sur les groupes SO(q+), Sp(q−), Udi(k
′
i), on sait définir d’autres fonc-

tions de Green. Elles sont paramétrées :

– dans le cas de SO(q+), par les triplets (h,m, σ) où h,m ∈ N, h2 +

2m = d+ et σ ∈ Ŵm ; on les note Qh,σ ;

– dans le cas de Sp(q−), par les triplets (h,m, σ) où h,m ∈ N, h(h +

1) + 2m = d− et σ ∈ Ŵm ; on les note Qh,σ ;

– dans le cas de Udi(k
′
i), par les σ ∈ Ŝdi ; on les note Qσ.
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Elles sont définies respectivement par :

Qh,σ = 2z(h,d+)|Wm|−1
∑

v∈Wm

trace σ(v)Qh,v,

Qh,σ = |Wm|−1
∑

v∈Wm

sgnCD(v)h trace σ(v)Qh,v ,

Qσ = |Sdi |−1
∑

v∈Sdi

trace σ(v)Qv .

Supposons vérifiée l’hypothèse (H) du paragraphe précédent. Toute repré-

sentation irréductible σ de W (s) se décompose en σ = σ+⊗σ−⊗
(⊗

i∈I σi
)
,

où σ+ ∈ ŴN+, σ− ∈ ŴN− et σi ∈ Ŝdi pour tout i ∈ I. On lui associe la

fonction de Green Qh1,|h2|,σ = Q|h2|,σ+
⊗ Qh1,σ− ⊗

(⊗
i∈I Qσi

)
sur ZG(s)0.

On pose :

[σ, ρ]h1,h2 = |W (s)|−1
∑

v∈W (s)

(trace ρ) ◦ ιs(v) trace σ(v)

× sgnCD(v+)h1+s(h2) sgnCD(v−)h1 .

Corollaire. (i) Si l’hypothèse (H) n’est pas vérifiée, φ(ρ)(g) = 0.
(ii) Supposons (H) vérifiée. Alors on a l’égalité :

φ(ρ)(g) = qδ(h1,h2)/2
(
(−1)

P

i∈I diη(q+)η(−1)[h2/2]
)h1+s(h2)

×
∑

σ∈Ŵ (s)

[σ, ρ]h1,h2Qh1,|h2|,σ(u).

Cela résulte de la proposition précédente et de la torsion que l’on a
introduite dans la définition des fonctions de Green sur les groupes sym-
plectiques. On doit remarquer que, si v ∈ W (s) et w ∈ WN sont tels que
ιs(v) = O(w), on a l’égalité sgnCD(w) = (−1)

P

i∈I di sgnCD(v+) sgnCD(v−).

§8. Deux faisceaux-caractères particuliers

Explicitons un cas particulier du corollaire précédent. On ne considère

que des g pour lesquels I = ∅. On note bien sûr u+ et u− les composantes

de u dans SO(q+) et Sp(q−).

On fixe h1, N ∈ N et h2 ∈ Z tels que h1(h1 + 1) + h2
2 + 2N = n et un

élément w ∈WN . On définit les deux éléments :

ρ1 = (h1, h2, N, 0, sgn
h1+s(h2)
CD ,−) ρ2 = (h1, h2, N, 0, sgn

h1
CD,−)
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de F̂ et l’élément w = (h1, h2, N, 0, w,−) de F .

Corollaire. (i) Supposons d+ = h2
2 + 2N , d− = h1(h1 + 1), u+

paramétré par la partition (2|h2|+2N−1, 2|h2|−3, . . . , 3, 1) et u− paramétré

par la partition (2h1, 2h1 − 2, . . . , 2). Alors φ(ρ1)(g) et φ(w)(g) valent tous

deux ±qδ(h1,h2)/2.

(ii) Supposons d+ = h2
2, d− = h1(h1 + 1) + 2N , u+ paramétré par

la partition (2|h2| − 1, 2|h2| − 3, . . . , 3, 1) et u− paramétré par la partition

(2h1 + 2N, 2h1 − 2, . . . , 2). Alors la même conclusion vaut pour les termes

φ(ρ2)(g) et φ(w)(g).

Preuve. Les hypothèses entraînent que (H) est vérifiée, que W (s) =
WN et que, pour deux représentations irréductibles σ et ρ de ce groupe, on
a, sous les hypothèses de (i) :

[σ, ρ]h1,h2 =

{
1, si σ = ρ⊗ sgn

h1+s(h2)
CD

0, sinon ;

et, sous les hypothèses de (ii) :

[σ, ρ]h1,h2 =

{
1, si σ = ρ⊗ sgnh1

CD

0, sinon ;

Par ailleurs, notons 1 la représentation triviale de WN . D’après [W2]
VIII.11 (où on ne faisait bien sûr que reprendre des résultats de Lusztig),
Qh1,|h2|,σ(u) est nul si σ 6= 1 et vaut ±1 si σ = 1. Alors les assertions
concernant φ(ρ1)(g) et φ(ρ2)(g) se déduisent du corollaire précédent. Pour
ρ ∈ ŴN , notons ρ = (h1, h2, N, 0, ρ,−). On voit aussi que φ(ρ)(g) = 0 si

ρ 6= sgn
h1+s(h2)
CD dans le cas (i), ρ 6= sgnh1

CD dans le cas (ii). On a la formule
d’inversion :

φ(w) =
∑

ρ∈ŴN

trace ρ(w)φ(ρ),

dont on déduit les assertions concernant φ(w)(g).

§9. Faisceaux-caractères et fonctionnelles de Whittaker

L’application :

Fcusp →
{

(a, b) ∈ N2 ;
a(a+ 1)

2
+
b(b+ 1)

2
= n

}

(h1, h2) 7→ (a, b) = (sup(h1 +h2,−1−h1 −h2), sup(h1 −h2,−1−h1 + h2))
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est une bijection. Soit (h1, h2) ∈ Fcusp, notons (a, b) son image par cette

application. On note µ la réunion des deux partitions (a, a − 1, . . . , 2, 1)

et (b, b − 1, . . . , 2, 1). On note ν la réunion des deux partitions (2h1, 2h1 −
2, . . . , 2) et (2|h2|−1, 2|h2|−3, . . . , 1). On vérifie que µ et ν sont transposées

l’une de l’autre.

Posons I = {(i, j) ; i ∈ {1, . . . , ν1}, j ∈ {1, . . . , µi}} = {(i, j) ; j ∈
{1, . . . , µ1}, i ∈ {1, . . . , νj}}. Fixons une base (ei,j)(i,j)∈I de V sur Fq. No-

tons g = EndFq(V ) l’algèbre de Lie de G, définissons H, Y ∈ g par :

Y (ei,j) =

{
ei−1,j , si i > 1

0, si i = 1,
H(ei,j) = (2i − νj − 1)ei,j .

Pour tout m ∈ Z, posons :

um = {X ∈ g ; [H,X] = mX}, u≥m =
⊕

m′≥m
um′ .

L’élément Y appartient à u−2. Notons U≥2 le sous-groupe {1+X ; X ∈ u≥2}
de G. Fixons un caractère non trivial ψ de Fq. On pose :

γψ = q−1/2
∑

x∈Fq

ψ(x2).

On définit le caractère ψY de U≥2 par ψY (1 + X) = ψ ◦ trace(XY ). Soit

t = (tj)j=1,...,µ1 une famille d’éléments de F×
q . Définissons σt ∈ Isom(V, V ∗)

par σt(ei,j) = tj(−1)i+1+[νj/2]e∗νj+1−i,j, posons st = σ̃t ∈ G̃. On vérifie que

H et Y appartiennent à l’algèbre de Lie du commutant de st. Cela entraîne

que st normalise le groupe U≥2 en fixant son caractère ψY .

Pour (k1, k2) ∈ Fcusp, posons :

ct(k1, k2) =
∑

x∈U≥2

φ(k1, k2)(stx)ψY (x)−1.

Lemme. Soit (k1, k2) ∈ Fcusp. Si (k1, k2) 6= (h1,±h2), ct(k1, k2) = 0.
Si (k1, k2) = (h1,±h2), on a l’égalité :

ct(k1, k2) = |u≥2|γh1(h1+1)/2
ψ

∏

j∈J(k1,k2)

η(tj),

où J(k1, k2) est l’ensemble des j ∈ {1, . . . , µ1} tels que νj ≡ 2 ou νj ≡
2k1 + 2s(k2) − 1 modulo 4Z.
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Preuve. Décomposons g en somme d’espaces propres pour l’action de
Ad(st) : g =

⊕
α∈A gα. En particulier, g1 est l’algèbre de Lie du commutant

de st. Puisque Ad(st) conserve u≥2, on a l’égalité :

u≥2 =
⊕

α∈A
(u≥2 ∩ gα).

Posons v≥2 = u≥2 ∩ g1, u′≥2 =
⊕

α6=1(u≥2 ∩ gα). Un raisonnement standard
montre que l’application :

v≥2 ⊕ u′≥2 −→ G̃

(X,X ′) 7−→ (1 +X ′)st(1 +X)(1 +X ′)−1

est injective et a pour image stU≥2. Parce que Y appartient à g1, on a
trace(X ′Y ) = 0 pour tout X ′ ∈ u′≥2. Notons stx l’image ci-dessus de
(X,X ′). On a donc ψY (x) = ψ ◦ trace(XY ). Puisque φ(k1, k2) est inva-
riante par conjugaison, on en déduit :

(1) ct(k1, k2) = |u′≥2|
∑

X∈v≥2

φ(k1, k2)(st(1 +X))ψ ◦ trace(−XY ).

Dans cette formule, st et 1 + X commutent, donc st est la partie semi-
simple de st(1 +X). L’élément st est paramétré par I = ∅, d+, q+, d−, q−,
où d+, resp. d−, est la somme des termes impairs, resp. pairs, de ν. D’où
d+ = h2

2, d− = h1(h1 + 1). Si (k1, k2) 6= (h1,±h2), st(1 +X) n’appartient
au support de φ(k1, k2) pour aucun X ∈ v≥2. D’où la première assertion de
l’énoncé. Supposons maintenant (k1, k2) = (h1,±h2). Posons v2 = u2 ∩ g1,
notons π : v≥2 → v2 la projection évidente. Pour tout X ∈ v≥2, on a
les égalités φ(k1, k2)(st(1 +X)) = φ(k1, k2)(st(1 + π(X))), trace(−XY ) =
trace(−π(X)Y ). La formule (1) se simplifie en :

ct(k1, k2) = |u≥2||v2|−1
∑

X∈v2

φ(k1, k2)(st(1 +X))ψ ◦ trace(−XY ).

On a g1 = so(q+) ⊕ sp(q−), avec des notations évidentes. L’espace v2 et
l’élément Y se décomposent conformément en v2 = v2,+⊕v2,−, Y = Y++Y−.
On a une égalité φ(k1, k2)(st(1 +X+ +X−)) = cf+(X+)f−(X−) pour tous
éléments nilpotents X+ ∈ so(q+), X− ∈ sp(q−). Les fonctions f+ et f− sont
celles définies en [W2] II.4, 5 et c est une constante non nulle que l’on n’aura
pas besoin de calculer. En loc.cit. V.5, 6, on a calculé les expressions :

∑

Xε∈v2,ε

fε(Xε)ψ ◦ trace(−XεYε),
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pour ε = ±. Elles valent :

|v2,ε|1/2fε(−Yε)





1, si ε = + et h2 est impair ;

η(−1)h2/2η(q+), si ε = + et h2 est pair ;

(η(−1)γψ)h1(h1+1)/2, si ε = −.

On calcule d’autre part |v2| = |v2,+||v2,−| = qδ(h1,h2). On obtient :

ct(k1, k2) = |u≥2|q−δ(h1 ,h2)/2(η(−1)γψ)h1(h1+1)/2(η(−1)[h2/2]η(q+))h2+1

× φ(k1, k2)(st(1 − Y )).

Posons uε = 1− Yε pour ε = ±. On calcule les paramètres de ces éléments :
– pour i = 1, 3, . . . , 2|k2| − 1, ηu+(i) = η(tj),
– pour i = 2, 4, . . . , 2k1, ηu−(i) = η(−tj),

où j est tel que i = νj. Alors :

(η(−1)[h2/2]η(q+))h2+1φ(k1, k2)(st(1 − Y ))

= qδ(h1,h2)/2η(−1)h1(h1+1)/2
∏

j∈J(k1,k2)

η(tj).

D’où la formule de l’énoncé.

§10. Représentations quadratiques-unipotentes

Pour toute représentation (π,E) de G, on note (θ(π),θ(E)) la représen-

tation telle que θ(E) = E, θ(π)(g) = π(θ−1(g)). Si ces deux représentations

sont équivalentes, on peut prolonger π en une représentation π+ de G+. Pour

toute représentation π+ de G+, on note traceG̃π
+ la restriction à G̃ de son

caractère.

On note B le sous-groupe de Borel triangulaire supérieur de G. Soient

P un sous-groupe parabolique standard de G, c’est-à-dire contenant B, et

M son sous-groupe de Lévi standard, que l’on écrit M = Gn1 × · · · ×Gna .

Pour tout i = 1, . . . , a, soit (πi, Ei) une représentation de Gni . On définit

de façon usuelle le module induit IndGP (E1 ⊗ · · · ⊗Ea). Soit σ ∈ Sa, posons
σM = Gnσ−1(1)

× · · · × Gnσ−1(a)
, notons σP le sous-groupe parabolique

standard de G de sous-groupe de Lévi σM. Notons w, ou plus précisément

w[σ,M ], la matrice de permutation appartenant à G telle que, pour m =

(m1, . . . ,ma) ∈ M , on ait wmw−1 = (mσ−1(1), . . . ,mσ−1(a)) ∈ σM . On

définit l’opérateur d’entrelacement :

I(w) : IndGP (E1 ⊗ · · · ⊗Ea) −→ IndGσP (Eσ−1(1) ⊗ · · · ⊗Eσ−1(a))
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par la formule usuelle :

(I(w)ϕ)(g) =
∑

u∈σU∩wPw−1\σU
Aσ ◦ ϕ(w−1ug),

où σU est le radical unipotent de σP et :

Aσ(e1 ⊗ · · · ⊗ ea) = eσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ eσ−1(a).

Dans le cas particulier où n = 2, n1 = n2 = 1, π1 est la représentation

triviale, π2 est le caractère η et σ est l’élément non trivial de S2, on vérifie

que I(w)2 est l’homothétie de rapport q. Plus généralement, si a = 2 et si π1

et (η ◦ det) ⊗ π2 sont sommes de représentations irréductibles unipotentes,

alors I(w−1) ◦ I(w) est une homothétie de rapport une puissance entière de

q.

Supposons que chaque πi se prolonge en une représentation π+
i de G+

ni .

On définit un homomorphisme :

Θ : IndGP (E1 ⊗ · · · ⊗Ea) −→ IndGθ(P )(Ea ⊗ · · · ⊗E1)

par Θ(ϕ)(g) = A ◦ ϕ ◦ θ−1(g), où A(e1 ⊗ · · · ⊗ ea) = π+
a (θna)(ea) ⊗ · · · ⊗

π+
1 (θn1)(e1). Pour tout entier m ∈ N, notons wm,max l’élément de Sm de

longueur maximale. En remplaçant P par θ(P) dans les constructions ci-

dessus, on définit l’opérateur :

I(w) : IndGθ(P )(Ea ⊗ · · · ⊗E1) −→ IndGP (E1 ⊗ · · · ⊗Ea),

où w = w[wa,max,θ(M)] (remarquons que wa,maxθ(P) = P). Notons π la

représentation de G dans IndGP (E1 ⊗ · · · ⊗Ea). L’endomorphisme I(w) ◦ Θ

de IndGP (E1 ⊗ · · · ⊗ Ea) vérifie I(w) ◦ Θ ◦ π(g) = π(θ(g)) ◦ I(w) ◦ Θ pour

tout g ∈ G.

Pour µ ∈ P(n), notons (π(µ), E(µ)) la représentation irréductible uni-

potente de G paramétrée par µ (si µ = (n), π((n)) est la représentation

triviale). Sa classe est fixée par l’automorphisme θ. On va choisir un pro-

longement à G+. Notons H l’algèbre des fonctions sur G biinvariantes par

B. Pour w ∈ Sn, notons Tw l’élément usuel de H. L’automorphisme θ

définit un automorphisme de H. On vérifie que θ(Tw) = Twn,maxwwn,max
=

Twn,max
TwT

−1
wn,max

pour tout w ∈ Sn. On sait que H agit de façon irréductible

dans le sous-espace des invariants E(µ)B . On note encore π(µ) cette action.
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Pour tout prolongement π+ de π(µ) à G+, π+(θ) conserve E(µ)B et la for-

mule ci-dessus entraîne que π+(θ) y agit comme un multiple cπ(µ)(Twn,max
).

On sait d’autre part que π(µ)(T 2
wn,max

) est une homothétie de rapport une

puissance entière de q. Donc c est réel. Pour un seul prolongement, ce réel

est positif. Plus précisément, c’est une puissance entière de q−1/2. C’est ce

prolongement que nous noterons désormais π+(µ).

Pour (µ1,µ2) ∈ P2(n), on note (π(µ1,µ2), E(µ1,µ2)) la représentation

de G induite de la représentation π(µ1)⊗((η◦det)⊗π(µ2)) de Gn1×Gn2 , où

nj = S(µj) pour j = 1, 2. Sa classe est encore fixée par θ. On vient de définir

les prolongements π+(µj) de π(µj) à G+
nj . On prolonge (η ◦ det) ⊗ π(µ2)

en la représentation (η ◦ det) ⊗ π+(µ2). On construit comme ci-dessus un

endomorphisme I(w) ◦ Θ de E(µ1,µ2). Son carré est une puissance entière

de q. Il y a donc un seul réel c > 0, en fait une puissance entière de q−1/2, tel

que cI(w)◦Θ ait pour carré l’identité. On définit le prolongement π+(µ1,µ2)

de π(µ1,µ2) à G+ par π+(µ1,µ2)(θ) = cI(w) ◦ Θ.

Il nous sera utile de réaliser cette représentation de la façon suivante.

Ecrivons µ1 = (µ1,1 ≥ · · · ≥ µ1,a > 0), µ2 = (µ2,1 ≥ · · · ≥ µ2,b > 0), fixons

une permutation δ ∈ Sa+b, notons µ = (µ1, . . . , µa+b) la suite d’entiers (non

nécessairement décroissante) définie par :

µi =

{
µ1,δ(i), si δ(i) ≤ a,

µ2,δ(i)−a, si δ(i) > a.

Introduisons le sous-groupe parabolique standard P de G dont le Lévi stan-

dard est :

M = Gµ1 × · · · ×Gµa+b .

Notons (ηM ,C(ηM )) la représentation de dimension 1 de M telle que ηM ,

restreint au facteur Gµi , soit trivial si δ(i) ≤ a et égal à η ◦ det si δ(i) > a.

Introduisons la représentation (π, IndGP (C(ηM ))) de G. On définit l’homo-

morphisme Θ : IndGP (C(ηM )) → IndGθ(P )(C(ηM ◦ θ)) qui à ϕ associe la

fonction g 7→ ϕ ◦ θ−1(g). On construit comme ci-dessus un homomor-

phisme I(w) : IndGθ(P )(C(ηM ◦ θ)) → IndGP (C(ηM )). Il est bien connu

que π(µ1,µ2) intervient avec multiplicité 1 dans π. On peut donc iden-

tifier E(µ1,µ2) à un sous-module de IndGP (C(ηM )). L’opérateur I(w) ◦ Θ

conserve ce sous-module et y agit comme un multiple de π+(µ1,µ2)(θ).

Posons N =
∑

i=1,...,b

µ2
2,i−µ2,i

2 .
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Lemme. Il existe un nombre c = qm/2, où m ∈ Z, tel que π+(µ1,µ2)(θ)
soit égal à la restriction à E(µ1,µ2) de cη(−1)N I(w) ◦ Θ.

Preuve. Posons E = IndGP (C(ηM )). Supposons d’abord µ2 = ∅ donc
ηM = 1. Il suffit de voir que I(w) ◦ Θ agit sur EB comme qmπ(Twn,max

)
pour un entier m ∈ Z. Notons SM le groupe de Weyl de M, identifié à un
sous-groupe de Sn. Les éléments de EB sont les combinaisons linéaires des
fonctions ϕy =

∑
x∈SM TxTy pour y ∈ Sn. On a Θ(ϕy) = T−1

wn,max
ϕyTwn,max

,

puis I(w) ◦ Θ(ϕy) = TwT
−1
wn,max

ϕyTwn,max
. Notons wMmax l’élément maxi-

mal de SM . On a les égalités TwT
−1
wn,max

= T−1
wMmax

et T−1
wMmax

∑
x∈SM Tx =

q−`
∑

x∈SM Tx, où ` est la longueur de wMmax. Alors I(w) ◦ Θ(ϕy) =
q−`ϕyTwn,max

= q−`π(Twn,max
)(ϕy), ce qui démontre l’assertion.

Supposons maintenant µ1 = ∅. On définit comme ci-dessus l’espace E
et les opérateurs Θ et I(w). Pour la représentation π(µ2, ∅), on définit de
même un espace E ′ et des opérateurs Θ′ et I ′(w). Définissons l’isomorphisme
κ : E → E′ par κ(ϕ)(g) = η ◦ det(g)ϕ(g). Il envoie E(∅,µ2) sur E(µ2, ∅)
et entrelace π(∅,µ2) avec (η ◦ det) ⊗ π(µ2, ∅). Par définition de π+(∅,µ2),
κ entrelace π+(∅,µ2)(θ) avec η ◦ det(θ)π+(µ2, ∅)(θ). D’après ce que l’on
vient de prouver et parce que det(θ) = (−1)n(n−1)/2, on a donc une égalité
κ◦π+(∅,µ2)(θ) = η(−1)n(n−1)/2qm/2I ′(w)◦Θ′ ◦κ, où m ∈ Z. On vérifie que

I ′(w)◦Θ′◦κ = (η◦det (w))κ◦I(w)◦Θ. On calcule det(w) = (−1)
1
2
(n2−P

i µ
2
2,i),

d’où l’égalité κ ◦ π+(∅,µ2)(θ) = η(−1)Nqm/2κ ◦ I(w) ◦ Θ et l’assertion.
Passons au cas où µ1 et µ2 sont quelconques mais où δ conserve les

sous-ensembles {1, . . . , a} et {a + 1, . . . , a + b} de {1, . . . , a + b}. Posons
nj = S(µj) pour j = 1, 2, introduisons le sous-groupe parabolique stan-
dard Q de G de Lévi L = Gn1 × Gn2 . On effectue dans Gn1 , resp. Gn2 ,
les constructions précédentes relatives aux représentations π(µ1, ∅), resp.
π(∅,µ2), d’où des espaces E1, resp. E2, et des opérateurs Θ1, I(w1), resp.
Θ2, I(w2). Introduisons les objets suivants :

– J : IndGP (C(ηM )) → IndGQ(E1 ⊗E2) l’isomorphisme habituel ;

– w0 = w[w2,max,θ(L)] et I(w0) : IndGθ(Q)(E2 ⊗ E1) → IndGQ(E1 ⊗ E2)
l’opérateur associé ;

–
A :E1 ⊗E2 → E2 ⊗E1

e1 ⊗ e2 7→ I(w2) ◦ Θ2(e2) ⊗ I(w1) ◦ Θ1(e1);

– Θ0 : IndGQ(E1 ⊗ E2) → IndGθ(Q)(E2 ⊗ E1) défini par Θ0(ϕ)(g) =
A ◦ ϕ ◦ θ(g) ;

– Θ′
0 : IndGQ(E(µ1, ∅)⊗E(∅,µ2)) → IndGθ(Q)(E(∅,µ2)⊗E(µ1, ∅)) défini

de la même façon que Θ0, en remplaçant les opérateurs I(w1) ◦Θ1 et
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I(w2) ◦ Θ2 par π+(µ1, ∅)(θn1) et π+(µ2, ∅)(θn2).

On vérifie l’égalité :

J ◦ I(w) ◦ Θ = I(w0) ◦ Θ0 ◦ J.

Il est clair que J(E(µ1,µ2)) = IndGQ(E(µ1, ∅) ⊗ E(∅,µ2)). Par définition
de π+(µ1,µ2), l’opérateur J ◦ π+(µ1,µ2)(θ) ◦ J−1 agit sur ce sous-espace
par qm

′/2I(w0) ◦ Θ′
0, pour un certain entier m′. D’après ce que l’on a déjà

prouvé, Θ′
0 = qm

′′/2η(−1)NΘ0, pour un certain entier m′′. On en déduit
l’égalité π+(µ1,µ2)(θ) = q(m′+m′′)/2η(−1)N I(w) ◦ Θ sur E(µ1,µ2).

Passons enfin au cas général. On doit montrer que le résultat est in-
dépendant de δ. Soit s une symétrie élémentaire de Sa+b. Posons δ′ = δs.
On associe à δ′ des objets M ′, Θ′, I(w′) etc... On dispose de l’opérateur
d’entrelacement :

I(ws) : IndGP (C(ηM )) −→ IndGP ′(C(ηM ′)),

où ws = w[s,M ]. On vérifie l’égalité I(w′) ◦ Θ′ ◦ I(ws) = I(ws) ◦ I(w) ◦ Θ.
Si l’égalité de l’énoncé est vraie pour δ, elle l’est donc aussi pour δ ′.

On vérifie, par exemple grâce au lemme, que (η ◦ det) ⊗ π+(µ1,µ2) =

π+(µ2,µ1) pour tous (µ1,µ2) ∈ P2(n). D’autre part, la famille de fonctions

(trace G̃ π
+(µ1,µ2))(µ1,µ2)∈P2(n) est orthonormée.

§11. Modèles de Whittaker dégénérés

Soit (h1, h2) ∈ Fcusp. Effectuons les constructions du Paragraphe 9

relatives à ce couple. Munissons u1 de la forme bilinéaire 〈X,X ′〉 =

trace(Y [X,X ′]). Elle est symplectique, non dégénérée. Posons U≥1 = {1 +

X ; X ∈ u1}. On sait qu’il existe une unique représentation irréductible de

U≥1 dans laquelle U≥2 agit par le caractère ψY . Construisons un modèle de

cette représentation. Pour (i, j), (k, `) ∈ I, notons Ei,j;k,` l’élément de la

base standard de g qui envoie ek,` sur ei,j. Posons :

J = {(j, `) ; 1 ≤ j < ` ≤ µ1, νj ≡ ν` + 1 mod 2Z}.

Pour (j, `) ∈ J et i ∈ {1, . . . , ν`}, posons :

E′
i;j,` = E

i+
νj−ν`+1

2
,j;i,`

, E′′
i;`,j = E

i,`;i+
νj−ν`−1

2
,j
.
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Notons u′1, resp. u′′1 l’espace de base les E ′
i;j,`, resp. E′′

i;`,j, pour (j, `) ∈ J et

i ∈ {1, . . . , ν`}. On vérifie que u1 = u′1 ⊕ u′′1 et que u′1 et u′′1 sont deux sous-

espaces lagrangiens de u1 en dualité. Plus précisément, pour (j, `), (j ′, `′) ∈
J , i ∈ {1, . . . , ν`}, i′ ∈ {1, . . . , ν`′}, on l’égalité :

(1) 〈E′
i;j,`, E

′′
i′;`′,j′〉 =





1, si (i′, j′, `′) = (i, j, `),

−1, si (i′, j′, `′) = (i+ 1, j, `),

0, dans les autres cas.

On note S l’espace des fonctions sur u′
1. Le groupe U≥1 agit dans S par une

représentation ω telle que, pour f ∈ S, X,X ′ ∈ u′1, X
′′ ∈ u′′1, Z ∈ u≥2, on

ait l’égalité :

(
ω(1 + Z)ω(1 +X ′′)ω(1 +X ′)f

)
(X) = ψY (Z)ψ(〈X,X ′′〉)f(X +X ′).

C’est le modèle cherché.

Pour toute représentation (π,E) de G, posons :

EψY = {v ∈ E ; ∀x ∈ U≥2, π(x)v = ψY (x)v}.

Le groupe U≥1 agit dans cet espace. Supposons π = π(µ1,µ2), avec (µ1,µ2)

∈ P2(n). La théorie des modèles de Whittaker dégénérés nous dit que EψY 6=
{0} seulement si µ1 ∪µ2 ≤ µ. Quand µ1 ∪µ2 = µ, EψY est non nul et U≥1

y agit par une représentation irréductible nécessairement isomorphe à ω.

On a fixé au Paragraphe 1 une base (ek)k=1,...,n de V et, au Para-

graphe 9, une autre base (ei,j)(i,j)∈I . Munissons I de l’ordre lexicographique,

notons ξ : {1, . . . , n} → I l’unique bijection croissante. Nous supposons

désormais que eξ(k) = ek pour tout k ∈ {1, . . . , n}. Notons P le sous-

groupe parabolique standard de G de Lévi M = Gµ1 × · · · × Gµa+b . On

pose µ1 = (a, a − 1, . . . , 1), µ2 = (b, b − 1, . . . , 1). On fixe une permutation

δ ∈ Sa+b telle que, pour tout i ∈ {1, . . . , a+ b}, on ait l’égalité :

µi =

{
µ1,δ(i) = a+ 1 − δ(i), si δ(i) ≤ a,

µ2,δ(i)−a = a+ b+ 1 − δ(i), si δ(i) > a.

On construit comme au Paragraphe 10 un caractère ηM de M . On pose E =

IndGP (C(ηM )), on note π la représentation de G dans E. Cette représentation

contient π(µ1,µ2) avec multiplicité 1 et des représentations π(µ′
1,µ

′
2), avec
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µ′
1 ∪ µ′

2 > µ. D’après les rappels ci-dessus, EψY = E(µ1,µ2)ψY et U≥1 y

agit de façon irréductible. On définit une application linéaire :

Ω : EψY −→ S

par Ω(ϕ)(X) = ϕ(1 +X) pour tout X ∈ u′
1. En remarquant que {1 +X ′′ ;

X ′′ ∈ u′′1} ⊆ P , on vérifie que Ω entrelace les actions de U≥1. On vérifie

aussi qu’elle est non nulle (on le prouvera d’ailleurs dans la démonstration

ci-dessous). C’est donc un isomorphisme.

On note π+(θ) l’opérateur cη(−1)N I(w)◦Θ du Lemme 10. Pour g ∈ G̃,

on pose π+(g) = π+(θ)π(θ−1g) = π(gθ−1)π+(θ). Cela définit un “prolon-

gement” de π à G+. Mais on prendra garde qu’il ne s’agit pas en général

d’une représentation car π+(θ)2 n’a pas de raison d’être égal à l’identité, ni

même d’être une homothétie. Toutefois, d’après le Lemme 10, la restriction

de π+ au sous-espace E(µ1,µ2) est une représentation : c’est π+(µ1,µ2).

Parce que st commute à H et Y , π+(st) conserve le sous-espace EψY . Posons

St = Ω ◦ π+(st) ◦ Ω−1. C’est un automorphisme de S qui vérifie la relation

St ◦ ω(x) = ω(stxs
−1
t

) ◦ St pour tout x ∈ U≥1. Il est d’ordre fini car π(st)

l’est dans E(µ1,µ2), a fortiori dans EψY . On vérifie les égalités suivantes,

pour tous (j, `) ∈ J et i ∈ {1, . . . , µ`} :

Ad(st)E
′
i;j,` = (−1)ν`tjt

−1
` E′′

µ`+1−i;`,j,

Ad(st)E
′′
i;`,j = (−1)νj t`t

−1
j E′

µ`+1−i;j,`.
(2)

En particulier, Ad(st) échange les espaces u′1 et u′′1. Alors St s’exprime né-

cessairement par une formule :

(3) (Stf)(X) = ct|u′1|−1/2
∑

X′′∈u′′1

ψ(〈X ′′, X〉)f(Ad(st)
−1(X ′′))

pour tous f ∈ S et X ∈ u′1, où ct est une certaine constante. Parce que St

est d’ordre fini, cette constante est de module 1.

Pour tout entier m ∈ Z, posons :

α(m) =

{
1, si m ≡ 2 mod 4Z

0, sinon.

Posons aussi :

β =

{
1
6(h1 − |h2|)(h1 − |h2| + 1)(4h1 + 2|h2| + 2), si |h2| > h1,
1
6(h1 − |h2|)(h1 − |h2| + 1)(2h1 + 4|h2| + 1), si |h2| ≤ h1.
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Lemme. On a l’égalité :

ct = (−1)α(a)+α(b)γβψ

(
∏

j=1,...,b

η((−1)[νj/2]tj)
b+1−j

)
.

Preuve. Posons U ′
≥1 = {1 + X ; X ∈ u′1 ⊕ u≥2}, U ′′

≥1 = {1 + X ;
X ∈ u′′1 ⊕ u≥2}. Prolongeons le caractère ψY à chacun de ces groupes par
la formule évidente ψY (1 + X) = ψ ◦ trace(XY ). Définissons des formes
linéaires sur E par :

L′(ϕ) =
∑

x∈U ′
≥1

ϕ(x)ψY (x)−1, L′′(ϕ) =
∑

x∈U ′′
≥1

ϕ(x)ψY (x)−1.

La forme linéaire L′ vérifie L′ ◦π(x) = ψY (x) ◦L′ pour tout x ∈ U ′
≥1. Toute

forme linéaire vérifiant cette relation est proportionnelle à L′. En effet, une
telle forme se factorise par la projection U ′

≥1-équivariante sur EψY . Sur
ce sous-espace, elle est forcément proportionnelle à ϕ 7→ ∑

X∈u′1
Ω(ϕ)(X).

Une propriété analogue vaut pour L′′. Or Ad(st) échange U ′
≥1 et U ′′

≥1 en
échangeant les caractères ψY . Les deux formes linéaires L′′ ◦π(st) et L′ sont
donc proportionnelles. Pour ϕ ∈ EψY , on a les égalités :

L′ ◦ π(st)(ϕ) = |U≥2|
∑

X′∈u′1

Ω ◦ π(st)(ϕ)(X ′) = |U≥2|
∑

X′∈u′1

St ◦ Ω(ϕ)(X ′)

= ct|U≥2||u′1|−1/2
∑

X′∈u′1,X
′′∈u′′1

ψ(〈X ′′, X ′〉)Ω(ϕ)(Ad(st)
−1(X ′′))

= ct|U≥2||u′1|1/2Ω(ϕ)(0) = ct|u′1|−1/2L′′(ϕ).

D’où l’égalité :

(4) L′ ◦ π(st) = ct|u′1|−1/2L′′.

Pour `,m ∈ {1, . . . , a+b+1} tels que ` < m, notons Pm,` le sous-groupe
parabolique standard de G de Lévi :

Mm,` = Gµ1 ×· · ·×Gµ`−1
×Gµa+b×· · ·×Gµm×Gµ`×Gµm−1 ×· · ·×Gµ`+1

.

Notons {1, . . . , n} = I1 t · · · t Ia+b le découpage en intervalles associé à ce
parabolique, c’est-à-dire que Pm,` stabilise les sous-espaces engendrés par
les vecteurs ek pour k ∈ I1, resp. k ∈ I1 ∪ I2 etc... Pour d = 1, . . . , a + b,
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écrivons Id = {kd+1, . . . , kd+jd}. Pour tout j = 1, . . . , µ1, il y a νj entiers d
pour lesquels jd ≥ j. Ecrivons cet ensemble d’entiers sous forme croissante
d1,j < · · · < dνj ,j. On définit une bijection ξm,` : {1, . . . , n} → I de la
façon suivante. Pour k ∈ {1, . . . , n}, soit d l’ unique entier tel que k ∈ Id.
Ecrivons k = kd + j. Il existe un unique i ∈ {1, . . . , νj} tel que d = di,j .
Alors ξm,`(k) = (i, j). On définit une matrice de permutation vm,` ∈ G par
la formule vm,`(ek) = eξ−1

m,`◦ξ(k)
pour tout k ∈ {1, . . . , n}. Notons ηm,` le

caractère de Mm,` qui, sur un facteur Gµi , est trivial si δ(i) ≤ a et égal
à η ◦ det si δ(i) > a. On pose Em,` = IndGPm,`(C(ηm,`)), on note πm,` la
représentation de G dans ce module. Bien sûr, πm,` est isomorphe à π.
Définissons une forme linéaire L′

m,` sur Em,` par :

L′
m,`(ϕ) =

∑

x∈U ′
≥1

ϕ(vm,`x)ψY (x)−1.

Elle vérifie la relation L′
m,` ◦πm,`(x) = ψY (x)L′

m,` pour tout x ∈ U ′
≥1. Mon-

trons qu’elle est non nulle. Il en résultera que toute forme linéaire sur Em,`

vérifiant cette relation lui est proportionnelle. Soit ϕm,` l’élément de Em,`, à
support dans Pm,`vm,`, tel que ϕm,`(vm,`) = 1. Pour x ∈ U ′

≥1∩v−1
m,`Pm,`vm,`,

on a ϕm,`(vm,`x) = 1. Montrons que ψY est trivial sur cette intersection.
Il suffit pour cela que Ad(vm,`)(Y ) appartienne au radical nilpotent de l’al-
gèbre de Lie de Pm,`. Ou encore que, pour tout d = 1, . . . , a + b et tout
k ∈ Id, Ad(vm,`)(Y )(ek) appartienne au sous-espace engendré par les ek′

pour k′ ∈ I1∪· · ·∪Id−1. Pour de tels d et k, posons (i, j) = ξm,`(k). Si i = 1,
Ad(vm,`)(Y )(ek) = 0. Si i > 1, Ad(vm,`)(Y )(ek) = ek′ où ξm,`(k

′) = (i−1, j).
On a k′ ∈ Idi−1,j

et di−1,j < di,j = d. Cela démontre l’assertion. On en dé-
duit :

(5) L′
m,`(ϕm,`) = |U ′

≥1 ∩ v−1
m,`Pm,`vm,`|.

A fortiori, L′
m,` 6= 0.

Remarquons que, pour (m, `) = (a+b+1, a+b−1), Pa+b+1,a+b−1 = P,
va+b+1,a+b−1 = 1, Ea+b+1,a+b−1 = E et L′

a+b+1,a+b−1 = L′. Pour (m, `) =
(2, 1), P2,1 = θ(P).

Posons γ = θst. C’est un élément de G et on a π+(st) = π+(θ)π(γ).
Les définitions entraînent :

(6) π+(st) = cη(−1)N I(w) ◦ Θ ◦ π(γ),
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avec les notations du Lemme 10. En particulier c > 0 et N =
∑

i=1,...,b
i2−i

2 .
Posons :

c1 = η(−1)N

(
∏

i=1,...,a+b

η(−1)iµi

)(
∏

j=1,...,b

η(−1)(1+[νj/2])(b+1−j)η(tj)
b+1−j

)
.

On va prouver l’égalité :

(7) L′
2,1 ◦ Θ ◦ π(γ) = c1L′′.

Pour ϕ ∈ E, on a par définition :

L′
2,1 ◦ Θ ◦ π(γ) =

∑

x∈U ′
≥1

ϕ(θ(v2,1x)γ)ψY (x)−1

=
∑

x∈U ′
≥1

ϕ(θv2,1xst)ψY (x)−1.

Puisque Ad(st) échange U ′
≥1 et U ′′

≥1 en échangeant les caractères ψY , l’ex-
pression précédente est égale à :

∑

x∈U ′′
≥1

ϕ(θv2,1stx)ψY (x)−1.

On va montrer que θv2,1st appartient à M et ηM (θv2,1st) = c1. Le terme
ci-dessus sera alors égal à c1L′′(ϕ), d’où (7). Remarquons que θv2,1st =

J tv
−1
2,1σt, en interprétant J comme un élément de Isom(V ∗, V ). Introduisons

les deux découpages {1, . . . , n} = I1 t · · · t Ia+b et {1, . . . , n} = I ′1 t · · · t
I ′a+b associés respectivement à P et P2,1. On a |Id| = |I ′a+b+1−d| pour tout
d = 1, . . . , a + b. Pour j = 1, . . . , µ1, introduisons les numérotations d1,j <
· · · < dνj ,j et d′1,j < · · · < d′νj ,j associées à ces deux découpages. On a

di,j = i tandis que d′i,j = a + b + i − νj . Soit (i, j) ∈ I. On a σt(ei,j) =

tj(−1)1+i+[νj/2]e∗νj+1−i,j. Posons k′ = ξ−1
2,1(νj + 1 − i, j). Alors k′ ∈ I ′d′ , où

d′ = a+ b+1− i. Plus précisément, si k′d′ +1 est le premier terme de I ′d′ , on

a k′ = k′d′ + j. Et on a tv
−1
2,1(e

∗
νj+1−i,j) = e∗k′ , J(e∗k′) = en+1−k′ . On calcule

n+ 1 − k′ = ξ−1(i, µi + 1 − j). Finalement :

θv2,1st(ei,j) = tj(−1)1+i+[νj/2]ei,µi+1−j .

Conserver les indices i signifie appartenir à M . Le calcul de ηM (θv2,1st)
résulte de la formule ci-dessus, on le laisse au lecteur. Cela démontre (7).
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Pour `,m ∈ {1, . . . , a+b} tels que ` < m, notons wm,` la matrice de per-
mutation élémentaire telle que wm,`Mm,`w

−1
m,` = Mm+1,` : wm,` permute les

blocs Gµm et Gµ` . On définit l’opérateur d’entrelacement I(wm,`) : Em,` →
Em+1,`. On a l’égalité :

w = wa+b,a+b−1(wa+b,a+b−2wa+b−1,a+b−2) · · · (wa+b,1wa+b−1,1 · · ·w2,1),

dont on déduit :

(8) I(w) = I(wa+b,a+b−1) · · · I(w2,1).

Fixons un couple (`,m), notons {1, . . . , n} = I1 t · · · t Ia+b et {1, . . . , n} =
Ī1 t · · · t Īa+b les découpages associés respectivement à Pm+1,` et Pm,`. Ils
ne diffèrent que par permutation de deux blocs. Plus précisément, posons
d = a+ b+ `−m. Alors Ih = Īh pour h 6= d, d+ 1. On a des égalités :

Id = {kd + 1, . . . , kd + µ`}, Id+1 = {kd + µ` + 1, . . . , kd + µ` + µm},
Īd = {kd + 1, . . . , kd + µm}, Īd+1 = {kd + µm + 1, . . . , kd + µ` + µm}.

On vérifie que ξm,` = ξm+1,` sur les blocs Ih = Īh pour h 6= d, d + 1. On
calcule :

ξm+1,`(kd + j) =

{
(νj +m− `, j), si j ∈ {1, . . . , µm},
(`, j), si j ∈ {µm + 1, . . . , µ`}

ξm+1,`(kd + µ` + j) = (νj +m+ 1 − `, j), si j ∈ {1, . . . , µm},
ξm,`(kd + j) = (νj +m− `, j), si j ∈ {1, . . . , µm},

ξm,`(kd + µm + j) =

{
(νj +m+ 1 − `, j), si j ∈ {1, . . . , µm},
(`, j), si j ∈ {µm + 1, . . . , µ`}

(9)

Notons v la matrice de permutation telle que :

v(ekd+µm+j) =

{
ekd+2µm+j , si j ∈ {1, . . . , µ` − µm},
ekd+2µm−µ`+j, si j ∈ {µ` − µm + 1, . . . , µ`},

v(ek) = ek pour k ∈ Īh, h 6= d+ 1.

On vérifie que vm,` = vvm+1,`. Remarquons que v ∈Mm,`. Posons :

c2(m, `) =

{
1, si δ(`) ≤ a,

η(−1)µm(µ`−µm), si δ(`) > a.
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On vérifie que ηm,`(v) = c2(m, `).
Notons Q le sous-groupe parabolique standard de G de Lévi :

L = Gµ1×· · ·×Gµ`−1
×Gµa+b×· · ·×Gµm+1×Gµm+µ`×Gµm−1×· · ·×Gµ`+1

.

Les deux groupes Pm,` et Pm+1,` sont inclus dans Q et wm,` appartient au
groupe de Weyl de L. Plus précisément, notons R, resp. R̄, le sous-groupe
parabolique standard de Gµm+µ` de Lévi K = Gµ`×Gµm , resp. K̄ = Gµm×
Gµ` . Notons ηK , resp. ηK̄ , la restriction, en un sens évident, de ηm+1,` à K,

resp. de ηm,` à K̄. Posons E = Ind
Gµm+µ`
R (C(ηK)), Ē = Ind

Gµm+µ`

K̄
(C(ηK̄)).

L’espace E , par exemple, s’identifie à IndLPm+1,`∩L(C(ηm+1,`)). On en déduit
des identifications :

Em+1,` = IndGQ(E), Em,` = IndGQ(Ē)

et I(wm,`) se déduit par fonctorialité de l’opérateur d’entrelacement, notons-
le I](wm,`), de Ē dans E .

Notons g] l’algèbre de Lie du bloc Gµm+µ` de L, notons g[ son ortho-
gonal dans g pour la forme (X,X ′) 7→ trace(XX ′). On a la décomposition :

g = Ad(v−1
m+1,`)(g

]) ⊕Ad(v−1
m+1,`)(g

[).

Conformément à cette décomposition, écrivons :

u′1 ⊕ u≥2 = Ad(v−1
m+1,`)(u

]) ⊕ u[, Y = Ad(v−1
m+1,`)(Y

]) + Y [,

posons :
U ] = {1 +X ; X ∈ u]}, U [ = {1 +X ; X ∈ u[}.

Définissons le caractère ψY ] de U ] par ψY ](1 +X) = ψ ◦ trace(XY ]). Pour
ϕ ∈ Em+1,`, on a l’égalité :

L′
m+1,`(ϕ) =

∑

x]∈U], x[∈U[
ϕ(x]vm+1,`x

[)ψY ](x
])−1ψY (x[)−1.

Définissons la forme linéaire L sur E par :

L(ϕ) =
∑

x]∈U]
ϕ(x])ψY ](x

])−1.

En identifiant Em+1,` à IndGQ(E), on a l’égalité :

(10) L′
m+1,`(ϕ) =

∑

x[∈U[
L(ϕ(vm+1,`x

[))ψY (x[)−1,
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où maintenant ϕ appartient à IndGQ(E). Posons :

c3(m, `) =





(−1)µm , si δ(`), δ(m) ≤ a,

η(−1)µ`µm(−1)µm , si a < δ(`), δ(m),

η(−1)(µ`+1)µmγµmψ , si δ(m) ≤ a < δ(`),

η(−1)µmγµmψ , si δ(`) ≤ a < δ(m).

On va prouver qu’il existe un réel c4(m, `) > 0 tel que :

(11) L′
m+1,` ◦ I(wm,`) = c2(m, `)c3(m, `)c4(m, `)L′

m,`.

Les formes linéaires L′
m+1,`◦I(wm,`) et L′

m,` sur Em,` vérifient la même rela-
tion de transformation par U ′

≥1. Elles sont donc proportionnelles et il suffit
de les comparer sur un élément particulier de Em,`. On choisit l’élément ϕm,`.
Grâce à (5), L′

m,`(ϕm,`) est un réel > 0. Identifions Em,` à IndGQ(Ē). Notons

φ̄ l’élément de Ē à support dans R̄ tel que φ̄(1) = 1. Alors ϕm,` s’identifie à
l’élément ϕ̄ de IndGQ(Ē) à support dans Qvm,` et tel que ϕ̄(vm,`) = φ̄. En se
rappelant que vm,` = vvm+1,` avec v ∈ Mm,` et ηm,`(v) = c2(m, `), on peut
aussi dire que ϕ̄ est à support dans Qvm+1,` et vérifie ϕ̄(vm+1,`) = c2(m, `)φ̄.
Identifions I(wm,`)(ϕm,`) à un élément ϕ ∈ IndGQ(E). Alors ϕ est à support

dans Qvm+1,` et vérifie ϕ(vm+1,`) = c2(m, `)I
](wm,`)(φ̄). Grâce à la formule

(10), le même calcul qu’en (5) conduit à l’égalité :

L′
m+1,` ◦ I(wm,`)(ϕm,`) = |U [ ∩ vm+1,`Qv

−1
m+1,`|c2(m, `)L ◦ I](wm,`)(φ̄),

et tout revient à calculer ce dernier terme.

Tout se passe maintenant dans Gµm+µ` . Explicitons les différents objets.
Soit k ∈ Id ∪ Id+1, posons ξm+1,`(k) = (i, j). Si i 6= 1 et (i − 1, j) ∈
ξm+1,`(Id ∪ Id+1), on a Y ](ek) = eξ−1

m+1,`(i−1,j). Sinon, Y ](ek) = 0. Pour

calculer u], on calcule d’abord l’élément H ] déduit de H comme Y ] l’a été
de Y . Avec les notations ci-dessus, H ](ek) = (2i−νj−1)ek. Soit de plus k′ ∈
Id ∪ Id+1, posons ξm+1,`(k

′) = (i′, j′). La matrice élémentaire envoyant ek
sur ek′ appartient à u] si et seulement si l’une des deux conditions suivantes
est vérifiée :

– 2i′ − νj′ ≥ 2i− νj + 2,
– 2i′ − νj′ = 2i− νj + 1 et j′ < j.

Grâce à (9), on en déduit les formules suivantes, où les décompositions
des matrices sont relatives à la décomposition de Id ∪ Id+1 en Īd ∪ (Id ∩
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Īd+1) ∪ Id+1 :

R̄ = {





• • •
0 • •
0 • •



}, R = {





• • •
• • •
0 0 •



},

wm,` =





0 ? ?
0 ? ?
1 0 0



 , Y ] = {





0 0 1
0 0 0
0 0 0



},

u] = {





? ? ?
? ? ?

• • •
0

. . . • ? ?
0 0 •





}.

Les ? sont des blocs non précisés. Soit X ∈ u], notons Z = (zr,s)r,s=1,...,µm

son bloc sud-ouest. Il est triangulaire supérieur. Posons x = 1 + X. On a
ψY ](x) = ψ

(∑
r=1,...,µm

zr,r
)
. La fonction I ](wm,`)(φ̄) est à support dans

Rwm,`R̄. Pour que x appartienne à ce support, il est nécessaire et suffisant
que Z soit inversible, autrement dit que zr,r 6= 0 pour tout r. Dans ce cas, on
peut écrire x = ywm,`ȳ, où y appartient au radical unipotent de R et ȳ ∈ R̄
a pour premier bloc diagonal Z et vérifie bien sûr det(ȳ) = det(wm,`)

−1 =
(−1)µ`µm . On a alors I](wm,`)φ̄)(x) = ηK̄(ȳ). On calcule :

ηK̄(ȳ) =





1, si δ(`), δ(m) ≤ a,

η(−1)µ`µm , si a < δ(`), δ(m),

η(−1)µ`µmη
(∏

r zr,r
)
, si δ(m) ≤ a < δ(`),

η
(∏

r zr,r
)
, si δ(`) ≤ a < δ(m).

Notons χ(z1,1, . . . , zµm ,µm) cette expression. On obtient que L◦ I ](wm,`)(φ̄)
est un multiple > 0 de :

∑

z1,1 6=0,...,zµm,µm 6=0

χ(z1,1, . . . , zµm,µm)ψ
(
−
∑

r

zr,r

)
.

On sait que :

∑

z 6=0

ψ(−z) = −1,
∑

z 6=0

η(z)ψ(−z) = q1/2η(−1)γψ .
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Alors l’expression ci-dessus est un multiple > 0 de c3(m, `). Cela prouve
(11).

En utilisant (8) et (11), on obtient :

L′ ◦ I(w) = c5c6L′
2,1,

où c5 > 0 et c6 est le produit des c2(m, `)c3(m, `) sur tous les couples (m, `)
intervenant dans la décomposition (8). En utilisant ensuite (4), (6) et (7)
et en se rappelant que ct est de module 1, on obtient ct = η(−1)N c1c6.
Un calcul pénible mais élémentaire montre que ce terme est égal à celui de
l’énoncé.

§12. Valeur d’une fonctionnelle de Whittaker

On conserve les mêmes hypothèses et notations. Posons :

dt(µ1,µ2) =
∑

x∈U≥2

trace G̃ π
+(µ1,µ2)(stx)ψY (x)−1.

Posons :

γ(h1, h2) = (−1)α(a)+α(b)η(−1)
(h21−h

2
2)(h1−|h2|+1)

2
+s(h2)

h22+h2
2 .

Lemme. On a l’égalité :

dt(µ1,µ2) = γ(h1, h2)|U≥2|γh1(h1+1)/2
ψ

∏

j∈J(h1,h2)

η(tj).

Preuve. Introduisons l’opérateur :

∆ =
∑

x∈U≥2

π+(stx)ψY (x)−1

de E. Par définition, dt(µ1,µ2) est la trace de la restriction de ∆ à
E(µ1,µ2). Mais l’image de ∆ est contenue dans EψY = E(µ1,µ2)ψY . Donc
dt(µ1,µ2) est la trace de la restriction de ∆ à ce sous-espace. Sur celui-ci,
∆ agit comme |U≥2|π+(st). D’où les égalités :

dt(µ1,µ2) = |U≥2| trace π+(st)|EψY = |U≥2| trace(St).

Grâce à 11(3),

trace(St) = ct|u′1|−1/2
∑

X∈u′1

ψ(〈Ad(st)(X), X〉).
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Pour (j, `) ∈ J , notons u′1(j, `) le sous-espace de u′1 engendré par les élé-
ments E′

i;j,` pour i = 1, . . . , ν`. Grâce aux égalités (1) et (2) du paragraphe
précédent, on vérifie que les différents sous-espaces u′

1(j, `) sont orthogonaux
pour la forme quadratique X 7→ 〈Ad(st)(X), X〉. Restreinte à chacun de ces
sous-espaces, cette forme est non dégénérée. Elle est déployée si ν` est pair.
Si ν` est impair, son noyau anisotrope est la forme de rang 1 : x 7→ tjt

−1
` x2.

Le calcul usuel des constantes de Weil conduit à l’égalité :

|u′1|−1/2
∑

X∈u′1

ψ(〈Ad(st)(X), X〉) = γ
|J ′|
ψ

∏

(j,`)∈J ′

η(tjt`),

où J ′ = {(j, `) ∈ J ; ν` impair} = {(j, `) ; j, ` = 1, . . . , µ1, j < `, νj pair,
ν` impair}. D’où l’égalité :

dt(µ1,µ2) = |U≥2|ctγ|J
′|

ψ

∏

(j,`)∈J ′

η(tjt`).

En utilisant le Lemme 11 et l’égalité γ2
ψ = η(−1), le calcul conduit à l’égalité

de l’énoncé.

§13. Fonctions quadratiques-unipotentes

Notons C(G̃)qu le sous-espace de C(G̃) engendré par les fonctions

trace G̃ π
+(µ1,µ2) pour (µ1,µ2) ∈ P2(n) (l’indice qu signifiant quadratique-

unipotent).

Lemme. Pour tout (h1, h2) ∈ Fcusp, la fonction φ(h1, h2) appartient à

C(G̃)qu.

Preuve. Notons Πθ l’ensemble des classes de représentations irréduc-
tibles de G fixes par θ, ou plus exactement un ensemble de représentants de
ces classes. Pour tout π ∈ Πθ, fixons une extension π+ de π à G+ et notons
trace G̃ π

+ la restriction à G̃ de son caractère. La famille (trace G̃ π
+)π∈Πθ

est une base orthonormée de C(G̃). Notons Πθ
qu le sous-ensemble {π(µ1,µ2),

(µ1,µ2) ∈ P2(n)} de Πθ et Πθ
non qu son complémentaire. Il suffit de prouver

que, pour (h1, h2) ∈ Fcusp et π ∈ Πθ
non qu, les fonctions φ(h1, h2) et trace G̃ π

+

sont orthogonales.

A toute représentation irréductible π de G, on sait associer une classe
de conjugaison semi-simple dans le groupe dual de G, lequel n’est autre que
G lui-même. Soit s un élément de cette classe, notons Ls son centralisateur.
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C’est un sous-groupe de Lévi défini sur Fq d’un sous-groupe parabolique de
G qui, lui, n’est pas en général défini sur Fq. On sait qu’il existe une unique
représentation irréductible π′ de Ls, dont la classe de conjugaison associée
est la classe de conjugaison par Ls de s, telle que π = ±RGLs(π′). Plus
précisément, si l’on introduit la variété X qui intervient dans la construction
du foncteur RGLs (et qui est une composante connexe de la variété X+ définie
au Paragraphe 3), il existe un unique i ∈ N tel que :

– si j ∈ N \ {i}, π′ n’intervient pas dans le L-module H j
c (X) ;

– en notant E ′ l’espace de π′, le G-module (H i
c(X) ⊗C E

′)Ls est irré-
ductible et isomorphe à π.

En fait, ces propriétés restent vraies si l’on remplace Ls par un groupe
de Lévi L défini sur Fq et contenant Ls.

Remarque. De telles propriétés sont vraies pour tout groupe réductif
connexe mais la construction de Ls est en général plus compliquée.

Appliquons cela à π ∈ Πθ. Pour toute valeur propre λ de s, notons
Vλ ⊆ V ⊗Fq F̄q l’espace propre correspondant. Prenons pour L l’ensemble
des g ∈ G qui conservent chaque espace Vλ pour λ 6= ±1, ainsi que V1⊕V−1.
Parce que la classe de π est fixe par θ, on vérifie qu’il existe un sous-groupe
parabolique P de G, en général pas défini sur Fq, de sous-groupe de Lévi
L, tel que :

– NG+(P) ∩NG+(L) ∩ G̃ 6= ∅ ;
– si θL est un élément défini sur Fq de cette intersection, θLsθ

−1
L est

conjugué à s par un élément de L.

On peut introduire le groupe L+, la variété X+ et l’homomorphisme
RG

+

L+ comme au Paragraphe 3, la représentation (π ′, E′) de L telle que
π = ±RGL (π′) et l’entier i comme ci-dessus. L’unicité de π ′ entraîne qu’on
peut la prolonger en une représentation π ′,+ de L+. Pour j ∈ N \ {i},
(Hj

c (X+) ⊗C E
′)L

+
= {0}. Pour j = i, ce G+-module est un prolongement

de π. Quitte à changer de prolongement, on peut supposer que c’est π+.
Donc trace G̃ π

+ = ±RG+

L+ (trace L̃ π
′,+). Supposons de plus π ∈ Πθ

non qu. Par
définition de cet ensemble, on a alors L 6= G. Il nous suffit donc de prouver
que, pour tout (h1, h2) ∈ Fcusp et tout groupe L 6= G comme ci-dessus,

φ(h1, h2) est orthogonal à l’image de C(L̃) par RG
+

L+ .

Lusztig a défini un ensemble AF formé de triplets a = (L,S, E), où L est
un groupe de Lévi vérifiant les conditions du Paragraphe 3, S est un sous-
ensemble de L̃ invariant par conjugaison et E est un système local cuspidal
sur S, ces données vérifiant certaines conditions, en particulier elles sont
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définies sur Fq. A tout tel triplet a, on associe une fonction φ(a) ∈ C(G̃), bien
définie à un scalaire près. Ces fonctions vérifient les propriétés suivantes :

– pour a,a′ ∈ AF , φ(a) et φ(a′) sont orthogonales si a et a′ ne sont pas
conjugués ([L4] Proposition 24.15) ;

– les fonctions φ(a), pour a ∈ AF , engendrent C(G̃) ([L3] Théorème
21.14) ;

– plus généralement, soit L un Lévi comme ci-dessus ; alors les fonc-
tions φ(a), pour a = (L′,S, E) ∈ AF tel que L′ ⊆ L, engendrent
RG

+

L+ (C(L̃)).
Or notre construction des fonctions φ(h1, h2) pour (h1, h2) ∈ Fcusp, n’est

que l’explicitation de celle des φ(a), pour les a = (L,S, E) tels que L = G.
Les propriétés ci-dessus entraînent qu’elles sont orthogonales à RG+

L+ (C(L̃))
si L 6= G. Cela achève la preuve.

§14. Représentations et induction de Deligne-Lusztig : premières

propriétés

Pour tout m ∈ N, P(m) paramètre les représentations irréductibles

de Sm. On note µ 7→ σ(µ) ce paramétrage. On fixe un élément w(m) de

Sm dans la classe de conjugaison paramétrée par la partition (m). Soient

m, d ∈ N. Pour w ∈ Sm, on note w(d)×w l’image de (w(d), w) par l’injection

naturelle de Sd × Sm dans Sm+d. Pour µ ∈ P(m + d) et µ′ ∈ P(m), on

pose :

[µ : w(d) × µ′] = |Sm|−1
∑

w∈Sm

trace σ(µ)(w(d) × w) trace σ(µ′)(w).

C’est un entier.

Soient maintenant d, n′ ∈ N tels que 2d + n′ = n et soit (µ1,µ2) ∈
P2(n

′). On pose n′j = S(µj) pour j = 1, 2.

Lemme. (i) Pour j = 1, 2, il existe ϕj ∈ C(G̃) et, pour tout µ ∈
P(2d + n′j), il existe cj(µ) ∈ Z tels que :

R−
d,j(trace G̃n′

π+(µ1,µ2))(a)

= ϕj +
∑

µ∈P(2d+n′
j )

cj(µ)

{
trace G̃ π

+(µ,µ2), si j = 1

trace G̃ π
+(µ1,µ), si j = 2 ;

(b) pour tout µ ∈ P(2d + n′
j), cj(µ) ≡ [µ : w(2d) × µj] mod 2Z et ϕj

est orthogonale à trace G̃ π
+(µ,µ2) si j = 1, à trace G̃ π

+(µ1,µ) si j = 2.
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(ii) Pour j = 1, 2, on a l’égalité :

R+
d,j(trace G̃n′

π+(µ1,µ2))

=
∑

µ∈P(2d+n′
j)

[µ : w(2d) × µj ]

{
trace G̃ π

+(µ,µ2), si j = 1

η(−1)d trace G̃ π
+(µ1,µ), si j = 2.

Preuve. Les assertions pour j = 2 se déduisent des mêmes assertions
pour j = 1 et du Lemme 4. On suppose j = 1. Reprenons les construc-
tions et notations du Paragraphe 3. La fonction R−

d,1(trace G̃n′
π+(µ1,µ2))

est la restriction à G̃ de la trace de la représentation virtuelle de G+ dans le
module RG

+

L+ (E(µ1,µ2)), où L = A××Gn′ = F×
q2d

×Gn′ . Notons π+ cette re-

présentation virtuelle. D’après [DM] Corollaire 2.4, la restriction (π+)|G est

l’image de π(µ1,µ2) par le foncteur RGL . Introduisons le Lévi intermédiaire
M = G2d ×Gn′ . On sait bien que :

RG2d

A× (1) =
∑

λ∈P(2d)

trace σ(λ)(w(2d))π(λ).

Alors :

RGL (π(µ1,µ2)) =
∑

λ∈P(2d)

trace σ(λ)(w(2d))RGM (π(λ) ⊗ π(µ1,µ2)).

On a aussi, pour tout λ ∈ P(2d) :

RGM (π(λ) ⊗ π(µ1,µ2)) =
∑

µ∈P(2d+n′
1)

[Res σ(µ) : σ(λ) ⊗ σ(µ1)]π(µ,µ2),

où [Res σ(µ) : σ(λ) ⊗ σ(µ1)] est la multiplicité de σ(λ) ⊗ σ(µ1) dans la
restriction de σ(µ) à S2d × Sn′ . On obtient alors :

(π+)|G =
∑

µ∈P(2d+n′
1)

[µ : w(2d) × µ1]π(µ,µ2).

Pour tout µ, on a fixé le prolongement π+(µ,µ2) de π(µ,µ2) à G+. Notons
π−(µ,µ2) l’autre prolongement. Ecrivons :

π+ =
∑

µ∈P(2d+n′
1)

(
c+µπ

+(µ,µ2) + c−µπ
−(µ,µ2)

)
+ Π+,
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en regroupant dans Π+ toutes les composantes de π+ qui ne prolongent
aucune représentation π(µ,µ2). Les coefficients c+µ et c−µ appartiennent à Z.
Le résultat ci-dessus entraîne que c+µ + c−µ = [µ : w(2d) × µ1]. Posons ϕ =
trace G̃Π+ et remarquons que, pour tout µ, on a l’égalité trace G̃ π

−(µ,µ2) =
− trace G̃ π

+(µ,µ2). On obtient alors :

R−
d,1(trace G̃n′

π+(µ1,µ2)) = ϕ+
∑

µ∈P(2d+n′
1)

(c+µ − c−µ) trace G̃ π
+(µ,µ2).

Cette formule vérifie les conditions du (i) de l’énoncé.

Considérons maintenant l’homomorphisme R+
d,1. On va d’abord suppo-

ser n′ = 0. On a L = F×
qd

× F×
qd

, que l’on plonge dans le Lévi M = Gd ×Gd.
L’élément θL que l’on a construit au Paragraphe 3 normalise M . On note
θM = θL et M+ le groupe engendré par M et θM . On définit la représenta-
tion RM

+

L+ (1) de M+, on va calculer la restriction à M̃ de sa trace. Notons
T le sous-tore de Gd tel que T = F×

qd
, fixons un sous-groupe de Borel

de Gd contenant T, notons N son radical unipotent. Puisque l’automor-
phisme θM = Ad(θM ) échange les deux copies de Gd, on peut supposer que
θM (x1, x2) = (θd(x2),θd(x1)) pour x1, x2 ∈ Gd. Posons U = N × θd(N).
Introduisons la variété :

X+ = {x(U ∩ F (U)) ∈ M+/(U ∩ F (U)) ; x−1F (x) ∈ F (U)}

et sa composante neutre :

X = {x(U ∩ F (U)) ∈ M/(U ∩ F (U)) ; x−1F (x) ∈ F (U)}.

On a l’égalité X+ = X t XθM . On en déduit que, pour tout i ∈ N, les
espaces d’invariants H i

c(X
+)L

+
et H i

c(X)L sont isomorphes. Modulo cet iso-
morphisme, le groupe M+ agit sur H i

c(X)L : le groupe M agit par l’action
naturelle ; θM agit par l’automorphisme déduit par fonctorialité de θM . Pour
simplifier, on note encore θM cet automorphisme. On adopte des simplifi-
cations d’écriture analogues dans la suite. Posons :

Y = {x(N ∩ F (N)) ∈ Gd/(N ∩ F (N)) ; x−1F (x) ∈ F (N)}.

On a X = Y × θd(Y). D’après la formule de Künneth,

Hi
c(X) =

⊕

j,k ; j+k=i

Hj
c (Y) ⊗C H

k
c (θd(Y)) '

⊕

j,k ; j+k=i

Hj
c (Y) ⊗C H

k
c (Y).
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On en déduit :

Hi
c(X)L '

⊕

j,k ; j+k=i

Hj
c (Y)T ⊗C H

k
c (Y)T .

Le groupe M+ agit sur l’espace de droite de la façon suivante. Soit (x1, x2) ∈
M . Cet élément agit sur H j

c (Y)T⊗CH
k
c (Y)T par l’action naturelle de x1 sur

le premier facteur et l’action naturelle de θd(x2) sur le second. L’élément θM
envoie un élément v1⊗v2 de Hj

c (Y)T ⊗CH
k
c (Y)T sur l’élément (−1)jkv2⊗v1

de Hk
c (Y)T ⊗C Hj

c (Y)T , le signe intervenant de la façon habituelle dans
la formule de Künneth. Notons Z j l’espace Hj

c (Y)T muni de sa structure
naturelle de Gd-module et θd(Z

j) le même espace muni de la structure de
Gd-module tordue par θd. Si j 6= k, les espaces Zj⊗Cθd(Z

k) et Zk⊗Cθd(Z
j)

sont échangés par θM , il ne contribuent pas à la restriction à M̃ de la
trace de notre M+-module. On peut les négliger. Alors H i

c(X)L devient
négligeable si i est impair. Si i est pair, il est équivalent à Z i/2 ⊗C θd(Z

i/2)
et le signe intervenant ci-dessus est (−1)i/2. Notre module virtuel de départ∑

i(−1)iHi
c(X

+)L
+

est donc équivalent à :

∑

i≥0

(−1)iZi ⊗C θd(Z
i),

où maintenant θM agit simplement par v1 ⊗ v2 7→ v2 ⊗ v1.

Revenons au cas général où n′ n’est plus supposé nul. Le Lévi M est
maintenant Gd×Gn′×Gd. Un raisonnement analogue montre que le module
virtuel RM

+

L+ (E(µ1,µ2)) est équivalent à :

∑

i≥0

(−1)iZi ⊗C E(µ1,µ2) ⊗C θd(Z
i),

où θM agit par l’opérateur AM : v1⊗v2⊗v3 7→ v3⊗π+(µ1,µ2)(θn′)(v2)⊗v1.
Puisque M est le Lévi d’un sous-groupe parabolique standard Q défini sur
Fq et stable par θ, on obtient le module RG+

L+ (E(µ1,µ2)), ou plus exactement

un module qui a même trace sur G̃, par induction à partir du précédent.
Pour tout i, notons (πi, Ei) la représentation induite de Q à G de Z i ⊗C

E(µ1,µ2)⊗C θd(Z
i). On prolonge πi en une représentation πi,+ de G+ par :

(πi,+(θ)(f))(g) = AM ◦ f(θ(g)),

pour f ∈ Ei et g ∈ G. Alors RG
+

L+ (E(µ1,µ2)) est équivalent à
∑

i≥0(−1)iEi.
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Supposons d’abord µ2 = ∅. On sait que la représentation de Gd dans
Zi est somme de représentations irréductibles unipotentes. Il en est donc de
même de la représentation de G dans E i. On en déduit une égalité :

∑

i≥0

(−1)iπi,+ =
∑

µ∈P(n)

(c+(µ)π+(µ) + c−(µ)π−(µ)),

avec des constantes c+(µ), c−(µ) ∈ Z (la notation π−(µ) est similaire à celle
introduite plus haut). On a alors l’égalité :

(1) R+
d,1(trace G̃n′

π+(µ1)) =
∑

µ∈P(n)

(c+(µ) − c−(µ)) trace G̃ π
+(µ).

Il nous reste à calculer les nombres c+(µ) − c−(µ). Pour cela, on identifie
nos représentations de G aux représentations de l’algèbre H dans les sous-
espaces d’éléments invariants par B. Notons ζ i la représentation de Hd dans
Zi,Bd, posons SM = Sd×Sn′ ×Sd et identifions ce groupe au sous-groupe
évident de Sn. L’espace Ei,B s’identifie à celui des fonctions f : H →
Zi,Bd ⊗C E(µ1)

Bn′ ⊗C Zi,Bd telles que, pour w = (w1, w2, w3) ∈ SM et
h ∈ H, on ait :

f(Twh) =
(
ζi(Tw1) ⊗ π(µ1)(Tw2) ⊗ ζ i(T−1

wd,max
Tw3Twd,max

)
)
◦ f(h).

L’algèbre H agit par translations à droite et πi,+(θ) devient l’opérateur :

(πi,+(θ)(f))(h) = AM ◦ f(T−1
wn,max

hTwn,max
).

Pour tout w ∈ Sn, posons T ′
w = q−l(w)Tw−1 , où l(w) est la longueur de

w. Soient µ ∈ P(n) et (r,R) une représentation de H. On sait que l’opéra-
teur

∑
w∈Sn

trace π(µ)(T ′
w)r(Tw) est proportionnel à la projection sur la

partie π(µ)-isotypique de R (cf. [CR] 9.17, 9.19). D’autre part, d’après
notre normalisation de la représentation π+(µ), on sait que l’opérateur
π+(µ)(θ)π(µ)(Twn,max

) agit sur E(µ)B par multiplication par qm/2 pour
un certain entier m. Alors π−(µ)(θ)π(µ)(Twn,max

) agit par multiplication

par −qm/2. Il en résulte l’égalité :

∑

i≥0

(−1)i
∑

w∈Sn

trace π(µ)(T ′
w) trace(πi,+(θ)πi(Twn,max

Tw))(2)

= qm/2(c+(µ) − c−(µ))
∑

w∈Sn

trace π(µ)(T ′
w) trace π(µ)(Tw).
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La dernière somme ci-dessus est non nulle : c’est la trace d’un projecteur
non nul. Cette formule calcule ainsi c+(µ)− c−(µ) comme rapport de deux
termes. Or ceux-ci sont des polynômes en q1/2, q−1/2, et la formule reste
valable si on remplace q par une puissance qr pour r entier ≥ 1. On ne sait
pas a priori que c+(µ) − c−(µ) est indépendant de q mais :

(3) l’entier |c+(µ)− c−(µ)| est borné par un nombre indépendant de q.

En effet, d’après (1), cette propriété résulte de la suivante : la norme
de l’homomorphisme R+

d,1 est bornée par un nombre indépendant de q.
Pour prouver celle-ci, il suffit d’exprimer cet homomorphisme dans les bases
(φ(a))

a∈AF
n′

mod conjugaison de C(G̃n′) et (φ(a))a∈AF mod conjugaison de C(G̃) in-

troduites dans le paragraphe précédent. Il envoie un élément de la première
base sur un élément de la seconde, multiplié par une racine de l’unité. L’as-
sertion résulte alors du calcul des normes des éléments de ces bases ([L4]
Proposition 24.16).

On a donc une fraction rationnelle qui ne prend qu’un nombre fini de
valeurs en un nombre infini de points. Cette fraction rationnelle est donc
constante. On peut y remplacer q1/2 par 1. Les représentations des algèbres
de Hecke deviennent des représentations de groupes symétriques : pour tout
r ∈ N et toute partition λ ∈ P(r), π(λ) devient σ(λ) ; on note ρi, resp. σi, la
représentation de Sd, resp. Sn, qui correspond à ζ i, resp. πi. On note leurs
espaces respectivement E(λ)1, Z

i
1, E

i
1. Il résulte de notre normalisation de

π+(λ) que l’opérateur π+(λ)(θr) devient σ(λ)(wr,max). L’espace Ei
1 est celui

des fonctions f : Sn → Zi1 ⊗C E(µ1)1 ⊗C Z
i
1 telles que f(wu) = (ρi(w1) ⊗

σ(µ1)(w2) ⊗ ρi(wd,maxw3wd,max))(f(u)) pour tout w = (w1, w2, w3) ∈ SM

et tout u ∈ Sn. Le groupe Sn y agit par translations à droite. L’opérateur
πi,+(θ) devient l’opérateur σi(θ) défini par :

(σi(θ)f)(w) = BM ◦ f(wn,maxwwn,max)

où BM (v1 ⊗ v2 ⊗ v3) = v3 ⊗ σi(µ1)(wn′,max)(v2) ⊗ v1.

L’égalité (2) devient :

∑

i≥0

(−1)i
∑

w∈Sn

trace σ(µ)(w−1) trace(σi(θ)σi(wn,maxw))(4)

= |Sn|(c+(µ) − c−(µ)).

Fixons i ∈ N, un système de représentants S de SM\Sn et des bases B
de Z i1 et B′ de E(µ1)1. Pour tout (s, b1, b2, b3) ∈ S × B × B′ × B, notons
fs,b1,b2,b3 l’élément de Ei

1 à support dans SMs, qui vaut b1⊗b2⊗b3 au point
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s. Ces fonctions forment une base de E i
1. Notons B̌ et B̌′ les bases duales

de B et B′. Pour tout endomorphisme D de E i
1, on a l’égalité :

trace(D) =
∑

(s,b1,b2,b3)∈S×B×B′×B
〈b̌1 ⊗ b̌2 ⊗ b̌3, D(fs,b1,b2,b3)(s)〉.

Soit w ∈ Sn. On a l’égalité :

(σi(θ)σi(wn,maxw)fs,b1,b2,b3)(s) = BM ◦ fs,b1,b2,b3(wn,maxsw).

Si wn,maxsws
−1 6∈ SM , ceci est nul. Si wn,maxsws

−1 = (w1, w2, w3) ∈ SM ,
ce terme vaut :

ρi(wd,maxw3wd,max)(b3) ⊗ σ(µ1)(wn′,maxw2)(b2) ⊗ ρi(w1)(b1).

On a les égalités :

∑

b2∈B′

〈b̌2, σ(µ1)(wn′,maxw2)(b2)〉 = trace σ(µ1)(wn′,maxw2),

∑

b1,b3∈B
〈b̌1, ρi(wd,maxw3wd,max)(b3)〉〈b̌3, ρi(w1)(b1)〉

= trace ρi(wd,maxw3wd,maxw1).

Posons v = (1, wn′ ,max, 1) ∈ SM . Des formules ci-dessus et de quelques
changements de variables résulte l’égalité :

trace(σi(θ)σi(wn,maxw))

=
∑

w′=(w1,w2,w3)∈SM

∑

s∈S,wn,maxsws−1=vw′

trace ρi(wd,maxw3wd,maxw1)

× trace σ(µ1)(w2).

Le membre de gauche de (4) est égal à :

∑

w=(w1,w2,w3)∈SM

∑

s∈S
trace σ(µ)(s−1w−1vwn,maxs) trace σ(µ1)(w2)

×
∑

i≥0

(−1)i trace ρi(wd,maxw3wd,maxw1).

Remarquons qu’en posant w′ = (wd,maxw3wd,maxw1, wn′,maxw2, 1), u =
(1, 1, w3), on a l’égalité : s−1w−1vwn,maxs = s−1u−1w

′−1wn,maxus. Puisque
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trace σ(µ) est invariante par conjugaison, on peut remplacer trace σ(µ)
(s−1w−1vwn,maxs) par trace σ(µ)(w

′−1wn,max). Le terme que l’on somme
ci-dessus devient indépendant de s et ne dépend plus de w1, w3 que par le
produit wd,maxw3wd,maxw1. La somme se simplifie en :

|S||Sd|
∑

w1∈Sd, w2∈Sn′

trace σ(µ)(w−1wn,max) trace σ(µ1)(w2)

×
∑

i≥0

(−1)i trace ρi(w1),

où on a posé w = (w1, wn′,maxw2, 1). Rappelons que ρi se déduit de la
représentation de Gd dans H i

c(Y)T . Notons O la classe de conjugaison dans
Sd paramétrée par la partition (d) et 1O sa fonction caractéristique. Il est
connu que

∑
i≥0(−1)i trace ρi est égal à |Sd||O|−11O. Mais, pour w1 ∈ O,

on vérifie que wn,maxw (avec les notations ci-dessus) est conjugué à l’élément
que l’on a noté w(2d) × w2. L’expression précédente devient :

|S||Sd|2
∑

w2∈Sn′

trace σ(µ)(w(2d) × w2) trace σ(µ1)(w2).

Puisque |S| = |Sn||Sd|−2|Sn′ |−1, ceci n’est autre que |Sn|[µ : w(2d) ×µ1].
Alors (4) devient c+(µ)− c−(µ) = [µ : w(2d)×µ1] et l’égalité (1) démontre
le (ii) de l’énoncé.

On a supposé µ2 = ∅. Passons au cas général en levant cette hypothèse.
Introduisons les sous-groupes paraboliques standard Rj , j = 1, . . . , 4 et S1,
S2 de G, de sous-groupes de Lévi respectivement :

H1 = Gd ×Gn′
1
×Gn′

2
×Gd, H2 = Gd ×Gn′

2
×Gn′

1
×Gd,

H3 = Gd ×Gn′
1
×Gd ×Gn′

2
, H4 = Gn′

2
×Gd ×Gn′

1
×Gd,

K1 = G2d+n′
1
×Gn′

2
, K2 = Gn′

2
×G2d+n′

1
.

Pour i, j = 1, . . . , 4, on note wi,j la matrice de permutation évidente telle
que wi,jHjw

−1
i,j = Hi. Par exemple, pour h = (h1, h2, h3, h4) ∈ H1, on

a w2,1hw
−1
2,1 = (h1, h3, h2, h4). On note wK la matrice analogue telle que

wKK2w
−1
K = K1.

Soit i ∈ N. Le module Ei est isomorphe à IndGR1
(Zi ⊗C E(µ1) ⊗C

E(µ2) ⊗C θd(Z
i)). L’opérateur πi,+(θ) est le composé des opérateurs sui-

vants :
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– Θ : IndGR1
(Zi ⊗C E(µ1) ⊗C E(µ2) ⊗C θd(Z

i)) → IndGR2
(θd(Z

i) ⊗C

E(µ2)⊗CE(µ1)⊗C Z
i) défini par Θ(ϕ)(g) = B ◦ϕ ◦θ(g), où B(v1 ⊗

v2 ⊗ v3 ⊗ v4) = v4 ⊗ π+(µ2)(θn′
2
)(v3) ⊗ π+(µ1)(θn′

1
)(v2) ⊗ v1 ;

– l’opérateur d’entrelacement I(w1,2) ;
– la multiplication par un réel > 0.
Par l’isomorphisme I(w3,1), E

i est encore isomorphe à IndGR3
(Zi ⊗C

E(µ1) ⊗C θd(Z
i) ⊗C E(µ2)). L’opérateur πi,+(θ) devient le composé des

opérateurs :
– Θ′ : IndGR3

(Zi ⊗C E(µ1) ⊗C θd(Z
i) ⊗C E(µ2)) → IndGR4

(E(µ2) ⊗C

θd(Z
i) ⊗C E(µ1) ⊗C Zi) défini par Θ′(ϕ)(g) = B ′ ◦ ϕ ◦ θ(g), où

B′(v1 ⊗ v2 ⊗ v3 ⊗ v4) = π+(µ2)(θn′
2
)(v4)⊗ v3 ⊗π+(µ1)(θn′

1
)(v2)⊗ v1 ;

– l’opérateur d’entrelacement I(w3,4) ;
– la multiplication par un réel > 0.
Notons (πi], E

i
]) la représentation de G2d+n′

1
analogue de (πi, Ei) quand

on remplace µ2 par ∅. On a l’isomorphisme :

IndGR3
(Zi ⊗C E(µ1) ⊗C θd(Z

i) ⊗C E(µ2)) ' IndGS1
(Ei] ⊗C E(µ2)).

Donc Ei s’identifie à ce dernier module, l’opérateur πi,+(θ) devenant le
composé des opérateurs suivants :

– Θ′′ : IndGS1
(Ei]⊗CE(µ2)) → IndGS2

(E(µ2)⊗CE
i
]) défini par Θ′′(ϕ)(g) =

B′′ ◦ ϕ ◦ θ(g), où B ′′(v1 ⊗ v2) = π+(µ2)(θn′
2
)(v2) ⊗ πi,+] (θ2d+n′

1
)(v1) ;

– l’opérateur d’entrelacement I(wK) ;
– la multiplication par un réel > 0.
Remarquons que, si on remplace (πi], E

i
]) par une représentation (π(µ),

E(µ)) où µ ∈ P(2d + n′
1), la construction ci-dessus est justement celle de

π+(µ,µ2). Si on a une égalité :
∑

i≥0

(−1)iπi,+] =
∑

µ∈P(2d+n′
1)

(c+(µ)π+(µ) + c−(µ)π−(µ)),

on aura aussi :
∑

i≥0

(−1)iπi,+ =
∑

µ∈P(2d+n′
1)

(c+(µ)π+(µ,µ2) + c−(µ)π−(µ,µ2)),

puis l’égalité :

R+
d,1(trace G̃n′

π+(µ1,µ2)) =
∑

µ∈P(2d+n′
1)

(c+(µ) − c−(µ)) trace G̃ π
+(µ,µ2).

Les coefficients de cette expression sont les mêmes que dans le cas µ2 = ∅.
Cela achève la preuve.
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§15. Quelques définitions combinatoires

Soit µ une partition. Pour deux entiers a, b ∈ Z avec a ≥ b, on pose

[a, b] = {a, a− 1, . . . , b+1, b} (pour respecter les conventions concernant les

partitions, on écrit les ensembles d’entiers en ordre décroissant). Si a− b+1

est plus grand que le nombre de termes non nuls de µ, on pose µ + [a, b] =

{µ1 + a, µ2 + a − 1, . . . , µa−b+1 + b}. Pour t ∈ N, assez grand (plus grand

que le nombre de termes non nuls de µ), posons :

Et(µ) = µ + [t− 1, 0],

E+
t (µ) =

{x
2

; x ∈ Et(µ), x pair
}
,

E−
t (µ) =

{x− 1

2
; x ∈ Et(µ), x impair

}
.

On note t+(µ), resp. t−(µ) le nombre d’éléments de E+
t (µ), resp. E−

t (µ),

m(µ) = sup(t−(µ) − t+(µ), t+(µ) − t−(µ) − 1),

N(µ) =
1

2
(S(µ) −m(µ)(m(µ) − 1)/2).

Ces définitions sont copiées de [AMR], Paragraphe 5.B. On vérifie que m(µ)

et N(µ) ne dépendent pas de t et que N(µ) ∈ N. On note αt(µ) et βt(µ)

les partitions telles que :

αt(µ) + [t+(µ) − 1, 0] = E+
t (µ), βt(µ) + [t−(µ) − 1, 0] = E−

t (µ).

On vérifie que S(αt(µ)) + S(βt(µ)) = N(µ). Si on change t en t + 1, on

obtient αt+1(µ) = βt(µ), βt+1(µ) = αt(µ). On note ρt(µ) la représentation

irréductible de WN(µ) paramétrée par le couple (αt(µ),βt(µ)).

Posons encore :

Zt(µ) = {(x, y) ∈ Et(µ)2 ; x > y, x impair, y pair},
µcusp = (m(µ),m(µ) − 1, . . . , 1),

z(µ) =
∑

i≥1, i impair

(
multµ(i)2 − multµ(i)

2
+ multµ(i)multµ(≥ i)

)
.

Lemme. On a la congruence :

|Zt(µ)|− |Zt(µcusp)| = z(ν)+α(m(µ))+
S(µ)

2
+
m(µ)(m(µ) + 1)

4
mod 2Z,

où ν est la partition duale de µ et la fonction α a été définie au Para-

graphe 11.
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La preuve, purement combinatoire, est laissée au lecteur.

Soient (µ1,µ2) ∈ P2(n). Pour j = 1, 2, posons mj = m(µj), Nj =

N(µj). En notant n′ = m1(m1+1)
2 + m2(m2+1)

2 , il y a un unique couple

(h1, h2) ∈ Fcusp,n′ tel que :

(1) m1 = sup(h1 + h2,−h1 − h2 − 1), m2 = sup(h1 − h2, h2 − h1 − 1).

On pose :

γ(µ1,µ2) = γ(h1, h2)η(−1)N2 (−1)z(ν1)+z(ν2)

où γ(h1, h2) a été défini au Paragraphe 12 et, pour j = 1, 2, ν j est la

partition duale de µj .

Remarque. Si µ2 = ∅, ce terme se simplifie en

γ(µ1, ∅) = (−1)z(ν1)+
N(µ1)

2
+
m1(m1+1)

4 .

Pour j = 1, 2 on choisit un entier tj assez grand tel que tj ≡ h2 + j mod

2Z. On pose ρj = ρtj (µj). On note f(µ1,µ2) le sextuplet (h1, h2, N1, N2,

ρ1, ρ2). Il appartient à F̂ . On a ainsi défini une application f : P2(n) → F̂ .

Elle est bijective.

§16. Un lemme technique

Soient h1, h2, N , ρ1, ρ2 comme au Paragraphe 8. Si |h2| > h1, soit

(µ1,µ2) ∈ P2(n) tel que f(µ1,µ2) = ρ1 et soit g = su un élément de G̃

vérifiant les hypothèses du (i) du Corollaire 8. Si |h2| ≤ h1, soit (µ1,µ2) ∈
P2(n) tel que f(µ1,µ2) = ρ2 et soit g = su un élément de G̃ vérifiant les

hypothèses du (ii) de ce corollaire.

Notons Zalg le sous-anneau de C formé des entiers algébriques.

Lemme. Sous ces hypothèses, trace G̃ π
+(µ1,µ2)(g) n’appartient pas à√

2Zalg.

Preuve. Posons g′ = s2u. C’est un élément de G. Montrons que :

(1) trace G̃ π
+(µ1,µ2)(g) − trace π(µ1,µ2)(g

′) appartient à
√

2Zalg.

On a s4 = 1. Les valeurs propres de π+(µ1,µ2)(s) appartiennent à
{±1,±i} (où ici i est une racine de −1). Décomposons E(µ1,µ2) en espaces
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propres Ej pour j ∈ {±1,±i}. Posons tj = trace π(µ1,µ2)(u)|Ej . Certaine-
ment tj appartient à Zalg. On a :

trace G̃ π
+(µ1,µ2)(g) = t1 − t−1 + iti − it−i,

trace π(µ1,µ2)(g
′) = t1 + t−1 − ti − t−i.

La différence de ces deux expressions est −2t−1 + (i + 1)ti + (1 − i)t−i. Or
i+1√

2
et 1−i√

2
appartiennent à Zalg. Cela entraîne (1).

Il suffit donc de démontrer que trace π(µ1,µ2)(g
′) n’appartient pas à√

2Zalg. Mais ce terme appartient à Z car π(µ1,µ2) est définie sur Q. Il
s’agit donc de prouver que c’est un entier impair.

On calcule le couple (µ1,µ2). Soient (m1,m2) le couple d’entiers ≥ 0
défini par la relation 15(1). Alors :

µ1 = (2N +m1,m1 − 1, . . . , 1), µ2 = (m2,m2 − 1, . . . , 1).

On pose n1 = S(µ1), n2 = S(µ2). Remarquons que s2 est un élément semi-
simple de G de valeurs propres ±1. En notant n± leurs multiplicités, on
a :

– si |h2| > h1, n+ = 2N + h2
2, n− = h1(h1 + 1) ;

– si |h2| ≤ h1, n+ = h2
2, n− = 2N + h1(h1 + 1).

On calcule trace π(µ1,µ2)(g
′) en utilisant la théorie des faisceaux-carac-

tères pour le groupe G et en explicitant comme au Paragraphe 6 le théorème
de Lusztig. Puisque l’on a déjà détaillé la méthode aux Paragraphes 6 et
7 dans le cadre plus subtil du groupe G+, on ne donne ici que le résultat.
Rappelons que pour tout entier m ∈ N et tout µ ∈ P(m), on note σ(µ)
la représentation irréductible de Sm paramétrée par µ. On associe à σ(µ)
une fonction de Green Qσ(µ) sur l’ensemble des éléments unipotents de Gm.
Si v ∈ Gm est unipotent et si sa classe de conjugaison est paramétrée par
λ ∈ P(m) (i.e. les blocs de Jordan de v sont de longueur λ1, λ2 etc...), on
a :

Qσ(µ)(v) 6= 0 =⇒ λ ≤ µ

pour l’ordre usuel des partitions et, si λ = µ, Qσ(µ)(v) = 1.

Notons N l’ensemble des familles n = (nε,j)ε=±, j=1,2 d’entiers ≥ 0 telles
que :

– pour j = 1, 2, n+,j + n−,j = nj,
– pour ε = ±, nε,1 + nε,2 = nε.

https://doi.org/10.1017/S002776300002691X Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S002776300002691X


364 J.-L. WALDSPURGER

Pour une telle famille, posons Sn = Sn+,1 × Sn+,2 × Sn−,1 × Sn−,2 . On a
deux plongements évidents (au moins à conjugaison près) :

Sn1 × Sn2

↗
Sn

↘
Sn+ × Sn−

Pour σ1 ∈ Ŝn1 , σ2 ∈ Ŝn2 , σ+ ∈ Ŝn+ , σ− ∈ Ŝn− , notons resSn
(σ1⊗σ2), resp.

resSn
(σ+ ⊗ σ−), la restriction à Sn de σ1 ⊗ σ2 par le premier plongement,

resp. de σ+ ⊗ σ− par le second. Notons (resSn
(σ1 ⊗ σ2), resSn

(σ+ ⊗ σ−))
leur produit scalaire usuel. Le théorème de Lusztig s’explicite alors sous la
forme :

trace π(µ1,µ2)(g
′) = qr

∑

µ+∈P(n+),µ−∈P(n−)

Qσ(µ+)(u+)Qσ(µ−)(u−)(2)

×
∑

n∈N
ε(n)(resSn

(σ(µ1) ⊗ σ(µ2)), resSn
(σ(µ+) ⊗ σ(µ−))),

où ε(n) est un signe et r un entier ≥ 0 qui nous importerons peu. Notons
λ+, resp. λ−, la partition paramétrant la classe de conjugaison de u+, resp.
u−. On a :

– si |h2| > h1, λ+ = (2N+2|h2|−1, 2|h2|−3, . . . , 3, 1), λ− = (2h1, 2h1−
2, . . . , 2) ;

– si |h2| ≤ h1, λ+ = (2|h2|−1, . . . , 3, 1), λ− = (2N+2h1, 2h1−2, . . . , 2).

On va montrer que, dans la triple somme ci-dessus, indexée par µ+, µ−,
n, un seul triplet donne une contribution non nulle. Pour ce triplet, on a
µ+ = λ+, µ− = λ− et (resSn

(σ(µ1)⊗σ(µ2)), resSn
(σ(µ+)⊗σ(µ−))) = 1.

Il en résultera l’égalité trace π(µ1,µ2)(g
′) = ε(n)qr qui est bien un entier

impair, ce qui achèvera la preuve.

Introduisons quelques notations. Pour toute partition α et tout entier
a ∈ N, on pose Sa(α) = α1 + · · · + αa. Pour deux partitions α et β, on
définit de façon évidente leur réunion α ∪ β et leur somme γ = α + β (on
a γj = αj + βj pour tout j). Posons a = S(α), b = S(β), soit δ ∈ P(a+ b).
Il est bien connu que si σ(α)⊗ σ(β) intervient dans la restriction de σ(δ) à
Sa × Sb, alors α ∪ β ≤ δ ≤ α + β. Si l’une ou l’autre de ces inégalités est
une égalité, la multiplicité de σ(α) ⊗ σ(β) dans la restriction de σ(δ) est
égale à 1.
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Soit µ+µ−, n un triplet dont la contribution à la somme (2) est non
nulle. Puisque Qσ(µ+)(u+) 6= 0 et Qσ(µ−)(u−) 6= 0, on a :

(3) λ+ ≤ µ+, λ− ≤ µ−.

Puisque (resSn
(σ(µ1) ⊗ σ(µ2)), resSn

(σ(µ+) ⊗ σ(µ−))) 6= 0, il existe des
partitions αε,j ∈ P(nε,j) (ici comme dans les lignes qui suivent, on a ε = ±,
j = 1, 2), telles que :

σ(αε,1)⊗σ(αε,2) intervient dans la restriction de σ(µε) à Snε,1 ×Snε,2 ;
σ(α+,j)⊗σ(α−,j) intervient dans la restriction de σ(µj) à Sn+,j×Sn−,j .
Cela entraîne :

(4)

{
µε ≤ αε,1 + αε,2,

α+,j ∪ α−,j ≤ µj .

Soit i un entier ≥ 1, posons cε = multµε(≥ i), cj = multµj (≥ i), c = c++c−.
Les inégalités ci-dessus entraînent :

(5)

{
Scε(µε) ≤ Scε(αε,1) + Scε(αε,2),

Sc+(α+,j) + Sc−(α−,j) ≤ Sc(µj).

D’autre part, Sc(µ+ ∪ µ−) = Sc+(µ+) + Sc−(µ−). Alors :

Sc(µ+ ∪ µ−) = Sc+(µ+) + Sc−(µ−)(6)

≤ Sc+(α+,1) + Sc+(α+,2) + Sc−(α−,1) + Sc−(α−,2)

≤ Sc(µ1) + Sc(µ2) = Sc(µ1 + µ2).

On remarque que µ1 + µ2 = λ+ ∪ λ−. On a ainsi obtenu la relation :

Sc(µ+ ∪ µ−) ≤ Sc(λ+ ∪ λ−)

pour c = multµ+∪µ−
(≥ i), et cela pour tout i ≥ 1. D’après [S] Lemme 3.4

p. 192, cela entraîne µ+ ∪ µ− ≤ λ+ ∪ λ−. En comparant avec (3), on
obtient µ+ = λ+ et µ− = λ−. Maintenant, les deux termes extrêmes de
(6) sont égaux et cela oblige toutes les inégalités du calcul ci-dessus à être
des égalités. Prenons par exemple pour i un entier pair intervenant dans
λ−. Notons c′+, c′−, c′ les analogues de c+, c−, c relatifs à i + 1. On a
c′+ = c+ car tous les termes de λ+ sont impairs. On a c′− = c− − 1 car
toutes les multiplicités de λ− sont ≤ 1. Donc c′ = c − 1. Soustrayons de
(5), qui est maintenant une égalité, la même égalité pour i+ 1. On obtient
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α−,j,c− = µj,c (le c−-ième terme de α−,j est égal au c-ième terme de µj).
Quand i parcourt tous les entiers pairs intervenant dans λ−, c− parcourt
l’ensemble {1, . . . , h1}. Remarquons que la première inégalité de (4) entraîne
que la longueur de α−,j est ≤ h1. Les égalités précédentes déterminent donc
entièrement α−,j. On détermine de même α+,j. Cela montre qu’il y a un
unique quadruplet de partitions (αε,j)ε=±, j=1,2 possible. Par exemple, dans
le cas 0 ≤ h2 ≤ h1, on obtient :

α+,1 = (2h2 − 1, 2h2 − 3, . . . , 3, 1), α+,2 = ∅,
α−,1 = (2N+h1+h2, h1+h2−1, h1+h2−2, . . . , 2h2+1, 2h2, 2h2−2, . . . , 2),

α−,2 = (h1 − h2, h1 − h2 − 1, . . . , 2, 1).

On constate que les inégalités (4) sont des égalités, donc σ(α+,1)⊗σ(α+,2)⊗
σ(α−,1)⊗σ(α−,2) intervient avec multiplicité 1 dans resSn

(σ(µ1)⊗σ(µ2))
comme dans resSn

(σ(µ+)⊗σ(µ−)). L’unicité du quadruplet (αε,j)ε=±, j=1,2

entraîne celle de la famille n ∈ N . Le calcul ci-dessus des multiplicités en-
traîne que, pour cette famille, on a bien (resSn

(σ(µ1)⊗σ(µ2)), resSn
(σ(µ+)

⊗ σ(µ−))) = 1 comme on le voulait.

§17. Le résultat principal

Rappelons que l’on suppose p 6= 2 et q > n.

Théorème. Pour tout (µ1,µ2) ∈ P2(n), on a l’égalité :

trace G̃ π
+(µ1,µ2) = γ(µ1,µ2)φ ◦ f(µ1,µ2).

La fin de l’article est consacrée à la démonstration de ce théorème. Elle

se fait par récurrence sur n. On suppose désormais l’assertion du théorème

prouvée quand on y remplace n par tout entier n′ < n.

§18. Symboles et induction de Deligne-Lusztig pour les fonctions

caractéristiques de faisceaux-caractères

Pour tout sous-ensemble fini Λ ⊂ N × {±1}, posons :

– pour ε ∈ {±1}, Λε = {x ∈ N ; (x, ε) ∈ Λ} ;

– rg(Λ) =
(∑

(x,ε)∈Λ x
)
−
[( |Λ|−1

2

)2]
(ou [z] = partie entière de z ; re-

marquons que rg(Λ) ≥ 0) ;

– def (Λ) = |Λ+| − |Λ−|.
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On introduit la relation d’équivalence entre de tels sous-ensembles finis

engendrée par Λ ∼ Λ′ où Λ′ = {(x + 1, ε) ; (x, ε) ∈ Λ} ∪ {(0, 1), (0,−1)}.
Les fonctions rg et def sont constantes sur les classes d’équivalence. Pour

N ∈ N et D ∈ Z, on appelle symbole ordonné de rang N et de défaut D

une classe d’équivalence d’ensembles Λ tels que rg(Λ) = N et def (Λ) = D.

En pratique, on représentera un symbole par un élément Λ de la classe en

question ayant un nombre d’éléments assez grand. On ne s’intéresse qu’aux

symboles de défaut 0. On note SN l’ensemble des symboles ordonnés de rang

N et de défaut 0.

Pour tout ensemble X, on note C[X] l’espace vectoriel complexe de base

X. On le munit du produit scalaire hermitien pour lequel X est une base

orthonormée.

Soient N, d ∈ N, d ≥ 1. Pour Λ ∈ SN , posons :

Xd(Λ) = {(x, ε) ∈ Λ ; (x+ d, ε) 6∈ Λ}.

Pour (x, ε) ∈ Xd(Λ), posons :

Λd(x, ε) = (Λ \ {(x, ε)}) ∪ {(x+ d, ε)},
ζd,Λ(x, ε) = (−1)|[x+d−1,x+1]∩Λε|.

Remarquons que Λd(x, ε) ∈ SN+d. On pose :

I+
d (Λ) =

∑

(x,ε)∈Xd(Λ)

ζd,Λ(x, ε)Λd(x, ε),

I−d (Λ) =
∑

(x,ε)∈Xd(Λ)

εζd,Λ(x, ε)Λd(x, ε).

Par linéarité, cela définit des homomorphismes I±d : C[SN ] → C[SN+d].

Pour (α,β) ∈ P2(N), représentons ces partitions par des familles de

même longueur : α = (α1 ≥ · · · ≥ αr), β = (β1 ≥ · · · ≥ βr). Posons

Λ+ = α + [r − 1, 0], Λ− = β + [r − 1, 0] et Λ = {(x, ε) ; ε = ±1, x ∈ Λε}.
Alors Λ ∈ SN et l’application (α,β) 7→ Λ ainsi définie est une bijection de

P2(N) sur SN . Puisque P2(N) paramètre ŴN , on en déduit une bijection

de ŴN sur SN , que l’on note ρ 7→ Λ(ρ). Fixons un élément w+(d), resp.

w−(d), de Wd dans la classe de conjugaison paramétrée par ((d), ∅), resp.

(∅, (d)). Pour ρ ∈ ŴN+d, ρ
′ ∈ ŴN et ε = ±, posons :

[ρ : wε(d) × ρ′] = |WN |−1
∑

w∈WN

trace ρ(wε(d) × w) trace ρ′(w),
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avec des notations analogues à celles du Paragraphe 14. L’homomorphisme

Iεd s’interprète de la façon suivante (on identifie ± à {±1}) :

(1) pour tout ρ′ ∈ ŴN , Iεd(Λ(ρ′)) =
∑

ρ∈ŴN+d
[ρ : wε(d) × ρ′]Λ(ρ).

Posons S =
⋃
N∈N

SN . Des homomorphismes précédents se déduisent

des endomorphismes I±d de C[S]. Posons S = N × Z × S × S. On a un

isomorphisme :

C[S] = C[N × Z] ⊗C C[S] ⊗C C[S].

Pour j = 1, 2 et ε ∈ {±1}, on note I εd,j l’endomorphisme de C[S] produit

tensoriel de l’endomorphisme I εd de la j-ième copie de C[S] et des identités

de C[N×Z] et de l’autre copie de C[S]. Pour tout entier m ∈ N, notons Sm
le sous-ensemble des (h1, h2,Λ1,Λ2) ∈ S tels que h1(h1+1)+h2

2+2 rg(Λ1)+

2 rg(Λ2) = m. Evidemment, Iεd,j se restreint en un homomorphisme de C[Sm]

dans C[Sm+2d].

Pour ρ = (h1, h2, N1, N2, ρ1, ρ2) ∈ F̂ , posons :

Λk(ρ) = (h1, h2,Λ(ρ1),Λ(ρ2)).

Ce terme appartient à Sn. On a ainsi défini une application Λk : F̂ → Sn.
Elle est bijective.

Notons C(G̃)k,qu le sous-espace de C(G̃) engendré par les fonctions φ(ρ)

pour ρ ∈ F̂ . En associant à tout s ∈ Sn la fonction φ ◦ Λ−1
k (s), on définit

une application linéaire k : C[Sn] → C(G̃)k,qu. D’après le Lemme 5, c’est

une isométrie.

Pour n′, d ∈ N tels que d ≥ 1 et n′ + 2d = n, pour j = 1, 2 et ε = ±,

on a défini au Paragraphe 3 un homomorphisme Rε
d,j : C(G̃n′) → C(G̃).

Par construction de C(G̃)k,qu, il envoie C(G̃n′)k,qu dans C(G̃)k,qu (rappelons

notre convention d’affecter d’indices n′ les objets analogues à ceux que l’on

a défini pour notre groupe G = Gn quand on remplace n par n′).

Lemme. Le diagramme suivant est commutatif :

C[Sn′ ]
kn′−−−−→ C(G̃n′)k,quyIεd,j

yRεd,j

C[Sn] k−−−−→ C(G̃)k,qu

Le lemme est dû à Asai ([A], Lemme 2.8.2). Il se déduit de (1).
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§19. Symboles et induction de Deligne-Lusztig de représentations :

premières propriétés

On pose Λrep = Λk◦f où f, resp. Λk a été définie au Paragraphe 15, resp.

18. Alors Λrep est une bijection de P2(n) sur Sn. On définit un homomor-

phisme rep : C[Sn] → C(G̃)qu qui à s ∈ Sn associe γ(µ1,µ2) trace G̃ π
+(µ1,

µ2), où (µ1,µ2) = Λ−1
rep(s). Cet homomorphisme rep est une isométrie.

Remarque. L’assertion du théorème revient à dire que C(G̃)qu =
C(G̃)k,qu et que rep = k. L’hypothèse de récurrence assure la validité de
ces assertions quand on y remplace n par tout n′ < n.

Soient n′, d ∈ N tels que d ≥ 1, n′ + 2d = n et soit j = 1, 2. Le

Lemme 14(ii) entraîne que l’image de C(G̃n′)qu par R+
d,j est incluse dans

C(G̃)qu.

Lemme. Le diagramme suivant est commutatif :

C[Sn′ ]
repn′−−−−→ C(G̃n′)quyI+d,j

yR+
d,j

C[Sn] rep−−−−→ C(G̃)qu

Preuve. On suppose pour simplifier j = 1. Soient s = (h1, h2,Λ1,Λ2) ∈
Sn′ et (µ1,µ2) = Λ−1

rep,n′(s) ∈ P2(n
′). Posons n′1 = S(µ1), m = m(µ1), soit

t un entier assez grand tel que t ≡ h2 + 1 mod 2Z. Posons :

X = {x ∈ Et(µ1) ; x+ 2d 6∈ Et(µ1)}.

Pour x ∈ X, posons :

Et(µ1;x) = (Et(µ1) \ {x}) ∪ {x+ 2d},
ζ(x) = (−1)|[x+2d−1,x+1]∩Et(µ1)|.

D’après la règle de Murnaghan, les partitions µ ∈ P(2d + n′
1) telles que

[µ : w(2d) × µ1] 6= 0 sont celles pour lesquelles Et(µ) est égal à Et(µ1;x)
pour un x ∈ X. On a alors l’égalité [µ : w(2d) × µ1] = ζ(x).

Il résulte des définitions que l’on peut supposer :

Λε1 = {y + uε ; y ∈ Eε
t (µ1)} ∪ [uε − 1, 0],

pour ε = ±, où :
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– si m ≡ h2 + 1 mod 2Z, u+ = m, u− = 0,
– si m ≡ h2 mod 2Z, u+ = 0, u− = m+ 1.
L’application :

x 7−→
{

(x2 + u+, 1), si x est pair,

(x−1
2 + u−,−1), si x est impair,

est une bijection de X sur Xd(Λ1). Si x ∈ X correspond ainsi à (y, ε) ∈
Xd(Λ1), posons ζ(y, ε) = ζ(x) et notons µ(y, ε) la partition de 2d+ n′

1 telle
que Et(µ(y, ε)) = Et(µ1;x). On vérifie que :

(1) Λrep(µ(y, ε),µ2) = (h1, h2,Λ1,d(y, ε),Λ2).

On a l’égalité R+
d,1 ◦ repn′(s) = γ(µ1,µ2)R

+
d,1(trace G̃n′

π+(µ1,µ2)).

Grâce au Lemme 14(ii) et aux considérations ci-dessus, on obtient l’éga-
lité :

R+
d,1 ◦ repn′(s) =

∑

(y,ε)∈Xd(Λ1)

γ(µ1,µ2)ζ(y, ε) trace G̃ π
+(µ(y, ε),µ2).

D’autre part, d’après (1) et les définitions,

rep ◦I+
d,1(s) =

∑

(y,ε)∈Xd(Λ1)

γ(µ(y, ε),µ2)ζd,Λ1(y, ε) trace G̃ π
+(µ(y, ε),µ2).

Il s’agit donc de prouver que, pour tout (y, ε) ∈ Xd(Λ1), on a l’égalité :

(2) γ(µ1,µ2)ζ(y, ε) = γ(µ(y, ε),µ2)ζd,Λ1(y, ε).

Fixons donc (y, ε) ∈ Xd(Λ1), notons x l’élément de X qui lui correspond et
posons µ = µ(y, ε). On a l’égalité :

[x+ 2d− 1, x+ 1] ∩Et(µ1) = Z0 t Z1,

où, pour ` = 0, 1, Z` = {z ∈ Et(µ1) ; x+ 2d > z > x, z ≡ x + ` mod 2Z}.
L’application :

z 7−→
{
z
2 + u+, si x est pair,
z−1
2 + u−, si x est impair,

est une bijection de Z0 sur [y+d−1, y+1]∩Λε1. Donc (−1)|Z
0| = ζd,Λ1(y, ε).

Introduisons les ensembles Zt(µ1) et Zt(µ) du Paragraphe 15. Supposons
par exemple x pair. Posons :

Z ′
t(µ1) = {(x′, y′) ∈ Zt(µ1) ; y′ 6= x},

Z ′
t(µ) = {(x′, y′) ∈ Zt(µ) ; y′ 6= x+ 2d}.
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Ces deux ensembles sont égaux. L’ensemble Zt(µ1)\Z ′
t(µ1) est en bijection,

par (x′, x) 7→ x′, avec {x′ ∈ Et(µ1) ; x′ > x, x′ impair}. De même, Zt(µ) \
Z ′
t(µ) est en bijection, par (x′, x + 2d) 7→ x′, avec {x′ ∈ Et(µ) ; x′ >

x + 2d, x′ impair}. Ce dernier ensemble est égal à {x′ ∈ Et(µ1) ; x′ >
x, x′ impair} \ Z1. On en déduit l’égalité |Zt(µ1)| − |Zt(µ)| = |Z1|. On a
supposé x pair. Dans le cas où x est impair, on démontre de même que
|Zt(µ)| − |Zt(µ1)| = |Z1|. En tout cas, en utilisant le Lemme 15, on a :

(−1)|Z
1| = (−1)z(ν)−z(ν1),

où ν, resp. ν1 sont les partitions transposées de µ, resp. µ1. Alors :

ζ(y, ε) = (−1)|[x+2d−1,x+1]∩Et(µ1)| = (−1)|Z
0|+|Z1|

= (−1)z(ν)−z(ν1)ζd,Λ1(y, ε).

Mais, par définition de la fonction γ, on a l’égalité :

(−1)z(ν)−z(ν1) = γ(µ(y, ε),µ2)γ(µ1,µ2)
−1.

D’où (2).

§20. Symboles et induction de Deligne-Lusztig de représentations,

suite

Soient n′, d ∈ N tels que d ≥ 1 et n′ + 2d = n, et soit j = 1, 2.

Lemme. (i) L’image de C(G̃n′)qu par l’homomorphisme R−
d,j est incluse

dans C(G̃)qu.

(ii) Le diagramme suivant est commutatif :

C[Sn′ ]
repn′−−−−→ C(G̃n′)quyI−d,j

yR−
d,j

C[Sn] rep−−−−→ C(G̃)qu

Preuve. On suppose encore j = 1. Soient n̄′, d̄ ∈ N tels que d̄ ≥ 1 et
n̄′ + 2d̄ = n, soient j̄ = 1, 2 et ε̄ = ±. Pour s ∈ C[Sn′ ] et s̄ ∈ C[Sn̄′ ], on a
l’égalité de produits scalaires :

(1) (I−d,1(s), I
ε̄
d̄,j̄(s̄)) = (R−

d,1 ◦ repn′(s), Rε̄d̄,j̄ ◦ repn̄′(s̄)).
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En effet, par l’hypothèse de récurrence, repn′ = kn′ , repn̄′ = kn̄′ . Grâce au
Lemme 18, le membre de droite est égal à (k ◦ I−d,1(s), k ◦ I ε̄d̄,j̄(s̄)). Puisque k

est une isométrie, cela entraîne (1).
Soit s = (h1, h2,Λ1,Λ2) ∈ Sn′ . Posons (µ1,µ2) = Λ−1

rep,n′(s). Modifions
la formule du Lemme 14(i) en ne conservant dans la somme que les µ tels
que [µ : w(2d) × µ1] 6= 0 et en additionnant les autres au terme ϕ1. Les µ

ci-dessus ont été déterminés dans la preuve précédente, dont on reprend les
notations. On obtient le résultat suivant. Il existe une combinaison linéaire :

J (s) =
∑

(x,ε)∈Xd(Λ1)

εζd,Λ1(x, ε)c(x, ε)(h1, h2,Λ1(x, ε),Λ2)

où les coefficients c(x, ε) sont des entiers impairs, et il existe ϕ ∈ C[Sn],
orthogonal à rep(J (s)), de sorte que :

R−
d,1 ◦ repn′(s) = ϕ+ rep(J (s)).

Remarque. Il n’est pas naturel à ce point d’introduire les termes
εζd,Λ1(x, ε), mais on peut évidemment le faire quitte à modifier le signe
de c(x, ε) et cela simplifiera les calculs ci-dessous.

Alors :

(R−
d,1 ◦ repn′(s), R−

d,1 ◦ repn′(s)) = (ϕ,ϕ) +
∑

(x,ε)∈Xd(Λ1)

c(x, ε)2.

Appliquons (1) pour d̄ = d, s̄ = s, j̄ = 1, ε̄ = −. Le terme de gauche ci-dessus
est égal à (I−d,1(s), I

−
d,1(s)), i.e. à |Xd(Λ1)|. En comparant avec le membre

de droite, on voit que ϕ = 0 et c(x, ε) = ±1 pour tout (x, ε) ∈ Xd(Λ1).
Puisque ϕ = 0, on obtient déjà R−

d,1 ◦ repn′(s) = rep(J (s)), ce qui entraîne

le (i) de l’énoncé. Pour démontrer le (ii), on doit prouver que J (s) = I−d,1(s),
c’est-à-dire que c(x, ε) = 1 pour tout (x, ε) ∈ Xd(Λ1).

Pour ε̄ = +, l’égalité (1) se simplifie. En effet, grâce au Lemme 19,
le membre de droite devient (rep(J (s)), rep ◦I+

d̄,j̄
(s̄)). Puisque rep est une

isométrie, on obtient :

(2) (I−d,1(s), I
+
d̄,j̄

(s̄)) = (J (s), I+
d̄,j̄

(s̄)).

Supposons d’abord rg(Λ2) > 0. Il est facile de trouver d̄ > 0, Λ̄2 ∈
Srg(Λ2)−d̄ et (x̄, ε̄) ∈ Xd̄(Λ̄2) tels que Λ2 = Λ̄2,d̄(x̄, ε̄). Soit (x, ε) ∈ Xd(Λ1),
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posons s̄ = (h1, h2,Λ1(x, ε), Λ̄2). On vérifie que (h1, h2,Λ1(x, ε),Λ2) est le
seul élément de Sn qui intervienne à la fois dans la décomposition de J (s)
ou I−d,1(s) et dans celle de I+

d̄,2
(s̄), quand on écrit ces termes dans la base Sn

de C[Sn]. On calcule alors les produits scalaires :

(J (s), I+
d̄,2

(s̄)) = c(x, ε)εζd,Λ1(x, ε)ζd̄,Λ̄2
(x̄, ε̄),

(I−d,1(s), I
+
d̄,2

(s̄)) = εζd,Λ1(x, ε)ζd̄,Λ̄2
(x̄, ε̄).

En comparant avec (2), on obtient c(x, ε) = 1 comme on le voulait.
On suppose désormais rg(Λ2) = 0. On simplifie les notations en posant

Λ = Λ1, N
′ = rg(Λ), N = N ′ + d,

J(Λ) =
∑

(x,ε)∈Xd(Λ)

εζd,Λ(x, ε)c(x, ε)Λ(x, ε).

Pour d̄ ∈ {1, . . . , N} et Λ̄ ∈ SN−d̄, on a l’égalité de produits scalaires dans
C[SN ] :

(3) (I−d (Λ), I+
d̄

(Λ̄)) = (J(Λ), I+
d̄

(Λ̄)).

On l’obtient en appliquant (2) à s̄ = (h1, h2, Λ̄,Λ2) et j̄ = 1.
Disons qu’un ensemble fini d’entiers ≥ 0 est cuspidal si c’est un intervalle

[t, 0]. Si un ensemble fini A d’entiers ≥ 0 n’est pas cuspidal, on peut trouver
un autre ensemble Ā, un élément x̄ ∈ Ā et un entier d̄ ≥ 1 tels que x̄+ d̄ 6∈ Ā
et A = (Ā \ {x̄}) ∪ {x̄+ d̄}.

Soit (x, ε) ∈ Xd(Λ). Supposons Λ−ε non cuspidal. Choisissons Λ̄−ε, x̄ ∈
Λ̄−ε et d̄ ≥ 1 tels que x̄+ d̄ 6∈ Λ̄−ε et Λ−ε = (Λ̄−ε \ {x̄}) ∪ {x̄ + d̄}. Notons
Λ̄ l’élément de SN−d̄ tel que Λ̄ε = Λd(x, ε)

ε et Λ̄−ε soit l’ensemble que
l’on vient de choisir. On vérifie que Λd(x, ε) est le seul élément de SN qui
intervienne à la fois dans la décomposition de J(Λ) ou I−d (Λ) et dans celle
de I+

d̄
(Λ̄). Le même argument de produit scalaire que ci-dessus entraîne

l’égalité c(x, ε) = 1.
On suppose désormais Λ−ε cuspidal. Supposons qu’il existe x̄, d̄ ∈ N tels

que :

(4) x̄ 6∈ Λε, x̄+ d̄ ∈ Λε, {x̄, x̄+ d̄} ∩ {x, x+ d} = ∅.

Fixons de tels entiers, définissons Λ̄ ∈ SN−d̄ par Λ̄ε = (Λd(x, ε)
ε \ {x̄+ d̄})∪

{x̄}, Λ̄−ε = Λ−ε. Cherchons les constituants communs de J(Λ) (ou I−d (Λ))
et I+

d̄
(Λ̄). On doit chercher les (y, ν) ∈ Xd(Λ) et (ȳ, ν̄) ∈ Xd̄(Λ̄) tels que
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Λd(y, ν) = Λ̄d̄(ȳ, ν̄). Considérons de tels couples. Si ν 6= ν̄, l’un des deux
ensembles Λd(y, ν)

−ε et Λ̄d̄(ȳ, ν̄)
−ε est cuspidal, l’autre pas. C’est impossible.

Si ν = ν̄ = −ε, Λd(y, ν)
ε = Λε, Λ̄d̄(ȳ, ν̄)

ε = Λ̄ε. Or Λ̄ε contient x̄ et Λε ne le
contient pas. Impossible. Donc ν = ν̄ = ε. Si ȳ 6= x̄, Λ̄d̄(ȳ, ε)

ε contient x̄ et ne
contient pas x̄+ d̄. Il en est donc de même de Λd(y, ε)

ε = (Λε\{y})∪{y+d}.
Puisque Λε ne contient pas x̄ et contient x̄ + d̄, cela entraîne à la fois y =
x̄ + d̄ et y + d = x̄. Ces égalités sont contradictoires. Donc ȳ = x̄. Alors
Λ̄d̄(ȳ, ε) = Λd(x, ε). Puisque ce terme est égal à Λd(y, ε), nécessairement
y = x. On a ainsi montré que Λd(x, ε) était le seul constituant commun de
J(Λ) (ou I−d (Λ)) et I+

d̄
(Λ̄). Comme précédemment, on en déduit l’égalité

c(x, ε) = 1.
On suppose désormais qu’il n’y a pas de x̄, d̄ vérifiant (4). Montrons

que :
(5) l’une des trois possibilités suivantes est vérifiée :
(a) il existe z ≤ x− 2 tel que Λε = {x} ∪ [z, 0] ;
(b) il existe z′ ≥ x+ d+ 1 tel que Λε = [z′, x+ d+ 1] ∪ [x+ d− 1, 0] ;
(c) Λε est cuspidal.
Soit y le plus grand élément de Λε. Supposons y > x + d. S’il existe

x̄ < y, x̄ 6= x+ d, tel que x̄ 6∈ Λε, on a x̄ 6= x puisque x ∈ Λε, et le couple x̄,
d̄ = y − x̄ vérifie (4), contrairement à l’hypothèse. Donc x + d est l’unique
élément de l’intervalle [y, 0] qui n’appartient pas à Λε et (b) est vérifié pour
z′ = y. Supposons maintenant x + d ≥ y. On n’a pas y = x + d puisque
x+ d 6∈ Λε. Donc x+ d > y. Supposons x+ d > y > x. S’il existe x̄ < y tel
que x̄ 6∈ Λε, de nouveau le couple x̄, d̄ = y − x̄ vérifie (4). Impossible, donc
Λε = [y, 0] et (c) est vérifié. Supposons enfin x ≥ y. Alors x = y puisque
x ∈ Λε. Notons alors z le plus grand élément de Λε qui soit < x. On prouve
de même que Λε = {x} ∪ [z, 0]. Alors (a) est vérifié si x− 2 ≥ z et (c) l’est
si x− 1 = z. Cela prouve (5).

Supposons vérifiée la condition (a) ci-dessus. Soit (y, ν) ∈ Xd(Λ) un
élément autre que (x, ε). Notons (a’), (b’) et (c’) les conditions obtenues
en remplaçant (x, ε) par (y, ν) dans les conditions (a), (b) et (c) ci-dessus.
Les arguments précédents montrent que c(y, ν) = 1 sauf si, d’une part,
Λ−ν est cuspidal et, d’autre part, l’une des conditions (a’), (b’) ou (c’) est
vérifiée. Puisque Λε n’est pas cuspidal, la première condition impose ν = ε.
Pour la même raison, (c’) n’est pas vérifiée. La condition (a’) non plus : elle
impliquerait x = y. Il ne reste que (b’). On a alors à la fois :

Λε = {x} ∪ [z, 0] = [z′, y + d+ 1] ∪ [y + d− 1, 0].

Cela impose z = x− 2 et y = x− d− 1.
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Supposons d’abord x−2 > z. On vient de montrer que c(y, ν) = 1 pour
tout (y, ν) ∈ Xd(Λ), (y, ν) 6= (x, ε). Alors :

J(Λ) − I−d (Λ) = (c(x, ε) − 1)ζd,Λ(x, ε)Λd(x, ε).

L’égalité (3) s’écrit :

(c(x, ε) − 1)(Λd(x, ε), I
+
d̄

(Λ̄)) = 0.

En appliquant cette égalité à d̄ = d, Λ̄ = Λ, on obtient c(x, ε) = 1. Supposons
maintenant x − 2 = z. On a c(y, ν) = 1 pour tout (y, ν) ∈ Xd(Λ) avec
(y, ν) 6= (x, ε), (y, ν) 6= (x− d− 1, ε) et (3) s’écrit :

(
(c(x, ε) − 1)ζd,Λ(x, ε)Λd(x, ε)

+ (c(x − d− 1, ε) − 1)ζd,Λ(x− d− 1, ε)Λd(x− d− 1, ε), I+
d̄

(Λ̄)
)

= 0.

Si d ≥ 2, on prend d̄ = 1, Λ̄ tel que Λ̄−ε = Λ−ε et Λ̄ε = {x+d−1}∪ [x−2, 0].
On vérifie que Λd(x, ε) intervient dans la décomposition de I+

d̄
(Λ̄) tandis que

Λd(x−d−1, ε) n’y intervient pas. L’égalité ci-dessus entraîne c(x, ε) = 1. Si
d = 1, soient d̄1 = 1, d̄2 = 2, Λ̄1 = Λ, Λ̄2 tel que Λ̄−ε

2 = Λ−ε et Λ̄ε2 = [x−1, 0].
On vérifie que Λd(x, ε) intervient dans la décomposition de I+

d̄1
(Λ̄1)+I

+
d̄2

(Λ̄2),

tandis que Λd(x − d − 1, ε) n’y intervient pas. D’où encore c(x, ε) = 1.
Cela achève la preuve dans le cas où (a) est vérifiée. Une preuve similaire
s’applique si (b) l’est.

Reste le cas où (c) est vérifiée. Alors Λ+ et Λ− sont tous deux cuspidaux.
Puisque def (Λ) = 0, cela implique rg(Λ) = 0. A ce point, nous avons donc
démontré l’assertion suivante :

(6) si s = (h1, h2,Λ1,Λ2) ∈ Sn′ vérifie (rg(Λ1), rg(Λ2)) 6= (0, 0), alors
R−
d,1 ◦ repn′(s) = rep ◦I−d,1(s).

Reprenons la démonstration en supposant rg(Λ) = 0. On peut supposer
Λ+ = Λ− = [d − 1, 0]. On a l’égalité Xd(Λ) = Λ. Soit (x, ε) ∈ Xd(Λ) avec
x 6= 0. Définissons Λ̄ par Λ̄−ε = [d − 1, 0] et Λ̄ε = [d, x + 1] ∪ [x − 1, 0]
et posons d̄ = x. Un calcul comme on en a déjà fait montre que les seuls
constituants communs de J(Λ), ou I−d (Λ), et I+

d̄
(Λ̄) sont Λd(x, ε) et Λd(0, ε).

L’égalité (3) s’écrit α + β = αc(x, ε) + βc(0, ε) où α, β 6= 0. Puisque c(x, ε)
et c(0, ε) sont des signes, cela entraîne c(x, ε) = c(0, ε). On calcule :

(I−d (Λ), I+
d (Λ)) = 0,

(J(Λ), I+
d (Λ)) =

∑

(x,ε)∈Xd(Λ)

εc(x, ε).
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D’après ce qui précède, ce dernier terme vaut d(c(0, 1) − c(0,−1)) et (3)
entraîne que ce terme est nul. En conséquence c(x, ε) est constant. En notant
ν cette constante, on a J(Λ) = νI−d (Λ).

Comme on l’a dit au Paragraphe 18, l’espace C[Sd] est isomorphe à
C[Ŵd], lui-même égal à l’espace des fonctions invariantes par conjugaison
sur Wd. Soit (α,β) ∈ P2(d). Notons w(α,β) un élément de la classe de
conjugaison dans Wd paramétrée par (α,β), 1α,β la fonction caractéristique
de cette classe, ZWd

(w(α,β)) le centralisateur de w(α,β) dans Wd. Posons
sα,β = I+

α1
◦ I+

α2
◦ · · · ◦ I−β1

◦ I−β2
◦ · · · (Λ). Grâce à 18(1), cet élément de C[Sd]

s’identifie à |ZWd
(w(α,β))|1α,β. Pour tout ρ ∈ Ŵd, on a alors l’égalité :

(7) Λ(ρ) =
∑

(α,β)∈P2(d)

|ZWd
(w(α,β))|−1 trace ρ(w(α,β))sα,β.

Plongeons Sd dans Sn par Λ′ 7→ (h1, h2,Λ
′,Λ2). Notons Λ̌(ρ) et šα,β les

images de Λ(ρ) et sα,β. Je dis que :

(8) si (α,β) 6= (∅, (d)) alors rep(šα,β) = k(šα,β).

Si α 6= ∅, on peut écrire šα,β = I+
α1,1

(s′) avec s′ ∈ Sn−2α1 . En utilisant les
Lemmes 18, 19 et l’hypothèse de récurrence, on a :

rep(šα,β) = R+
α1,1

◦ repn−2α1
(s′) = R+

α1,1
◦ kn−2α1(s

′) = k(šα,β).

Si α = ∅, on a β1 < d. On peut écrire šα,β = I−β1,1
(s′) où s′ ∈ Sn−2β1 est

une combinaison linéaire de termes (h1, h2,Λ
′,Λ2) avec rg(Λ′) = d−β1. On

raisonne comme précédemment, en remplaçant l’usage du Lemme 19 par
celui de (6) ci-dessus. Cela prouve (8).

En utilisant l’égalité J(Λ) = νI−d (Λ), le même raisonnement conduit à
l’égalité :

rep(š∅,(d)) = νk(š∅,(d)).

Posons w = (h1, h2, d, 0, w(∅, (d)),−). C’est un élément de F et on a
k(š∅,(d)) = φ(w). On calcule |ZWd

(w(∅, (d)))| = 2d. En calculant k(Λ̌(ρ)) et

rep(Λ̌(ρ)) grâce à l’égalité (7), on obtient l’égalité :

k(Λ̌(ρ)) +
ν − 1

2d
φ(w) = rep(Λ̌(ρ))

pour tout ρ ∈ Ŵd. Si |h2| > h1, resp. |h2| ≤ h1, prenons pour ρ la re-

présentation sgn
h1+s(h2)
CD , resp. sgnh1

CD. Alors k(Λ̌(ρ)) est égal à la fonc-
tion notée φ(ρi) au Paragraphe 8, où i = 1, resp. i = 2 et rep(Λ̌(ρ)) =
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γ(µ1,µ2) trace G̃ π
+(µ1,µ2), où (µ1,µ2) est défini comme au Paragraphe 16.

Soit g = su un élément de G̃ vérifiant les conditions du (i), resp. (ii), du
Corollaire 8. Ce corollaire nous dit que :

φ(ρi)(g) = αqδ(h1 ,h2)/2, φ(w)(g) = βqδ(h1,h2)/2,

où α, β ∈ {±1}. Appliquons l’égalité précédente au point g. On obtient :

αqδ(h1 ,h2)/2 + β
ν − 1

2d
qδ(h1,h2)/2 = γ(µ1,µ2) trace G̃ π

+(µ1,µ2)(g).

Le terme de droite et le premier terme de gauche sont des entiers algébriques.
Donc ν−1

2d q
δ(h1,h2)/2 l’est aussi. Si d ne divise pas qδ(h1,h2)/2, cela entraîne

ν = 1. Alors J(Λ) = I−d (Λ) et cela achève la démonstration. Supposons que
d divise qδ(h1 ,h2)/2. C’est donc une puissance de p. L’égalité précédente se
récrit :

qδ(h1 ,h2)/2

d

(
αd+ β

ν − 1

2

)
= γ(µ1,µ2) trace G̃ π

+(µ1,µ2)(g).

D’après le Lemme 16, le membre de droite n’appartient pas à
√

2Zalg. A
fortiori, l’entier αd + β ν−1

2 est impair. Cela entraîne ν = 1, d’où encore la
conclusion.

§21. Preuve du théorème

Remarquons que :

(1) pour tout entier N ≥ 1, C[SN ] est engendré par les images des

homomorphismes Iεd pour ε = ± et d = 1, . . . , N .

En effet, interprétons C[SN ] comme C[ŴN ], ou encore comme l’espace

des fonctions sur WN invariantes par conjugaison. Soit f une telle fonc-

tion, supposons-la orthogonale aux images des homomorphismes I εd. D’après

18(1), pour tous ε = ±, d ∈ {1, . . . , N}, w′ ∈WN−d, on a f(wε(d)×w′) = 0.

Mais tout élément de WN est conjugué à un élément wε(d) × w′ pour ε, d

et w′ convenablement choisis. Donc f = 0, ce qui prouve (1).

Notons Sn,cusp l’ensemble des (h1, h2,Λ1,Λ2) ∈ Sn tels que rg(Λ1) =

rg(Λ2) = 0 (et donc (h1, h2) ∈ Fcusp). Notons C[Sn]ind le sous-espace de

C[Sn] engendré par les images des homomorphismes I εd,j, pour ε = ±, d =

1, . . . , [n2 ], j = 1, 2. D’après (1), on a l’égalité C[Sn] = C[Sn]ind ⊕C[Sn,cusp].
Cette décomposition est orthogonale. On a :

(2) pour tout s ∈ C[Sn]ind, rep(s) = k(s).
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En effet, on peut supposer s = I εd,j(s
′), avec s′ ∈ C[Sn′ ], n′ + 2d = n,

d ≥ 1, ε = ±, j ∈ {1, 2}. En utilisant le Lemme 18, l’un des Lemmes 19 ou

20 et l’hypothèse de récurrence, on a :

rep(s) = rep ◦Iεd,j(s′) = Rεd,j ◦ repn′(s′)

= Rεd,j ◦ kn′(s′) = k ◦ Iεd,j(s′) = k(s).

Cela entraîne :

(3) rep(C[Sn,cusp]) = k(C[Sn,cusp]).
En effet, d’après le Lemme 13, k(C[Sn,cusp]) est inclus dans C(G̃)qu. Il

est aussi orthogonal à k(C[Sn]ind) donc, d’après (2), à rep(C[Sn]ind). Mais

l’orthogonal de rep(C[Sn]ind) dans C(G̃)qu est rep(C[Sn,cusp]). D’où l’inclu-

sion du membre de droite de (3) dans celui de gauche, puis leur égalité par

égalité de leurs dimensions.

Soit (h1, h2) ∈ Fcusp, posons s = (h1, h2,Λ0,Λ0), où Λ0 est l’unique

symbole de rang 0, notons (µ1,µ2) l’élément de P2(n) tel que Λrep(µ1,µ2) =

s. C’est le couple associé à (h1, h2) au Paragraphe 11. Par définition,

rep(s) = γ(µ1,µ2) trace G̃ π
+(µ1,µ2) = γ(h1, h2) trace G̃ π

+(µ1,µ2).

D’après (3), on peut écrire :

(4) γ(h1, h2) trace G̃ π
+(µ1,µ2) =

∑

(h′1,h
′
2)∈Fcusp

x(h′1, h
′
2)φ(h′1, h

′
2),

avec des coefficients x(h′1, h
′
2) ∈ C. En comparant les normes, on a l’égalité :

(5)
∑

(h′1,h
′
2)∈Fcusp

|x(h′1, h′2)|2 = 1.

Utilisons les définitions des Paragraphes 9 et 12 relatives au couple

(h1, h2) et soit t comme au Paragraphe 9. L’égalité (4) entraîne :

γ(h1, h2)dt(µ1,µ2) =
∑

(h′1,h
′
2)∈Fcusp

x(h′1, h
′
2)ct(h

′
1, h

′
2).

Grâce aux Lemmes 9 et 12, cette égalité se simplifie en :

∏

j∈J(h1,h2)

η(tj) =





x(h1, h2)
(∏

j∈J(h1,h2)
η(tj)

)

+ x(h1,−h2)
(∏

j∈J(h1,−h2)
η(tj)

)
, si h2 6= 0,

x(h1, 0)
(∏

j∈J(h1,0)
η(tj)

)
, si h2 = 0.
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Si h2 = 0, on en déduit x(h1, 0) = 1. Si h2 6= 0, on remarque que les dif-

férents produits sont, en tant que fonctions de t, des caractères du groupe

F×,N
q dans lequel varie t. L’indépendance linéaire des caractères entraîne

que x(h1,−h2) = 0 et x(h1, h2) = 1. L’égalité (5) entraîne ensuite que

x(h′1, h
′
2) = 0 pour tout (h′1, h

′
2) 6= (h1, h2). Alors rep(s) = k(s). Cela dé-

montre que rep et k coïncident sur C[Sn,cusp]. Joint à (2), ce résultat dé-

montre le théorème.
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