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LE GROUPE GL, TORDU, SUR UN CORPS FINI

J.-L. WALDSPURGER

Abstract. Let F; be a finite field, G = GL,(F,), 6 be the outer automor-
phism of G, suitably normalized. Consider the non-connected group G x {1, 6}
and its connected component G = Gf. We know two ways to produce functions
on é, with complex values and invariant by conjugation by G: on one hand,
let 7 be an irreducible representation of G we can and do extend to a represen-

tation 7+ of G x {1, 8}, then the restriction traces m+ to G of the character of

w1 is such a function; on the other hand, Lusztig define character-sheaves a,

whose characteristic functions ¢(a) are such functions too. We consider only
“quadratic-unipotent” representations. For all such representation 7, we de-
fine a suitable extension 71, a character-sheave f(r) and we prove an identity
traceg mt = y(m)¢(f()) with an explicit complex number (7).

Introduction

Soit F; un corps fini a ¢ éléments et n un entier > 1. On suppose que
la caractéristique p de [y est # 2 et que ¢ > n. On note G = GL,(F,).
Introduisons I’élément de G :

et le groupe G = G x {1,0}, ot 62 = 1 et 0gf~! = J~1tg~1J pour tout
g €G. On pose G =G\ G.

Considérons ’ensemble des représentations irréductibles de G qui sont
quadratiques-unipotentes, c’est-d-dire qui sont sous-représentations d’une
représentation induite (& la Harish-Chandra) d'un caractére d’ordre au plus
2 du tore déployé maximal de G. Ces représentations sont paramétrées par
I’ensemble Pa(n) des couples de partitions (g1, po) tels que S(pq)+S(py) =
n, ot on note S(pu) la somme des termes d’une partition p. Chacune de ces
représentations se prolonge en une représentation de G*. Il y a bien sfir deux
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prolongements possibles. On donnera un moyen de les distinguer et de choisir
précisément 'un d’eux. A (pq, py) € Pa(n), on associe donc une représen-
tation 7 (g1, o) de G*. Notons traces ™t (py, ps) la restriction a G du
caractére de cette représentation. On voudrait calculer cette fonction. Grace
a Lusztig, on connait la méthode : on doit exprimer cette fonction comme
combinaison linéaire de fonctions caractéristiques de faisceaux-caractéres sur
G.

La théorie des faisceaux-caractéres pour les groupes non connexes a été
développée récemment par Lusztig dans une série d’articles. On en extrait
la construction suivante. Notons F,s, 1'ensemble des couples (h1,hs) ol
hi € N, hy € Z, h1(h1+1)+h3 = n. A chacun de ces couples, on peut associer
une fonction caractéristique ¢(h1, he) d’un faisceau-caractére cuspidal. Son
support est la classe de conjugaison géométrique d’un élément de G dont la
partie semi-simple s vérifie la condition suivante : le centralisateur connexe
Z(5)? est produit du groupe spécial orthogonal d'une forme quadratique de
dimension 1+ 3+ -+ (2|ha| — 1) et d'un groupe symplectique d’une forme
symplectique de dimension 2+4+ - - -+ 2h. Pour tout entier m € N, notons
Wi, le groupe de Weyl du systéme de racines de type Cy, et W, Pensemble
de ses représentations irréductibles. Notons F Pensemble des sextuplets p =
(hl,hQ,Nl,NQ,pl,pQ) ol hy,N1,No € N, hy € Z, hl(hl + 1) + h% + 2N1 +
2Ny = n et p; € WNj pour j = 1,2. A un tel p, on peut associer une
fonction caractéristique ¢(p) d’un faisceau-caractére. On la construit par
induction de Deligne-Lusztig a partir de la fonction ¢(h1,hg) sur G/, o
n' = hi(h1 +1) 4 h} et G, est Pensemble analogue a G quand on remplace
n par n/. Remarquons que F,s, s'identifie & un sous-ensemble de F par
(h1,ha) +— (h1,h2,0,0,—,—). )

On définira une bijection f : Pa(n) — F et une application 7 : Pa(n) —
{£1}. Signalons que les couples (g1, ) tels que f(peq, o) € Feusp sont

exactement ceux de la forme gy = (a,a—1,...,1), py = (b,b—1,...,1) ou
—a(a;r L) + b(ij = n. Le résultat est alors trés simple :

THEOREME. Pour tout (1, o) € P2(n), on a l’égalité :

(

traces ™ (py, o) = Y(py, o) @ 0 F(1ay, Ha).

Certains cas de cette égalité sont dus a Digne et Michel, c¢f. [DM] Théo-
réme 95.2.

Notre méthode de démonstration reprend celle de [W1] qui elle-méme
reprenait les idées de Asai et Shoji, en utilisant bien str constamment les
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résultats de Lusztig. Une étape essentielle est de calculer 'image d’une fonc-
tion traces T (py, o) par un foncteur d’induction de Deligne-Lusztig. Les
deux ingrédients pour ce calcul sont d’une part que l'on peut calculer le
produit scalaire de deux telles images, d’autre part que I'image d’une repré-
sentation virtuelle (c’est-a-dire combinaison linéaire & coefficients dans Z de
représentations irréductibles) par un tel foncteur d’induction est encore une
représentation virtuelle.

Notons Pa cusp(n) I'ensemble des (peq, py) € Pa(n) tels que f(pq, py) €
Feusp- La premiere étape de la preuve et un raisonnement par récurrence
permettent de montrer que les familles de fonctions

(traceq ™ (11, 12)) (u;.41)€Ps oy ()

et (A(h1,h2)) (1 ha)eFeus, SONE des bases d'un méme espace, notons-le Ceysp-
Il reste & calculer la matrice de changement de bases. Dans [W1], on avait
résolu un probléme analogue en calculant les valeurs en des points particu-
liers de chacune des fonctions qui interviennent. Ici, le calcul direct de la
valeur en un point d'une fonction trace s 7" (py, o) parait difficile. Consi-
dérons une fonction ¢ sur G’, a support dans un ensemble sU, ol s est un
élément semi-simple de G et U est un sous-groupe unipotent de G, telle que
la fonction sur U : u +— @(su) soit un caractére de ce groupe. Appelons
une telle fonction “fonction de Whittaker”. Pour des fonctions de Whittaker
¢ bien choisies, la théorie des modéles de Whittaker dégénérés permet de
calculer le produit scalaire (tracesm" (py, o), ). On peut ainsi construire
suffisamment de formes linéaires sur I'espace C.ysp telles que I'on puisse cal-
culer leurs valeurs sur chacun des éléments des bases ci-dessus. On en déduit
la forme de la matrice de passage puis le théoréme.

Les Paragraphes 1 a 4 contiennent des généralités sur le groupe G,
la classification des éléments semi-simples et unipotents, l'induction de
Deligne-Lusztig et les caractéres d’ordre 2 de G*. La construction des fonc-
tions caractéristiques des faisceaux-caractéres et leurs propriétés occupent
les Paragraphes 5 & 8. Le calcul du produit scalaire d’une telle fonction
contre une fonction de Whittaker est effectué¢ au Paragraphe 9. Au Para-
graphe 10, on définit précisément les représentations 7% (pq, py). Le calcul
du produit scalaire d'une fonction trace 57" (py, po) contre une fonction de
Whittaker est effectué aux Paragraphes 11 et 12. Au Paragraphe 13, on
prouve que, pour (hi,hs) € Feusp, la fonction ¢(hi, hy) appartient a l'es-
pace engendré par nos fonctions trace 5 7" (py, pto). De premiéres propriétés
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concernant le comportement des fonctions trace = 7 (py, o) par induction
de Deligne-Lusztig sont présentées au Paragraphe 14. Les définitions des
applications f et + sont données au Paragraphe 15. Au Paragraphe 16, on
prouve une propriété technique qui servira a la fin de la démonstration. Le
théoréme est énoncé au Paragraphe 17. Aux Paragraphes 18, 19 et 20, on
traduit en termes combinatoires 'induction de Deligne-Lusztig et, en repre-
nant la méthode d’Asai, on détermine complétement le comportement des
fonctions traces ™ (py, piy) par une telle induction. La preuve du théoréme
est achevée au Paragraphe 21.

§1. Deéfinitions et notations

Soit F, un corps fini a ¢ éléments. On note p sa caractéristique. On
note les variétés algébriques définies sur F, par des lettres grasses et leurs
ensembles de points sur F, par la méme lettre fine : X = X(F,).

Soit n un entier > 1. On note G le groupe algébrique GL,, sur [F,.
Introduisons I’élément de G :

et 'automorphisme @ de G : 8(g) = J~*g~1J. On note 1,6 le groupe &
deux éléments, que 'on considére comme un groupe algébrique sur F,. On
note G le produit semi-direct G x {1, 6}, ou @ agit sur G par g0 ~! = 8(g).
On note G I'unique composante connexe de GT distincte de G.

Soit V' un espace vectoriel de dimension n sur F, muni d'une base
el,...,en. On note V* son dual et e],...,e; la base duale. On note
Isom(V,V*) 'ensemble des isomorphismes de V' sur V*. On peut identi-
fier G & GL(V) puis au sous-groupe des éléments de GL(V @ V*) de la

forme :

(1) (g tgol) .

En identifiant 8 a 1’élément :
0o J
J 0
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de GL(V @ V*), on identifie GT au sous-groupe de GL(V & V*) réunion
de I'ensemble des éléments de la forme (1) et de celui des éléments de la

0 tol
%)

pour o € Isom(V,V*). Finalement, on peut identifier G a Isom(V,V*) et
GT a G UIsom(V,V*). Pour ¢ € Isom(V,V*), on note pour éviter les
confusions ¢ I’élément correspondant de G. Il y a alors des relations telles

que 69 = 0g, g5 ="'g~!
Le cas échéant, on affectera d’un indice n les objets ci-dessus : G, 6,
etc...

forme :

- -1
o, 0102 = tal 9.

§2. Classification des éléments semi-simples et unipotents

On suppose p # 2. Un élément g € G est dit semi-simple s’il est semi-
simple en tant qu’élément de G* ou, ce qui revient au méme, si g2 est
semi-simple dans G. Tout élément g € G se décompose uniquement en
produit g = su de deux éléments qui commutent, ol s € G est semi-simple
et u € G est unipotent.

Considérons les données suivantes :

— I est un ensemble fini, I* C I un sous-ensemble ;

— pour i € I, d; est un entier > 1 et a; un élément de F;, ol Fq est une

cloture algébrique de F ;

— V4 est un espace vectoriel sur F,; de dimension d, muni d'une forme

quadratique non dégénérée g ;

— V_ est un espace vectoriel sur F; de dimension d_, muni d’une forme

symplectique non dégénérée q_.

Eventuellement Vi ou V_ peuvent étre nuls. Pour ¢ € I\ I*, on pose
ki = Fg4la;], on suppose que a;l n’est pas conjugué a a; par le groupe de
Galois Gal(k}/F,). Si i € I*, on pose k; = Fg4la;], on suppose que k; est
extension quadratique d’une sous-extension k, de Fy et que a;7;(a;) = 1, ou
7; est Punique élément non trivial de Gal(k;/k}). Dans les deux cas, on pose
fi = [k} : F4]. On suppose de plus :

n=dy+d +2> difi
el
et, pour i,j € I, i # j, il n’y a pas d’isomorphisme de F[a;] sur Fg4a;]

envoyant a; sur a; ou a;
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Nous allons associer a ces données une classe de conjugaison dans G.
Pour ¢ € I'\ I*, posons V; = kiQdi. On écrit = () j=1,....24; tout élément
de V;. On définit o; € Isom(V;, V;*) par I'égalité :

Z TjYd;+j5 + Qi Z xd+]y]>

J=1,...,d; J=1,...d;

(x,0i(y)) = tmcek;/Fq(

Pour i € I*, on pose V; = k?i, on fixe A\; € k; tel que TZ'()\Z'))\;1 = q; et on
définit o; € Isom(V;, V") par I'égalité :

(e.os() = tracen, (30 )

Jj=1,...,d;

On définit o € Isom(Vy, V) par 'égalité :

(z,04(y)) = q+(,y)

et o_ € Isom(V_,V*) de fagon similaire. En identifiant V a Vi & V_ &
(B Vi), la collection (04,0, (07)icr) définit o € Isom(V,V*), dou ¢ €
G. C’est un élément semi-simple dont la classe de conjugaison est bien dé-
terminée.

Aux isomorphismes évidents prés, on obtient ainsi une classification des
classes de conjugaison d’éléments semi-simples de G.

Avec des notations évidentes, le commutant dans G de ’élément & ci-
dessus est isomorphe & O(q+)xSp(q-) % ([ T;ep p+ GLa, (k1)) % (I T;e = Ua, (k7))
Rappelons comment on paramétre les classes de conjugaison unipotentes
dans un tel groupe.

On appelle partition une suite décroissante A = (A1 > Ay > --+) d’en-
tiers > 0 et presque tous nuls. On pose S(A) = A\; + A2 + -+ -, on dit plus
précisément que A est une partition de S(A). On note mult x la fonction
“multiplicité dans A”. Elle est définie dans N\ {0}; pour i € N\ {0}, 4
intervient dans A avec la multiplicité mult x(¢). Pour un tel ¢, on pose aussi :

mult (> 1) Z multx(j

Pour tout entier d € N, on note P(d) I'ensemble des partitions de d.
Dans un groupe GLg(k) ou Ugy(k), k étant une extension finie de F,
les classes de conjugaison unipotentes sont classifiées par les partitions de
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d : & un élément unipotent, on associe la partition formée des tailles de
ses blocs de Jordan. Considérons le cas d’un groupe symplectique Sp(q_).
A un élément unipotent u on associe comme ci-dessus une partition A de
d_. Elle est symplectique, i.e. multy(i) est pair si i est impair. On note
Jord®?(\) = {i € N\ {0} ; i est pair, multx(i) > 0}. On associe & u une
fonction 7, : Jord”(A) — {#1}. Posons X = —2%. C’est un élément
nilpotent de P’algebre de Lie sp(g_). Pour tout i € Jord®”(X), posons :

V_[i] = Ker(X")/(Ker(X™1) + X (Ker(X"t1Y)).

On définit une forme quadratique non dégénérée ¢, [i] sur V_[i] par la for-
mule :

qu[i](v,0') = (=Dl (X7 (), o).

Enfin, pour toute forme quadratique non dégénérée ¢ sur un espace W sur
F, de dimension d, on définit son discriminant (—1)1%/2! det(q) qui est un
élément de F /F?, puis 7(q) € {£1} image de ce discriminant par I'unique
caractére non trivial n de F;/F;Q. On pose 1,(71) = n(quli]). Les don-
nées (A, n,) classifient les classes unipotentes dans Sp(g—). Dans un groupe
O(q4+), la classification est similaire. Les partitions A sont cette fois ortho-
gonales : multy(i) est pair si i est pair. On pose alors Jord®?(A) = {i €
N\ {0} ; 7 est impair, multx(i) > 0} et on poursuit la construction comme
ci-dessus. Dans ce cas orthogonal, les fonctions 7, vérifient la condition :

b;
[T 5l = (=)ot ),
i€Jord" ()

ou Jord” (X) = {i € Jord®(X) ; multx (i) impair}.

imp

§3. Induction de Deligne-Lusztig

Soient P un sous-groupe parabolique de G et L un sous-groupe de Lévi
de P (on appelera un tel groupe L un “groupe de Lévi”). Notons N g+ (P),
resp. Ng+ (L), le normalisateur de P, resp. L, dans G™. On pose LT =
Ng+ (P)NNg+ (L). On suppose que LT est défini sur F,, et que LY NG # 0.
Remarquons que la premiére condition entraine que L est défini sur F, mais
pas forcément P. On pose L = LT N G.

Une représentation d’un groupe fini H est un couple (7, F) ou E est
un espace vectoriel complexe (que 'on supposera de dimension finie) et
m: H — GL(E) un homomorphisme. On parlera selon la situation de “la
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représentation 7’ ou du “H-module E”. On note H Densemble des classes
d’isomorphie de représentations irréductibles de H.

Soit E un L*-module. On définit de facon usuelle le G*-module vir-
tuel Rf: (E). Rappelons sa définition. On note F' I'action du Frobenius sur
toute variété algébrique définie sur IF,. Notons U le radical unipotent de P,
introduisons la variété :

X+ = {z(UNF(U)) € GH/(UNF(U)) ; 2" F(z) € F(U)}.

Le groupe G x LT agit sur X* par (g,0)z(UNF(U)) = gz~ (UN F(U)).
Fixons un nombre premier ¢ # p et un isomorphisme Qy ~ C. On définit les
espaces de cohomologie H!(X™') qui sont a priori des espaces sur Q, mais
que 'on identifie & des espaces complexes grace a l'isomorphisme choisi. Le
groupe G x LT agit sur ces espaces via son action sur X . Pour tout 4,
G continue 4 agir sur I'espace d’invariants (H:(XT) @c E)X". On pose :

REI(B) =Y (~1)'(HYXT) &c B).
€N

Notons C(G™), resp. C(G), C(G), lespace des fonctions sur G, resp. G,
G, a valeurs complexes, invariantes par conjugaison par G, et C(GJF)GJr
le sous-espace des éléments de C(G) invariants par conjugaison par G™.
On définit de méme C(L™) etc... En identifiant toute représentation a son

caractére puis en prolongeant par linéarité, on obtient un homomorphisme :
RE; C(LHF —e@hH)e”

qui envoie C(L) dans C(G). Si q est assez grand, par exemple ¢ > n, on

montre qu’il ne dépend que de L™ et pas de P.

HYPOTHESE : on suppose désormais q¢ > n.

Pour tout entier d € N, on note Py(d) ’ensemble des couples (A, p) de
partitions tels que S(A)+ S(p) = d. Soient n/, d € N tels que n' +2d = n et
soit (A, ) € Pa(d). Ces données paramétrent un groupe de Lévi L tel que :

L~ (H(IF;M X FZ@) X <H IE‘;%) X Gy

i>1 i>1

Conformément & cette décomposition, on écrit tout élément I € L sous
la forme | = ((x;,2})i>1, (¥i)i>1,¢’). On note 7; I'élément non trivial du
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groupe de Galois de I'extension F 2, /Fgui. On va construire P vérifiant les

conditions précédentes et 0, € L tel que 9% =1 et, pour [ comme ci-dessus,
on ait I’égalité :

0,107 = ((z; 4 a7 Dis1, (1i(yi) ™is1, 0w (9)).

Pour voir cela, introduisons la Fg-algebre :

A= (H(FQM X qui)> X <HFq2“i>‘

i>1

Elle est munie d’une involution 7 définie par 7((zi, z})i>1, (¥i)i>1) =
((z}, zi)i>1, (1i(yi))i>1). Notons ¥ I’ensemble des homomorphismes de Fg-
algébre de A dans F,. Fixons une bijection :

{1,...,2d} — %

7 — 0
telle que oaq41—; = o7 pour tout j. Identifions A ® IF‘q a F? par :

a® z— Z zo(a)e,

pour a € A et z € Fy, olt (e, )sex est la base canonique de F?. Introduisons
les espaces V,, et V, identifions V,, & A @ Viy, d’ou V,, ®p, Fq a F? @
(Vo ®r, Fy). Le groupe L(F,) agit naturellement dans (A @ V,/) ®r, Fy.
Des identifications précédentes résulte un plongement de L dans G. Pour
Jj € {1,...,2d}, notons W; le sous-espace de IF'? ® (Vi ®r, Fq) engendré
par :

= €oyyeens oy, 81 < d

~ €gyyee €0, €6 Viy Qp, IF‘q sij>d.

Le groupe P qui stabilise tous ces sous-espaces W répond a la question.
Notons j,/ I'élément de Isom(V,/, V") tel que Jn = 0,y. Définissons j;, €
Isom(V,, @r, Fq, V¥ @p, Fq) par :

Jrleo;) = €5y, Pour j € {1,...,2d},

jL\Vn/®qu_Fq = jn’a
ot (e%),ex est la base duale de (e,)yex. Posons 0, = jr € G(F,). 1l vérifie
les conditions requises, en particulier il appartient a G. Le couple (L,6r)
que l'on vient de construire est bien défini & conjugaison prés.
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Soit x un caractére de A* tel que y o7 = x 1. Soit (p/, E) une repré-
sentation de Gf,. On construit une représentation (o, E,) de L™ par les
formules :

- E;( =F;

— pour I = (a,9') € L~ A* x G, p\(I) = x(a)p'(¢');

= p5(01) = p'(0n).

On en déduit un G*-module Rfi (E),). Considérons x comme fixé. On ob-
tient un foncteur qui a E’ associe Rf: (E;(), dont on déduit encore un ho-
momorphisme noté :

Ry : C(én/) — C(é)

On utilisera des cas particuliers de cet homomorphisme, que 'on notera
Ril,j’ ou j € {1,2} et € est un signe +, que l'on identifiera si besoin est & un
¢lément de {£1}. C’est 'homomorphisme Ry ., pour :

—sie=+,A=(d), u="0;

—sie=— A=0, p=(d);

—sijg=1,x=1;

— sij =2, x est 'unique caractére d’ordre 2 de A tel que yor = x L.

§4. Le caractére déterminant

On définit une application det : GT — Fx /IFQXQ. Sur G, c’est le détermi-
nant composé avec I’lhomomorphisme F* — F /qu2_ Pour o € Isom(V,V*),
det(d) est 'image dans I /IF;2 du déterminant de la matrice exprimant
o dans deux bases de V' et V* sur IFy, duales I'une de l'autre. On vérifie
que det est un homomorphisme. En particulier, on peut multiplier toute

fonction de C(G) par n o det.

LEMME. Pour tous d,n" € N tels que 2d +n' = n, pour tous ¢ = £ et
j € {1,2} et pour toute f" € C(Gy), on a l’égalité :

(no det)Ré,j(f') = en(—l)dR§73,j((77 odet,)f’).
Preuve. Utilisons les notations du Paragraphe 3. Grace a la Proposi-
tion 2.6 de [DM], il suffit de vérifier que, pour I = (a,g’) € L = A* X Gy,

on a l’égalité :

nodet(0rl) = en(—l)dx(a)n odet, (0,9).
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Tous nos objets se scindent en deux, I'un relatif & A, autre a V,,/, on
est ramené au cas n’ = 0. Choisissons ¢ € IFqu tel que & soit un carré si
€ = + et n'en soit pas un si € = —. On peut identifier A a Fq [V€]. Pour
a€ A%, onax(a)=no Norme]qu[\/a/Fq(a) = nodet(a). Il reste a voir que
nodet (1) = en(—1)%. Introduisons une base (vi)i=1,....a de Fa sur Fy, puis
la base (w;)i=1,. 24 de A définie par :

Vs sii<d
w; =
‘ \/Evi_d, sii>d

Introduisons les matrices suivantes :
My exprimant j;, dans les bases (w;)i=1,... 2d €t (W} )i=1,...2d;
M exprimant jz, dans les bases (e, )i=1,....24 et (€}, )i=1,....2d;
M, exprimant la base (w;);=1,.. 24 en termes de (eq; )i=1,... 24 ;
Mz = (tracqud/Fq (Vi) j=1,...d3
My = (traceg /v, (E0iv5))ij=1...d>
My = (tmcqud[\/g]/Fq (wiwy;))ij=1,...2d ;
Mg = (tmce]qu[\/g]@Fqu/Fq (€si€0;))ij=1,....2d-
On a les relations :

nodet(f) =no det(My), My="MoMMy, My = Jog,
det(My) = (=1)4, Ms ='MyMgMy, Mg =1,
det(Ms) = det(Ms) det(My),
det(My) = Normeg , /k, (€) det(Ms3), det(Mz) € Fy.

On en tire l'égalité 7 o det(d;) = n(—1)%n o Normep o/F,(§). Mais
q
Normeyg ,/r, (€) est un carré dans IFqX si € = + et n’en est pas un si e = —.
q
D’ou 'égalité cherchée. [

§5. Faisceaux-caractéres

Notons Fysp 'ensemble des (b1, ho) € NXZ tels que hi(h1+1)+h3 = n.
Pour un tel couple, on définit une fonction ¢(hq, he) sur G. Son support est
I’ensemble des éléments su, ol s et u commutent, s est semi-simple et u
unipotent, tels que :

— s est paramétré par les données [ =0, dy = h3, ¢, d_ = hi(h1 + 1),

q—, cf. Paragraphe 2;
I’élément u se décompose en uqu_, ot uy € O(q4), u— € Sp(g—) ; alors :
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— w4 est paramétré par la partition (2|ha| —1,2[h2| —3,...,3,1) et u_

par (2h1,2h1 —2,...,2).
Posons :

1, sihy <0, 2 3 6

i > 3 _
S(hQ): {07 S1 h2 _07 (S(h,l’h ) ’hQ h2’ i h1(2h1+1)(h1+1)

On note ¢/2 la racine > 0 de ¢, ce qui permet de définir ¢"/2 pour tout
m € Z. Pour un élément su vérifiant les conditions ci-dessus, on a 1’égalité :

¢(h1, hg)(Su) _ q5(h1,h2)/2 ( H N (21)>

i=1,...,h1,7 impair

X ( 11 Ny (20 + 1)).

’i=0,...,|h2‘71, ’iEh1+h2+S(h2) mod 27

La fonction ¢(hy, he) appartient & C(G).

Pour tout entier N € N, notons Wy le groupe de Weyl du systéme de
racines de type C. Notons sgn son caractére usuel et sgn-p le caractére
dont le noyau est le sous-groupe du systéme de racines de type Dy. Les
classes de conjugaison dans Wy comme les représentations irréductibles de
ce groupe sont paramétrées par Py(N).

On note F, resp. F, I'ensemble des sextuplets (h1, ha, N1, No,wq,ws),
resp. (hi, h2, N1, Na, p1,p2), ol :

— h1, N1, No €N, hy € Z, hl(hl +1)+h%—|—2N1 + 2Ny =n;

— pour j = 1,2, w; € Wi, resp. p; € WNj.

Soit w = (h1,h2, N1, Na, w1, ws) € F. Pour j = 1,2, notons (o, ;)
le couple de partitions paramétrant la classe de conjugaison de w;. Posons
n' = hi(h1 + 1) + h3. On définit ’homomorphisme Ry : C(Gp) — C(G),

-

composé de tous les homomorphismes R o erd et REj ..j bour j=12etkeN

tel que aj i # 0, resp. B # 0. Ces homomorphismes commutent, leur ordre

n’importe pas. On définit I'élément de C(G) : ¢(w) = Rw(p(h1, h2)).
Soit maintenant p = (hy, he, N1, Na, p1,p2) € F. On définit I’élément

de C(G) :

¢(P) = ’WNl lil‘WNzrl

X Z trace p1 (w1 ) trace pa(wa2)@(hy, ha, N1, No, w1, ws).
w1EWN,, w2€WN,
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On munit C(G) du produit hermitien usuel :

(f1, f2) = 1GI7" Y Filg) falg)-
geé

LEMME. La famille des fonctions ¢(p), pour p € F, forme un systéme

orthonormé dans C(G).

Grace a |L2], Théoréeme 17.15, a [DM] Proposition 2.6 et [L5| Théo-
réme 1.14, nos fonctions sont égales & celles construites par Lusztig dans
[L2]. Alors le lemme résulte de [L4] Proposition 24.16. L’hypothése de forte
cuspidalité imposée dans cette référence se raméne dans notre cas a ’hypo-
thése analogue pour les systémes locaux cuspidaux portés par les centrali-
sateurs connexes des éléments s du début du paragraphe. On sait que cette
derniére hypothése est vérifiée, cf. [L1]. U

Pour un élément semi-simple s paramétré par I =0, dy, g+, d_, ¢_, on
a nodet(s) = n(—1)l4/An(q,). On en déduit I'égalité :

h3—hy|

(nodet) ¢(hi,ha) =n(=1)"2  ¢(h1,—h2)

pour tous (hi,hg) € Feusp. Grace au Lemme 4, cette égalité se généralise
en :

h3—|hs|

(nodet) ¢(p) = n(—1)" =2 g (p"),
pour tout P = (hl7h27N17N27p17p2) S ‘ﬁ) ou Pl - (h17_h27N27N17p2 &
sgncp, P1 @ SgNep)-

§6. Valeurs de fonctions caractéristiques de faisceaux-caractéres

Soient w = (hy,ha, N1, No,wi,w3) € F et g € G. On écrit g = su
et on paramétre s comme au Paragraphe 2 par des données I, I*, (d;)er,
(a;)ier, d+, g+, d—, g—. On suppose vérifiées les hypothéses simplificatrices :
Ny = 0 (donc wey disparait) et s est elliptique, c’est-a-dire I = I'*. On pose
simplement N = Nj, w = wj.

Considérons I’hypothése :

(H) dy >h3, d_>hi(hy +1).

Si elle est vérifiée, on pose Ny = (d — h3)/2, N_ = (d_ — hy(h1 + 1))/2.
Ces nombres sont entiers et on a ’égalité :

N=Ni+N_ +Zdifia
iel
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les f; étant définis comme au Paragraphe 2. On pose :

Wi(s) = Wn, x Wn_ x Hedia
i€l

ol, pour tout d € N, on note G4 le groupe de permutations de ’ensemble
{1,...,d}.

On note Wy /conj 'ensemble des classes de conjugaison dans Wy et
O(w) la classe de w. On définit une application :

s : W(s) — Wy /conj

de la fagon suivante. Soit v € W (s). Sa classe de conjugaison est paramétrée
par :

— des couples de partitions (e, B,) € P2(N,) pour € = £

— des partitions p; € P(d;) pour i € I.

Pour tout i, écrivons p; = o U 3}, o les termes de a}, resp. 3;, sont
pairs, resp. impairs. Multiplions les termes de ces partitions par f;. On
obtient des partitions a; et 3;. Posons :

a:a+Ua_UUai, ,6:5+U,6_UUBZ-.

el i€l

Alors 14(v) est la classe dans Wy paramétrée par (o, 3).

On sait définir des fonctions de Green sur les groupes SO(q+), Sp(q-)
et Uy, (k;) pour i € I. Il n'y a pas vraiment de normalisation standard,
nous utiliserons celles de [W2|, Chapitre VIII. Sur un groupe Uy, (k}), elles
sont paramétrées par les éléments v € G4, modulo conjugaison. On les note
Q.. Sur le groupe Sp(q-), elles sont paramétrées par les triplets (h,m,v)
ot hym € N, h(h + 1) + 2m = d_ et v est un élément de W,, modulo
conjugaison. On les note @, ,. Sur le groupe SO(qy), elles sont presque
paramétrées par les triplets (h,m,v), ot h,m € N, h?+2m = d, et v est un
élément de W,,, modulo conjugaison. On les note @, ,. On a dit “presque”
parce qu’il y a des complications si d; est pair et A = 0. D’une part, la
fonction de Green n’est a priori définie que si sgnqp(v) = n(g4+). On ignore
cette condition en posant @, = 0 si elle n’est pas vérifice. D’autre part, si
n(g+) = 1, il y a des v qui donnent naissance a deux fonctions Qg ,,, Qf,
qui sont conjuguées dans O(g4 ) mais pas dans SO(g4). On pose dans ce cas

QO,’U = %(Q6,v + Qg,v)‘
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A tout élément v = (vy,v_, (vi)ier) € W (s), on associe une fonction
Qhy |ho|,v SUT la composante neutre Zg(s)? du commutant de s dans G. On
pose Qpy halw = Qhalior @ Qi ® (Qyer Qu;) en identifiant Zg(s)? a
SO(q4) x Sp(q-) x [Ties Ua, (7).

On pose enfin :

1, sihy=0etd; >0,

0, sinon.

Z(h27d+) = {

PROPOSITION. (i) Si I’hypothese (H) n’est pas vérifiée, p(w)(g) = 0.
(73) Supposons (H) vérifiée. On a ’égalité :
p(w)(g) = 27028 P Ph)2 1 || O (w) | W (s)|
(g (-2
X SgnCD(UJr)hlJrs(hg)th,\thv(u)‘

veW (s),1s(v)=0(w)

Preuve. Pour tout entier m et tout v € W, notons T, le tore sur I,
vérifiant la condition suivante. Notons (o, 3) € Pa2(m) le couple de parti-
tions paramétrant la classe de conjugaison de v. Alors :

T, = (H(Fqﬁi X Fq@) X <H FqXQBi).

1>1 i>1

On note T le sous-tore tel que :

T! = (H{(:}:,w’) € Fro, X Fra, 22’ = 1}) X <H IE‘;%),

i>1 i>1

oll, pour tout entier d > 1, on pose ]F;Qd ={z e IFqXQd : Norme]FqM/qu (x) =

1}.

La construction de la fonction ¢(w) se reformule ainsi. Posons n/ =
hi(h1+1)+h3 et L = Ty x G,r. C’est un groupe de Lévi de G. Appliquons-
lui les constructions du Paragraphe 3, qui fournissent les termes LT, L, 0.
De la projection de L sur G,y se déduit une application © : L — G,y qui
envoie 0y, sur 6,,. Alors :

$(w) = REY (1% ($(h1, ha)).

https://doi.org/10.1017/5002776300002691X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S002776300002691X

328 J.-L. WALDSPURGER

Notons S’ C G, le support de ¢(h1,hs) et S = 7~ 1(S"). Notons Sy, l'en-
semble des composantes semi-simples d’éléments de S. Avec les notations
de [L2] Théoréme 17.15, on a une égalité :

W s = Y o),

0
2€G, 2~ Lsx€S;s |ZG(S) ||L|

dont on va identifier les termes.

Si (H) n’est pas vérifiée, s n’est conjugué a aucun élément de Sgs. La
somme est vide et ¢(w)(g) = 0.

On suppose désormais (H) vérifiece. Rappelons que, dans un groupe
symplectique Sp(2r), les classes de conjugaison de sous-tores maximaux
définis sur [F, sont paramétrées par les classes de conjugaison dans W,.. Plus
généralement, les classes de conjugaison de groupes de Lévi M définis sur
F,, munis d’une décomposition M = T x Sp(2r’), ou T est un tore, sont
paramétrées par les couples (m,v), ot m € N, m < r, v € W,, modulo
conjugaison. Un paramétrage analogue vaut pour des groupes orthogonaux.
Pour un groupe unitaire U,., on ne considére que les Lévi qui sont des tores
maximaux. Le paramétrage se fait par W, modulo conjugaisoon.

Posons X = {r € G ; 27 sz € Ss}. Pour # € X, notons L, la com-
posante neutre de zLx~! N Zg(s)". Elle se décompose en L, = L, x
Ly X [[;c;Lei o, par exemple, L, = L; N SO(gy). Chacun de ces
termes est de la forme ci-dessus, par exemple L, . = (#T, 271 NSO(g4)) x
(xG,271NSO(qy)). Le dernier terme de ce produit est forcément le groupe
spécial orthogonal d’un espace de dimension h3. Donc L, + est paramé-
tré par un couple (Ni,vy). De méme, L, _ est paramétré par un couple
(N_,v_) et, pour tout i € I, L,; est paramétré par v; € Sg,. On pose
v = (v4,v_, (v;)ier). On a v € W(s) et on vérifie que t5(v) = O(w). On a
ainsi défini une application :

(2) X —{veW(s);s(v)=0(w)}/cony,

avec une notation évidente. Cette application est surjective. Le terme associé
a x dans la somme (1) ne dépend que de I'image de x par cette application.

Remarque. Ce n’est pas tout-a-fait exact a cause des fonctions sur
les groupes orthogonaux pairs qui sont invariantes par le groupe spécial
orthogonal mais pas par le groupe orthogonal tout entier. Mais le terme
»(w)(g) étant nécessairement, en tant que fonction de w, invariant par
Zc(s) tout entier, on peut remplacer dans (1) les @, par leurs symétrisées
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\Z(;'(S)O\Zg(s)lfl Dy Za(5)0\ Zar(s) @z 0 Ad(y) et T'assertion ci-dessus devient
vraie.

On obtient alors :

= c(v 7|Lx| U
() ow)le) = ) ) Za ez 2

veW (s)/cong, ts(v)=0(w)

ol ici z est un élément de la fibre de 'application (2) au-dessus de v et ¢(v)
est le nombre d’éléments de cette fibre. Avec ces notations, on a :

c(v) = |Za(s)zNa(Tw)|
= |Z6(5)|ING(Tuw)||Nzg(s) (2 Twz ™" N Za(s))|
On calcule :
ING(Tw)| = LW [|O(w)|
INza(s)(#Twa™' N Zal(s))| = leLa™' 0 Za(s)[[W(s)||O(v)| 7
Alors :

oy el 1Ze) Ll wallom)]
Z6()TLL ~ 126 (o) oL 1 Za ()] W () [O(w)]

Le produit des deux premiers facteurs vaut 22("2:4+)  On se débarrasse du
facteur |O(v)| en remplagant dans (3) la sommation sur W (s)/conj par une
sommation sur W (s). On obtient :

@) P(w)(g) = 22029 [Wy||O(w)| W (s)| ! > Qu(u).

veW (s), ts(v)=0(w)

Fixons v. Il résulte des définitions de [L2] et [W2] que I'on a une égalité Q, =
CQhy |hs),v» OU la constante c vient de la différence entre les normalisations
des fonctions cuspidales. Ecrivons L, = T4 x SO(¢’), L, - = T_ x
Sp(¢_). Soit uy € SO(¢/y) un élément unipotent paramétré par la partition
(2|h2| —1,...,3,1) et soit u_ € Sp(q’) un élément unipotent paramétré par
la partition (2hy,...,2). D’aprés nos définitions, @, est issu d’une fonction
cuspidale sur SO(q',) x Sp(¢") qui prend au point (u4,u_) la valeur :

q5(h1,h2)/2 < H nu, (22)>

i=1,...,h1,¢ impair

X < 11 N, (20 + 1)).

i=0,...,|hg|fl7 iEh1+h2+s(h2) mod 27
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Tandis que, d’aprés [W2], Qhny |ho|,v st issu d'une fonction cuspidale qui
prend au méme point la valeur :

(2 I1 m(%))( I1 nu+<2z‘+1>).

i=1,...,h1,7 impair 1=0,...,|h2|—1,i=h2 mod 2Z

On a donc :

h1+s(h2)
c= q‘s(hl’hg)/2< I n@i+ 1)) .

i=0,...,|h2| -1

Mais :

H Nuy (20 +1) = 77(—1)[|h2|/2]77(q’+),
i:07...7|h2‘71

et n(¢'.) = n(q+) sgncp(vy). D'ou :

[1h21/2]

¢ = Phh2)/2 ( >h1+s(h2).

n(q+)n(-1) sgncp(vy)
En remplagant dans l'expression (4) les fonctions @, par leurs valeurs, on
obtient la formule de 1’énoncé. [

§7. Valeurs de fonctions caractéristiques de faisceaux-caractéres,
suite

On conserve les mémes hypothéses concernant g et on considére un
élément p = (hy, ha, N1, No, p1, p2) € F. On fait P'hypothese simplificatrice
Ny = 0 et on pose simplement N = Ny, p = p1.

Sur les groupes SO(qy4), Sp(q—), Uy, (k}), on sait définir d’autres fonc-
tions de Green. Elles sont paramétrées :

— dans le cas de SO(q.), par les triplets (h,m,o) ott h,m € N, h? +

2m=dy et o € Wm; on les note Qp, 4 ;

— dans le cas de Sp(q-), par les triplets (h,m,o) ot h,m € N, h(h +

H+2m=d_et o€ W, : on les note Qho;
— dans le cas de Uy, (k}), par les o € é’di ; on les note ).

https://doi.org/10.1017/5002776300002691X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S002776300002691X

LE GROUPE GL,, TORDU 331

Elles sont définies respectivement par :

Qno = 2240y, | ! Z trace o(v)Qpv,

vEWm
Qho =Wl > sgnep(v)" trace o (v)Qnu,
vEWm
Qo = |6g, ™" Z trace o(v)Qy.
UEGdi

Supposons vérifiée I'hypothése (H) du paragraphe précédent. Toute repré-
sentation irréductible o de W (s) se décompose en o = 01 @0_ @ (Q);c; 0i),
ou oy € WN+, o_ € WN_ et g; € édi pour tout ¢ € I. On lui associe la
fonction de Green Qh17|h2|7,, = Q‘h2|70+ ® Qhyo. @ (®¢€1 Qai) sur ZG(S)O-

On pose :
[0, Py hy = W (s)| 7! Z (trace p) o 15(v) trace o (v)
veW(s)
x sgnep(v)"1 002 sgnep (v )™,

COROLLAIRE. (i) Si Uhypothése (H) n’est pas vérifiée, ¢(p)(g) = 0.
(i3) Supposons (H) vérifiée. Alors on a l’égalité :

B(p)(g) = g1/ ((—1)Zer dig(qy n(—1) "2/ )
X Z [U’p]h1,h2Qh1,\h2|,a(U)~

ocW(s)

h1 +s(h2)

Cela résulte de la proposition précédente et de la torsion que l'on a
introduite dans la définition des fonctions de Green sur les groupes sym-
plectiques. On doit remarquer que, si v € W(s) et w € Wy sont tels que
Ls(v) = O(w), on a I'égalité sgnop(w) = (—1)2icr % sgnep(vy) sgnep(v_).

O

§8. Deux faisceaux-caractéres particuliers

Explicitons un cas particulier du corollaire précédent. On ne considére
que des g pour lesquels I = (). On note bien str u, et u_ les composantes
de u dans SO(q4+) et Sp(q-).

On fixe hy, N € N et hy € Z tels que hy(hy + 1) + h% + 2N = n et un
élément w € Wy. On définit les deux éléments :

P11 = (h’17 h27 N) 07 SgnggS(h2)7 _) Po = (h17 h?u Na 0) Sgnlcl'lD7 _)
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de F et l'élément w = (h1,ha, N,0,w,—) de F.

COROLLAIRE. (i) Supposons di = h3 + 2N, d_ = hi(h1 + 1), uy
paramétré par la partition (2|ha|+2N —1,2|ha|—3,...,3,1) et u_ paramétré
par la partition (2hy1,2h1 —2,...,2). Alors ¢(p;)(g) et ¢(w)(g) valent tous
deuz +¢°(h1:h2)/2

(i) Supposons dy = h3, d_ = hi(hy + 1) + 2N, uy paramétré par
la partition (2|ha| — 1,2|ha| — 3,...,3,1) et u_ paramétré par la partition
(2h1 + 2N,2hy — 2,...,2). Alors la méme conclusion vaut pour les termes

P(p2)(g) et d(w)(g)-

Preuve. Les hypothéses entrainent que (H) est vérifiée, que W(s) =
W et que, pour deux représentations irréductibles o et p de ce groupe, on
a, sous les hypothéses de (i) :

1’ Si o = p® Sgn}élgs(hQ)

[va]hhlm = {

0, sinon;

et, sous les hypothéses de (ii) :

- h
1, sio=pRsgny
[U7p]h1,h2 = { . op
0, sinon;

Par ailleurs, notons 1 la représentation triviale de Wy. D’aprés [W2]
VIIL.11 (ot on ne faisait bien str que reprendre des résultats de Lusztig),
Qb |ho),o(u) est nul si o # 1 et vaut +1 si o = 1. Alors les assertions
concernant ¢(p;)(g) et ¢(p2)(g) se déduisent du corollaire précédent. Pour
p € Wy, notons p = (hi,ha, N,0,p,—). On voit aussi que ¢(p)(g) = 0 si
p# sgnglgs(b) dans le cas (i), p # sgn}é}D dans le cas (ii). On a la formule
d’inversion :

ow) = 3 trace p(w)o(p),

pPEWN

dont on déduit les assertions concernant ¢(w)(g). U

§9. Faisceaux-caractéres et fonctionnelles de Whittaker

L’application :

, alat1) bb+1)
Fcusp - {(a,b)GN ; 5 + 5 —TL}

(hl,hg) — (a,b) = (sup(hl + ho,—1—hy —hg), 5up(h1 —hs,—1—h1 + hg))
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est une bijection. Soit (h1,h2) € Feyusp, notons (a,b) son image par cette
application. On note p la réunion des deux partitions (a,a — 1,...,2,1)
et (b,b—1,...,2,1). On note v la réunion des deux partitions (2hy,2h; —
2,...,2) et (2|ha| —1,2]ha|—3,...,1). On vérifie que p et v sont transposées
I'une de 'autre.

Posons Z = {(i,7) ; i € {1,...,1n},j € {1,..., i}y = {(i,4) ; j €
{1,... ), i € {1,...,v;}}. Fixons une base (e;;)(; ez de V sur F,. No-
tons g = Endp, (V') l'algébre de Lie de G, définissons H, Y € g par :

eiiry, sii>1 .
Y(e;)=1¢ "7 " Heij) = (20 — v; — 1)eq ;.
0, sit =1,

Pour tout m € Z, posons :

un, ={X e€g;[H X =mX}, us,= @ Uy -

m/'>m

L’élément Y appartient a u_s. Notons Usg le sous-groupe {1+ X ; X € uso}
de G. Fixons un caractére non trivial ¢ de F,. On pose :

v =q ) ),

z€ly

On définit le caractére 1y de Usa par ¢y (1 + X) = 1) o trace(XY). Soit
t = (t)j=1,...,, une famille d’éléments de IF¥. Définissons oy € Isom(V, V™)
par og(e; j) = tj(—l)”H[”f/Q]e§j+1_i7j, posons sy = &y € G. On vérifie que
H et Y appartiennent a l'algébre de Lie du commutant de s¢. Cela entraine
que s¢ normalise le groupe U>9 en fixant son caractére vy .

Pour (ki, k) € Feusp, posons :

co(ki k) = ) d(kr, ko) (sea)iby (x) "

xEUZQ

LEMME. Soit (k‘l,kg) € Fcusp- St (kﬁl,kg) 75 (hl,:i:hg), Ct(kil,kig) = 0.
Si (k1,ka) = (h1,£h2), on a l’égalité :

celkr ko) = fusoy 2 T 0(y),
jGJ(le,kg)

ot J(ki, k) est Uensemble des j € {1,...,p1} tels que v; = 2 ou v; =
2k1 + 2s(k2) — 1 modulo 47Z.
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Preuve. Décomposons g en somme d’espaces propres pour ’action de
Ad(sg) : 9 = @,c4 9o En particulier, g; est 'algébre de Lie du commutant
de s¢. Puisque Ad(st) conserve usg, on a l'égalité :

U>o = @(uzg N ga).

acA

Posons v>2 = uss Ngy, usy = P, 7ﬂ(uzg N ga)- Un raisonnement standard
montre que l'application :

b2 Busy — G
(X, X") — (1+X)st(14+X)(1 4+ X))~

est injective et a pour image s{U>2. Parce que Y appartient a g;, on a
trace(X'Y) = 0 pour tout X’ € ul,. Notons s¢x l'image ci-dessus de
(X,X"). On a donc vy (x) = v o trace(XY). Puisque ¢(ky,ks) est inva-
riante par conjugaison, on en déduit :

(1) celkr ko) =[ubol Y @k, k2)(se(1+ X)) o trace(—XY).

XGUZQ

Dans cette formule, s¢ et 1 + X commutent, donc sy est la partie semi-
simple de s¢(1 + X). L’élément sy est paramétré par I =0, dy, g4, d—, q—,
ol dy, resp. d_, est la somme des termes impairs, resp. pairs, de v. D’ou
d+ = h%, d_ = hl(hl + 1) Si (k‘l,kg) 75 (hl,:thg), St(l + X) n’a,ppartient
au support de ¢(k1, k2) pour aucun X € v>9. D’otl la premiére assertion de
I’énoncé. Supposons maintenant (ki, k) = (h1,+ho). Posons vy = us N gy,
notons m : v>y — by la projection évidente. Pour tout X € v>o, on a
les égalités gf)(kh kQ)(St(l + X)) = (]5(]451, kg)(st(l + TI'(X))), tmce(—XY) =
trace(—m(X)Y'). La formule (1) se simplifie en :

ce (b, ko) = |usaloa] ™ D b1, ko) (se(1+ X))o o trace(—XY).
X€Evy

On a g1 = so0(q+) @ sp(g—), avec des notations évidentes. L’espace vy et
I'élément Y se décomposent conformément en by = vy Py _, Y =Y, +V_.
On a une égalité ¢(k1, k2)(s¢(1+ X4+ X)) = ef+(X4)f-(X_) pour tous
éléments nilpotents Xy € so(q4), X € sp(q—). Les fonctions f1 et f_ sont
celles définies en [W2| I1.4, 5 et ¢ est une constante non nulle que 'on n’aura
pas besoin de calculer. En loc.cit. V.5, 6, on a calculé les expressions :

Z fe(X ) o trace(— X Ye),

Xe€02 e
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pour € = £. Elles valent :

1, si € = + et ho est impair;
\0276]1/2f€(—Y6) n(—=1)"2/2n(qy), si € = + et ho est pair;
(n(=1)yp) A2 sie = —.

On calcule d’autre part [og| = |bg ¢ |[o2, | = ¢®"1"2). On obtient :

co(kn, ko) = Jusalg "1/ (n(— 1)y, ) P+ D2 (1) 2l (g ) )t
X k1, ko) (s6(1 = Y)).

Posons ue = 1 — Y, pour € = £. On calcule les paramétres de ces éléments :
— pouri=1,3,... 72|k2‘ -1, 77’u+(7‘) - n(t])v
— pour i = 2,4,...,2ky, n,_(i) = n(—t;),

ou j est tel que i = v;. Alors :

(n(—=1)1"2/2n(q))> M p(ky, ko) (se (1 — Y))

= ¢*(h1h2)/2(_1)ha (b t+1)/2 H n(t;).
J€J(k1,k2)

D’ou la formule de 1’énoncé. []

§10. Représentations quadratiques-unipotentes

Pour toute représentation (7, E') de G, on note (6(m),0(E)) la représen-
tation telle que O(F) = E, 8(7)(g9) = (87 (g)). Si ces deux représentations
sont équivalentes, on peut prolonger 7 en une représentation 7+ de G*. Pour
toute représentation 7+ de G*, on note tracesm+ la restriction & G' de son
caractere.

On note B le sous-groupe de Borel triangulaire supérieur de G. Soient
P un sous-groupe parabolique standard de G, c’est-a-dire contenant B, et
M son sous-groupe de Lévi standard, que 'on écrit M = G, X --- X Gy, .

Pour tout ¢ = 1,...,a, soit (m;, E;) une représentation de G,,. On définit
de facon usuelle le module induit Ind%(E; @ - - - ® E,). Soit 0 € &,, posons
M =Gy, XX anl(a)7 notons °P le sous-groupe parabolique

standard de G de sous-groupe de Lévi “M. Notons w, ou plus précisément
wlo, M], la matrice de permutation appartenant a G telle que, pour m =
(m1,...,mg) € M, on ait wmw™! = (Mg-1(1), -+, Mg-1(q)) € “M. On

définit 'opérateur d’entrelacement :

I(w) : dB(Ey @ - @ Eg) — dSp(E,-1(1) @+ ® Ey-1(a)
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par la formule usuelle :

(I(w)p)(g) = > A o p(w ™ ug),

ueUNwPw—1\°U

ou U est le radical unipotent de “P et :
As(e1® + ®ea) = €g-1(1) @+ ® €g-1(q).-

Dans le cas particulier ott n = 2, n1 = no = 1, m; est la représentation
triviale, mo est le caractére n et o est I’élément non trivial de G, on vérifie
que I(w)? est 'homothétie de rapport q. Plus généralement, si a = 2 et si m
et (n o det) ® me sont sommes de représentations irréductibles unipotentes,
alors I(w™1) o I(w) est une homothétie de rapport une puissance entiére de
q.

Supposons que chaque 7; se prolonge en une représentation ;" de Gyr.
On définit un homomorphisme :

O : IndE(E1 @ © Ey) — Indgpy (B, ® -+ ® Ey)

par O(p)(g) = Ao o7 (g), ot Ale1 @ -+ @ eq) = 7F (On,)(€a) @ -+ ©
71 (0, )(e1). Pour tout entier m € N, notons wy, maz I'élément de &, de
longueur maximale. En remplacant P par 8(P) dans les constructions ci-
dessus, on définit I'opérateur :

I(w) : Indgpy(Ba @ -+ @ By) — Indg(Ey © -+ © Ey),

ol W = W[Wq,maz, @(M)] (remarquons que “»m=@(P) = P). Notons 7 la
représentation de G' dans Ind%(E; ® - -+ ® E,). L’endomorphisme I(w) o ©
de md$(E; ® --- ® E,) vérifie I(w) o © o m(g) = 7(8(g)) o I(w) o © pour
tout g € G.

Pour g € P(n), notons (w(p), E(p)) la représentation irréductible uni-
potente de G paramétrée par pu (si p = (n), 7((n)) est la représentation
triviale). Sa classe est fixée par 'automorphisme 6. On va choisir un pro-
longement & GT. Notons H l'algébre des fonctions sur G biinvariantes par
B. Pour w € &,,, notons T, I'’élément usuel de H. L’automorphisme 6
définit un automorphisme de H. On vérifie que 8(Tw) = Tw, mpazwwn.mes =
T

wn,maszTJimm pour tout w € &,,. On sait que H agit de fagon irréductible
dans le sous-espace des invariants F(u)?. On note encore 7 () cette action.
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Pour tout prolongement 7+ de m(u) & G, 77 (6) conserve E(u)? et la for-
mule ci-dessus entraine que 7+ (6) y agit comme un multiple cm(p)(Ti,, nas)-
On sait d’autre part que 7r(,u)(Tu%n an) €5t une homothétie de rapport une

puissance entiére de gq. Donc c¢ est réel. Pour un seul prolongement, ce réel
est positif. Plus précisément, c’est une puissance entiére de ¢~/2. Cest ce
prolongement que nous noterons désormais 7+ ().

Pour (g, pt9) € P2(n), on note (w(fey, p9), E(fe1, p9)) la représentation
de G induite de la représentation 7(p,)® ((nodet) @m(py)) de Gy, X Gy, 01
n; = S(uj) pour j = 1,2. Sa classe est encore fixée par 6. On vient de définir
les prolongements 7" (p;) de m(p;) a Gy . On prolonge (1 o det) ® m(po)
en la représentation (n o det) ® 7 (uy). On construit comme ci-dessus un
endomorphisme I(w) o © de E(py, po). Son carré est une puissance entiére
de ¢. 11y a donc un seul réel ¢ > 0, en fait une puissance enticére de ¢=/2, tel
que cI (w)o® ait pour carré 'identité. On définit le prolongement 7% (gsq, p5)
de m(py, o) & GT par 7 (py, p19)(0) = cl(w) 0 O.

Il nous sera utile de réaliser cette représentation de la facon suivante.
Ecrivons py = (11 > -+ > p1,a > 0), po = (p2,1 > -+ > payp > 0), fixons
une permutation § € &,4p, notons g = (i1, . .., fe+p) la suite d’entiers (non
nécessairement décroissante) définie par :

0y sié(i) < a,
Hi = sy
H2,5(i)—a,  S10(i) > a.
Introduisons le sous-groupe parabolique standard P de G dont le Lévi stan-
dard est :

M=G, x---xG

Ha+b*

Notons (nar, C(nar)) la représentation de dimension 1 de M telle que 0y,
restreint au facteur G, soit trivial si 6(2) < a et égal & n o det si (i) > a.
Introduisons la représentation (m, Ind%(C(ns))) de G. On définit 'homo-
morphisme © : Ind%(C(ny)) — Indg(P)((C(nM 0 0)) qui & ¢ associe la
fonction g — ¢ o 8 1(g). On construit comme ci-dessus un homomor-
phisme I(w) : Indg(P)((C(nM 0 0)) — Ind%(C(na)). 11 est bien connu
que m(pq, o) intervient avec multiplicité 1 dans 7. On peut donc iden-
tifier E(py, o) & un sous-module de Ind%(C(ny)). L'opérateur I(w) o ©

conserve ce sous-module et y agit comme un multiple de 7% (py, py)(6).
,U'%,i*lm,i

Posons N = Zi:1 b 2
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LEMME. Il existe un nombre ¢ = ¢™/2, oim € Z, tel que 77 (pay, po) (0)
soit égal a la restriction & E(py, py) de en(—1)NI(w) 0 O,

Preuwve. Posons E = Ind%(C(nar)). Supposons d’abord p, = () donc
nu = 1. 11 suffit de voir que I(w) o © agit sur E® comme ¢™n(T,, ,...)
pour un entier m € Z. Notons &M le groupe de Weyl de M, identifié a un
sous-groupe de &,,. Les ¢léments de E? sont les combinaisons linéaires des
fonctions ¢, = > cem T T, pour y € &,. On a O(p,) = Tujnl,m,m@yTwn,maz’
puis I(w) o O(py) = Tsz;:,mazSOyTwn,maz-
mal de M. On a les égalités TwTJnl!mu = T;i{az et T;i{az Yoweam T =
g Y eem Ty ot € est la longueur de wl, . Alors I(w) o O(p,) =
0 0y Twmman = 4T (T ) (Py), ce qui démontre D'assertion.

Supposons maintenant p; = (). On définit comme ci-dessus 'espace E
et les opérateurs © et I(w). Pour la représentation (g4, ), on définit de
méme un espace E’ et des opérateurs ©’ et I'(w). Définissons 'isomorphisme
k: E — E' par k(p)(g) = no det(g)e(g). Il envoie E(D, py) sur E(py, )
et entrelace (0, py) avec (n o det) @ w(py, D). Par définition de 71 (0, o),
Kk entrelace T (0, py)(0) avec n o det(0)mw ™ (py, 0)(6). D’aprés ce que l'on
vient de prouver et parce que det(d) = (—1)"»=1/2 on a donc une égalité
romt (0, py)(0) = n(—=1)""=D/2¢m/2[' (1) 0@’ ok, ot m € Z. On vérifie que
I'(w)o® ok = (nodet(w))kol (w)oO. On calcule det(w) = (—1)%("2721'“%»1'),
d’ou égalité r ot (0, uy)(0) = n(—1)N¢™/?k o I(w) 0 O et Passertion.

Passons au cas ol p; et py sont quelconques mais ot § conserve les
sous-ensembles {1,...,a} et {a +1,...,a + b} de {1,...,a + b}. Posons
nj = S(pj) pour j = 1,2, introduisons le sous-groupe parabolique stan-
dard Q de G de Lévi L = G, X Gy,. On effectue dans G,,,, resp. Gy,,
les constructions précédentes relatives aux représentations w(uq,0), resp.
(0, py), ot des espaces Ej, resp. Ea, et des opérateurs ©1, I(wq), resp.
©2, I(w2). Introduisons les objets suivants :

— J: Ind%(C(ny)) — Indg(El ® E9) lisomorphisme habituel ;

— wo = w[wa,magz, O(L)] et I(wy) : Indg(Q)(Eg ® Ey) — Indg(El ® E9)

I'opérateur associé;
A:F1® Fy — By ® Eq
e1 ®ey — I(’wg) o @2(62) (024 I(wl) o @1(61);
- Oy : IndG(Ey @ Ey) — Indg ) (Ex @ Er) défini par ©9(p)(g) =
Aocpob(g);

~ 0 : ndG(E(py, D)@ E0, py)) — Indg(Q)(E(V),uQ)@E(ul,@)) défini

de la méme fagon que Oy, en remplagant les opérateurs I(w;) o O; et

L M y 214 :
Notons w;),,, ’élément maxi-
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I(w2) O par 7+ (p1y,0)(0n,) ot 7+ (11, 0)(0ny).
On vérifie 'égalité :

JolI(w)o® = 1I(wy)oBgoJ.

Il est clair que J(E(pq, py)) = Indg(E(ul,(Z)) ® E(0, py)). Par définition
de 7T (py, o), Vopérateur J o 4 (py, py)(0) o J=1 agit sur ce sous-espace
par qm//ZI(wo) 0 ©f, pour un certain entier m’. D’aprés ce que 'on a déja
prouvé, 0} = ¢™"'/?n(—1)NOy, pour un certain entier m”. On en déduit
Végalité mF (pay, po)(0) = g™ ™)/ 2n(=1)N I(w) 0 © sur E(py, py).

Passons enfin au cas général. On doit montrer que le résultat est in-
dépendant de 0. Soit s une symétrie élémentaire de &,,4. Posons §' = Js.
On associe a ¢’ des objets M’, ©', I(w') etc... On dispose de l'opérateur
d’entrelacement :

I(wy) : IndF(C(nar)) — Ind i (Cnar)),

ot wg = w[s, M]. On vérifie Pégalité I(w') 0 © o I(ws) = I(ws) o [(w) 0 ©.
Si I'égalité de I’énoncé est vraie pour 4§, elle I'est donc aussi pour ¢§’. 0

On vérifie, par exemple grace au lemme, que (nodet) @ 7+ (uy, py) =
7 (g, 1) pour tous (py, py) € Pa(n). D’autre part, la famille de fonctions
(traces T (141, 149)) (s, ,pa,)€Po(n) €St Orthonormée.

§11. Modéles de Whittaker dégénérés

Soit (hi,h2) € Feusp. Effectuons les constructions du Paragraphe 9
relatives a ce couple. Munissons u; de la forme bilinéaire (X, X’) =
trace(Y[X, X']). Elle est symplectique, non dégénérée. Posons U1 = {1 +
X ; X € up}. On sait qu'il existe une unique représentation irréductible de
U>1 dans laquelle U9 agit par le caractére ¢y . Construisons un modele de
cette représentation. Pour (i,7), (k,£) € I, notons E; ., I'élément de la
base standard de g qui envoie ey ¢ sur e; j. Posons :

T =1, 0);1<j<tl< n, Vj = vy + 1 mod 2Z}.
Pour (j,¢) € J et i € {1,...,v}, posons :

E. . =FE v un ElY:=E 1 .
N AL L A N Ry
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Notons u}, resp. u] Pespace de base les EZ{;M, resp. EZM, pour (j,¢) € J et
i€ {l,...,vs}. On vérifie que u; = 1} G uf et que uf et uf sont deux sous-
espaces lagrangiens de u; en dualité. Plus précisément, pour (4,¢), (j/,¢) €
J,oie{l,... v}, i € {1,...,vp}, on légalité :

1, si (7, 5',0") = (i,5,4),
o Bre i) =9 -1, si(,§,0)=(i+1,j410),

0, dans les autres cas.

(1) (Ej

On note S lespace des fonctions sur u). Le groupe Us; agit dans S par une
représentation w telle que, pour f € S, X, X' e v}, X" e uf, Z € us9, on
ait 1’égalité :

(w1 + Z)w(1 + X"w(l + X) f)(X) =y (2)p (X, X)) f(X + X).

C’est le modéle cherché.
Pour toute représentation (7, E) de G, posons :

Ey, ={v € E;Vx € Usy, m(x)v = Yy (x)v}.

Le groupe Us; agit dans cet espace. Supposons m = (1, fty), avec (ft, fs)
€ Pa(n). La théorie des modéles de Whittaker dégénérés nous dit que Ey,, #
{0} seulement si pq U py < p. Quand py U py = p, . est non nul et Usg
y agit par une représentation irréductible nécessairement isomorphe a w.

On a fixé au Paragraphe 1 une base (ey)r=1,.n de V et, au Para-
graphe 9, une autre base (e;,j)(; j)ez- Munissons Z de l'ordre lexicographique,
notons & : {1,...,n} — Z l'unique bijection croissante. Nous supposons
désormais que egy) = e pour tout k € {1,...,n}. Notons P le sous-
groupe parabolique standard de G de Lévi M = Gy x --- X Gy,.,. On
pose g = (a,a —1,...,1), py = (b,;b—1,...,1). On fixe une permutation
0 € Syup telle que, pour tout i € {1,...,a + b}, on ait I'égalité :

s =a+1-46(i), si6(i) < a,
o Ho5()—a = a+b+1—0(i), sidé(i) > a.

On construit comme au Paragraphe 10 un caractére nys de M. On pose £ =
Ind$(C(nar)), on note 7 la représentation de G dans E. Cette représentation
contient (g, py) avec multiplicité 1 et des représentations m(uf, ph), avec
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py U ph > p. D’aprés les rappels ci-dessus, Ey, = E(pq, o)y, €t Us1 y
agit de fagon irréductible. On définit une application linéaire :

Q:Ewy—>8

par Q(p)(X) = ¢(1 + X) pour tout X € uj. En remarquant que {1+ X" ;
X" e uf} C P, on vérifie que Q entrelace les actions de Usy. On vérifie
aussi qu’elle est non nulle (on le prouvera d’ailleurs dans la démonstration
ci-dessous). C’est donc un isomorphisme.

On note w1 (6) Popérateur en(—1)NI(w) 0O du Lemme 10. Pour g € G,
on pose 71 (g) = 7t (O)w(071g) = (g6~ )7t (). Cela définit un “prolon-
gement” de m & G*. Mais on prendra garde qu’il ne s’agit pas en général
d’une représentation car 7 ()? n’a pas de raison d’étre égal a l'identité, ni
méme d’étre une homothétie. Toutefois, d’aprés le Lemme 10, la restriction
de 7 au sous-espace E(pq, 5) est une représentation : c’est w1 (pq, o).
Parce que sy commute & H et Y, 77 (s¢) conserve le sous-espace Ey,, . Posons
Sy = QomT(sg) o QL. Cest un automorphisme de S qui vérifie la relation
Sy o w(x) = w(sgwsg ') o Sy pour tout 2 € Usy. Il est d’ordre fini car 7(s)
I'est dans E(pq, p9), a fortiori dans Ey, . On vérifie les égalités suivantes,
pour tous (j,0) € J et i€ {1,... up}:

-1
Ad(st)Ez{;j,ﬁ = (_1)Wtjte EZeJrl—z‘;ﬁ,j’

Ad(se) B}y = (=1)"tgt; ' Bl

(2)

En particulier, Ad(s¢) échange les espaces u’ et u”. Alors S; s’exprime né-
p ) t p 1 1 t p
cessairement par une formule :

3) (Sef)(X) = celuy| 72 Y D((X", X)) f(Ad(se) (X))

" 1
X"ew/

pour tous f € S et X € u}, ou ¢; est une certaine constante. Parce que S
est d’ordre fini, cette constante est de module 1.
Pour tout entier m € Z, posons :

0, sinon.

{1, si m = 2 mod 47
a(m) =

g %(hl — |h2|)(h1 — |h2| + 1)(4h1 + 2|h2| + 2), si ‘h2| > hq,
%(hl — ’hQ‘)(hl — ’hQ‘ + 1)(2h1 —|—4‘h2’ + 1), si ‘hQ‘ < hj.
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LEMME. On a [’égalité :

ct = (_1) a)+a(b) ﬂ( H
J=1,..

Preuve. Posons UL; = {1+ X ; X € u] ®uso}, UL, = {1+ X ;
X € v ®uso}. Prolongeons le caractére vy a chacun de ces groupes par
la formule évidente ¥y (1 + X) = 9 o trace(XY). Définissons des formes
linéaires sur E par :

L) = Y oy, L'(p)= > e@)y)"

zeUL, zeUl,

n V]/2]t )bJFl J>'

7

La forme linéaire £’ vérifie L om(x) = 1y (x) o L' pour tout = € UL,. Toute
forme linéaire vérifiant cette relation est proportionnelle & £’. En effet, une
telle forme se factorise par la projection UL,-équivariante sur Ey, . Sur
ce sous-espace, elle est forcément proportionnelle a ¢ — Xeu, Q(p)(X).
Une propriété analogue vaut pour £”. Or Ad(sy) échange UL, et UZ, en
échangeant les caractéres by . Les deux formes linéaires £” o7 (st) et £ sont
donc proportionnelles. Pour ¢ € Fy,., on a les égalités :

L' om(se)(p) = [Uza| Y Qom(se)(9)(X') = [Uza| D SpoQ(p)(X)

X'eu) X'eu)

= ce|Usalluy| 72 Y7 (X7, X)) (Ad(se) (X))

X'eu), X" eu]
= ce|Usal [t [V?92()(0) = eelu| 72L" ().

Dot I'égalité :
4 L om(sy) = cp|u] —12pm
(4) 1

Pour £,m € {1,...,a+b+1} tels que £ < m, notons P, ; le sous-groupe
parabolique standard de G de Lévi :

My =Gy X xGy  xGy, ¥ x Gy X G, x Gy, XX Gy,

Notons {1,...,n} = Iy U---U I, le découpage en intervalles associé a ce
parabolique, c’est-a-dire que P, ¢ stabilise les sous-espaces engendrés par
les vecteurs ep pour k € I, resp. k € I U Iy etc... Pour d = 1,...,a + b,
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écrivons Iy = {kq+1,...,kq+jqa}. Pour tout j =1,..., 1, il y a v; entiers d
pour lesquels j4 > j. Ecrivons cet ensemble d’entiers sous forme croissante
dij < -+ < dy,j. On définit une bijection &y, : {1,...,n} — T de la
fagon suivante. Pour k € {1,...,n}, soit d I’ unique entier tel que k € 1.
Ecrivons k = kq + j. Il existe un unique i € {1,...,v;} tel que d = d; ;.
Alors &, ¢(k) = (i,7). On définit une matrice de permutation v,,, € G par
la formule v, ¢(ex) = €1 og(k) POUT tout k € {1,...,n}. Notons 7, le

caractére de M, , qui, sur un facteur G, est trivial si 6(i) < a et égal
a nodet sid(i) > a. On pose B,y = Indgm[((:(nmvg)), on note Ty, la
représentation de GG dans ce module. Bien sdf, Tm,e est isomorphe a .
Définissons une forme linéaire E;ﬂ,é sur F,, o par :

@) = > vy (@)

zeUl

Elle vérifie la relation L], ,omp, o(z) = ¢y ()L}, , pour tout x € UZ;. Mon-
trons qu’elle est non nulle. Il en résultera que toute forme linéaire sur F,,
vérifiant cette relation lui est proportionnelle. Soit ¢, o 'élément de E,, ¢, a
support dans Py, ¢V, ¢, tel que ¢, ¢(Up ) = 1. Pour x € UL, ﬂvrjl}ng7gvm7g,
on a @ ¢(vmer) = 1. Montrons que 1y est trivial sur cette intersection.
Il suffit pour cela que Ad(vy,¢)(Y') appartienne au radical nilpotent de Ial-
gebre de Lie de P, . Ou encore que, pour tout d = 1,...,a + b et tout
k € Ig, Ad(vye)(Y)(er) appartienne au sous-espace engendré par les e
pour k' € I1U---Ul;_1. Pour de tels d et k, posons (i, j) = &y, ¢(k). Sii =1,
Ad(vpe)(Y)(ex) = 0.51¢ > 1, Ad(vy0)(Y)(er) = e o & (k) = (i—1, 7).
Onak' €y, etdi1; <d;j=d. Cela démontre I'assertion. On en dé-
duit :

(5) Lo o(me) = U5 Nyl P g0 gl.

A fortiori, £}, , # 0.

Remarquons que, pour (m,?) = (a+b+1,a+b—1), Poipi1,a10-1 = P,
Va+b+1,a+b—-1 = 1, EaerJrl,aerfl =FE et ﬁ;—l—b—l—l,a—&—b—l = L'. Pour (m7£) =
(2.1), Py, = O(P).

Posons 7 = 0s. Cest un élément de G et on a w1 (s¢) = 7+ (0)7 (7).
Les définitions entrainent :

(6) 7 (s¢) = en(~1)NI(w) 0 © o m(v),
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;2

avec les notations du Lemme 10. En particulier ¢ > 0 et N = Zi:l,...,b i 2—1

Posons :

c1 = n(—l)N< H lm)( H 77 1+[Vj/2])(b+1—j) ( )b+1—j>.
i:l,...,aer j=1,...,b

On va prouver l'égalité :

(7) 510007(y) =L,

Pour ¢ € E, on a par définition :

Lhi000m(y) = > @(O(va 1))y ()7

zeUl

= Z @(90271x8t)¢y(1‘)71.

zeUl

Puisque Ad(s¢) échange UL, et UZ; en échangeant les caractéres ¢y, 'ex-
pression précédente est égale & :

Z Q(Ova1spx )ty (x)

"
:vGUZl

On va montrer que Ovy 154 appartient a M et na(6vg1s¢) = c1. Le terme
ci-dessus sera alors égal a ¢1L”(p), d’ou (7). Remarquons que fvg 15y =
Jtoy %O‘t, en interprétant J comme un élément de Isom(V*, V). Introduisons
les deux découpages {1,...,n} =L U---Ulqpet {1,...,n} =11 U

I’ ., associés respectivement a P et Py 1. On a [Iy] = |1, ,_4| pour tout
d=1,...,a+b. Pour j =1,..., uq, introduisons les numérotations d; ; <
c<dyjetdy ;< < d’yj ; associées a ces deux découpages. On a

dij = i tandis que d; ; = a +b+i—v;. Soit (i,7) € Z. On a oy(e; ;) =
tj(—1)1+i+[1/j/2]e:jjJrH-’j. Posons k' = 527&(1/]» +1—4,7). Alors k' € I}, ou
d = a+0b+1—i. Plus précisément, si k/, 4+ 1 est le premier terme de I/, on
ak' =k, +j. Etona tvﬁ(e’;ﬁl%,j) =€}, J(€},) = ent1—k. On calcule
n+1—k" =& (i, u; + 1 — 7). Finalement :

Ouaise(es) = ti(—1) i Ae s,

Conserver les indices i signifie appartenir & M. Le calcul de ns(6ve,15¢)
résulte de la formule ci-dessus, on le laisse au lecteur. Cela démontre (7).
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Pour £,m € {1,...,a+b} tels que £ < m, notons w, ¢ la matrice de per-
mutation élémentaire telle que wijm,gw;jé = M,,4+1,¢ : Wy permute les
blocs G, et G,. On définit 'opérateur d’entrelacement I(wy, ¢) : Ep, g —
Ept1,. On a l'égalité :

w = wa+b,a+b—1(wa+b,a+b—2wa+b—1,a+b—2) T (wa—l—b,lwa—l—b—l,l T w2,1)’

dont on déduit :
(8) I(w) = I(watpato—1) - I(wa1).

Fixons un couple (¢,m), notons {1,...,n} =L U---Ul,pet {1,...,n} =
LUu---U I:Hb les découpages associés respectivement a P, 114 et Py, 0. Ils
ne différent que par permutation de deux blocs. Plus précisément, posons
d=a+b+¢—m. Alors I, = I}, pour h # d,d + 1. On a des égalités :

Id:{kd—i_lw"akd—i_uf}? IdJrl:{kd—i_ﬂé—i_lw"akd—i_,uf—i_ﬂm}a
Id:{kd—i_lw"?kd—i_um}a IdJrl:{kd"i'/lm—i_lv"':kd—i_,uf—i_,um}-

On vérifie que &, ¢ = &ny1,0 sur les blocs I, = Ij, pour h # d,d + 1. On
calcule :

9)

(v; —|—m L sijed{l,...;um},

Emt1e(ka+35) =4 ° ) ,, { m}
sij € {tm+1,..., 1}

Emat1,e(ka + pe + 7) Z(V +m+1—€]) sijed{l,....um},

Emplka+J) = (v +m—1,7), sije{l,..., um}

. (vj+m4+1—207), sije{l,... . um}

Eme(ka + pim +7) = : .

" " €,5), sije{um+1,...,0m}

Notons v la matrice de permutation telle que :

(e N sijed{l,... pue—pim}

+pmty) — ..

’ Chat2um—petis  S1JE{pe—pm + 1.0, e,
vieg) = ek pour k € I, h # d + 1.

On vérifie que v, ¢ = VU 41, Remarquons que v € M, 4. Posons :

(m, 0) 1, sid(l) <a
co(m, ) =
2 p(—1)km(Be=tm)  §i §(0) > a
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On vérifie que 9y, ¢(v) = ca(m, £).
Notons Q le sous-groupe parabolique standard de G de Lévi :

L=G, x--xG x G X xG

He—1 Ha+b Hm+1

X Gty XG X xG

Hm—1 Heg1

Les deux groupes P, et P,, 1 ¢ sont inclus dans Q et w,, ¢ appartient au
groupe de Weyl de L. Plus précisément, notons R, resp. R, le sous-groupe
parabolique standard de G, +,, de LéviK = G, x G, resp. K = G, %
G, Notons 7k, resp. ng, la restriction, en un sens évident, de 9,410 a K,

resp. de 7,0 & K. Posons & = Indg“mﬂ‘f (C(nk)), € = IndIG—(”er“‘f(C(nk)).

5 9e . N L . .
L’espace £, par exemple, s’identifie & Indp,  ,~r(C(Nm+1,)). On en déduit
des identifications :

Em—i—l,f = I"dg(g)’ Em,ﬁ = I"dg(g)

et I (wp, ) se déduit par fonctorialité de 'opérateur d’entrelacement, notons-
le Iﬁ(wm,g), de € dans €.

Notons g I’algébre de Lie du bloc G +p, de L, notons g’ son ortho-
gonal dans g pour la forme (X, X') — trace(X X’). On a la décomposition :

g = Ad(v,}, )(g") @ Ad(v,)}, (@)
Conformément & cette décomposition, écrivons :
W ®usg = Ad(v, Ly YW @, Y = Ad(v,)}, (Y +Y7,

posons :
U={1+X;Xeu}, U'={1+X;Xev}

Définissons le caractére 1y de U¥ par ¥y (1 + X) = ¢ o trace(XY*). Pour
¢ € Eyp14, on a 'égalité :
@)= Y platomg e )y (ah) My (@)
et PeUb
Définissons la forme linéaire £ sur £ par :
L) = > o(ah)ys(a?) ",
xteUt
En identifiant E,, 41, a Indg(g), on a l'égalité :
(10) mine(®) = D Le(myrer”)ey (")

xbeU?b
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oll maintenant ¢ appartient a Indg(é’ ). Posons :

(=1)pm, st 6(6), 6(m) < a,

() — 3 M, m<6<> 5(m),

S n(—1) et Dmatm i () < a < 6(8),
n(—1)* 'yw, sié(€)<a<5( ).

On va prouver qu’il existe un réel c4(m,£) > 0 tel que :
(11) C;nJru o I(wp,¢) = ca(m, £)cz(m, £)ca(m, K)E;n’g.

Les formes linéaires £/ 4100 (Wine) et ﬁ;n,f sur F,, ¢ vérifient la méme rela-
tion de transformation par UL;. Elles sont donc proportionnelles et il suffit
de les comparer sur un élément particulier de E,, 0. On choisit I'élément ¢, 4.
Grace a (5), L7, ,(¢m,e) est un réel > 0. Identifions Ep, & Indg(g) Notons
¢ l'éléement de € a support dans R tel que ¢(1 ) = 1. Alors ¢y, ¢ s’identifie &
I’élément @ de IndQ(E) a support dans Quy, ¢ et tel que @(vy, ) = ¢. En se
rappelant que vy, ¢ = VU410 avec v € My, ¢ €t 1y, ¢(v) = ca(m, £), on peut
aussi dire que @ est & support dans Quy,+1,¢ et vérifie ¢(vpm1.0) = c2(m, £)¢.
Identifions I(wy, ¢)(@m,e) & un élément ¢ € Indg(é’). Alors ¢ est a support
dans Quy,11¢ et vérifie (vmi1,0) = ca(m, ) I*(wp ) (). Grace a la formule
(10), le méme calcul qu’en (5) conduit a 'égalité :

[’;n-i-l,é © I(wm,é)(@m,ﬁ) = |Ub N Um—l—l,EQU;iH’ACQ (m, E)’C © Iﬁ (wm,é)(&)a

et tout revient a calculer ce dernier terme.

Tout se passe maintenant dans G, +,,- Explicitons les différents objets.
Soit k € IgU Igq1, posons &mypr1e(k) = (4,5). Sii # 1et (i —1,j) €
Emi10(Ig U Igy1), on a Yi(ep) = €l (i-15): Sinon, Y#(ey) = 0. Pour

calculer uf, on calcule d’abord 1’élément H? déduit de H comme Y I’a été
de Y. Avec les notations ci-dessus, H*(ex) = (2i —v; —1)eg. Soit de plus k' €
IgU T4y, posons &1 (k') = (7, 5). La matrice élémentaire envoyant ey,
sur ey appartient a u? si et seulement si 'une des deux conditions suivantes
est vérifiée :

-2t —vy >20—v;+2,

- 2@"—Vj/:2i—uj+1etj’<j.

Grace a (9), on en déduit les formules suivantes, ot les décompositions
des matrices sont relatives a la décomposition de Iy U Iy.q en Iz U (IgN
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.}}v R:{
?
o
0

0
0
0
? 7 1
? ?7 1
uﬁ:{ooo b
0O . e 7 7
0 0 e

Les ? sont des blocs non précisés. Soit X € uf, notons Z = (Zr,s)ros=1,....1tm
son bloc sud-ouest. Il est triangulaire supérieur. Posons x = 1 + X. On a
Py () = p(X,oy zm). La fonction I*(w,,)(4) est a support dans
melR- Pour que z appartienne A ce support, il est nécessaire et suffisant
que Z soit inversible, autrement dit que z,, # 0 pour tout . Dans ce cas, on
peut écrire x = yw,, ¢y, oul y appartient au radical unipotent de R et € R
a pour premier bloc diagonal Z et vérifie bien siir det(j) = det(w, ) ™' =
(—1)Herm . On a alors I*(wp, 0)¢)(z) = ng (7). On calcule :

Tgp1) Ulgyq

S 0 v

1, sid(f), 6(m) <a
() = n(—1)HeHm sia <ol ) d(m )
DT ([T, ), s 8m) < 0 < 6(0),
n(IL, zrsr)s si 6(¢) <a<5( ).
Notons X (21,15« -+ » 2y i) Cette expression. On obtient que £ o I*(wy, ¢)(d)

est un multiple > 0 de :
Z X(ZLl""7ZHm,,Ulm)/llz)(_eryr>’
21,17£0 ----- Zum,Hm7£0 r

On sait que :

> w(—z) =1, > n(2)(—2) = ¢"Pn(-1)yy.

z7#£0 z7#£0
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Alors l'expression ci-dessus est un multiple > 0 de c3(m,¢). Cela prouve

(11).
En utilisant (8) et (11), on obtient :

L o I(w) = csceLyy,

ol ¢5 > 0 et ¢g est le produit des ca(m, £)c3(m, £) sur tous les couples (m, ¢)
intervenant dans la décomposition (8). En utilisant ensuite (4), (6) et (7)
et en se rappelant que ¢y est de module 1, on obtient ¢y = n(—1)Vcyce.
Un calcul pénible mais élémentaire montre que ce terme est égal a celui de
I’énoncé. {

§12. Valeur d’une fonctionnelle de Whittaker
On conserve les mémes hypothéses et notations. Posons :
1
de (s o) Z traces ™ T, o) (se2)y ()~

:EGUZQ

Posons :

(h2=h3)(h1—|hg|+1)

Y(h1, hg) = (=1)2 @+l )T +s(h2)

2
h2+h2
2 .

LEMME. On a [’égalité :

dy(py. pt3) = y(hy, o) |Us2 P02 T ncey).
j€J(h1,h2)

Preuve. Introduisons l'opérateur :

A= Z 7 (sex)y (z) 7

:EGUZQ

de E. Par définition, d¢(pq, pe) est la trace de la restriction de A a
E(py, pty). Mais I'image de A est contenue dans Ey, = E(ft1, fo)y, - Donc
dy(pq, o) est la trace de la restriction de A & ce sous-espace. Sur celui-ci,
A agit comme |Uso|nt(s¢). Dot les égalités :

d(py, o) = [Usa| trace n(st) s, = [Us2| trace(St).

Grace a 11(3),

trace(Se) = ceuf |7V? ) w((Ad(s¢)(X), X))

Xeu)
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Pour (j,¢) € J, notons u}(j,¢) le sous-espace de u} engendré par les élé-
ments E;M pour i = 1,...,vp. Grace aux égalités (1) et (2) du paragraphe
précédent, on vérifie que les différents sous-espaces u (4, £) sont orthogonaux
pour la forme quadratique X +— (Ad(s¢)(X), X). Restreinte a chacun de ces
sous-espaces, cette forme est non dégénérée. Elle est déployée si vy est pair.
Si vy est impair, son noyau anisotrope est la forme de rang 1 : z +— ¢ jtg_l:cQ.
Le calcul usuel des constantes de Weil conduit a l’égalité :

uh 177237 w((Ad(se)(X), X)) =7 T ntste),

Xeu, G,OET’

ou \7/ = {(]7£) € \7 y Ve analr} = {(]76) 7]7£ = 17"'7”17.7. < e? vj pair?
vp impair}. D’ou 'égalité :

de(py, o) = ‘U22\Ct%|pj‘ H n(tjte).
(43,.0eT’

En utilisant le Lemme 11 et 1’égalité ’y?p = n(—1), le calcul conduit a ’égalité
de ’énoncé. [

§13. Fonctions quadratiques-unipotentes

Notons C(G)qu le sous-espace de C(G) engendré par les fonctions
traces mt(py, po) pour (py, o) € Po(n) (Vindice qu signifiant quadratique-
unipotent).

_LEMME. Pour tout (h1,ha) € Feusp, la fonction ¢(hy, ha) appartient a
C(@)qu-

Preuve. Notons I 1'ensemble des classes de représentations irréduc-
tibles de G fixes par 6, ou plus exactement un ensemble de représentants de
ces classes. Pour tout 7 € II9, fixons une extension 71 de 7 & G et notons
traces mt la restriction a G de son caractére. La famille (trace s ") eo
est une base orthonormée de C(G). Notons quu le sous-ensemble {m(pq, py),
(11, p12) € Pa(n)} de 19 et 119, son complémentaire. 11 suffit de prouver
que, pour (hi,he) € Feysp et m € Hgon qw +
sont orthogonales.

A toute représentation irréductible m de G, on sait associer une classe
de conjugaison semi-simple dans le groupe dual de GG, lequel n’est autre que
G lui-méme. Soit s un élément de cette classe, notons Ly son centralisateur.

les fonctions ¢(h1, ha) et traces ™
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C’est un sous-groupe de Lévi défini sur F, d’un sous-groupe parabolique de
G qui, lui, n’est pas en général défini sur IF,. On sait qu’il existe une unique
représentation irréductible 7’ de L, dont la classe de conjugaison associée
est la classe de conjugaison par Ls de s, telle que m = j:qu (7). Plus
précisément, si ’on introduit la variété X qui intervient dans la construction
du foncteur Ri (et qui est une composante connexe de la variété X définie
au Paragraphe~3), il existe un unique ¢ € N tel que : ‘

— si j € N\ {i}, 7’ n’intervient pas dans le L-module HZ(X);

— en notant E’ I'espace de 7', le G-module (H!(X) ®@c E')Fs est irré-

ductible et isomorphe & 7.

En fait, ces propriétés restent vraies si 'on remplace L par un groupe

de Lévi L défini sur F,; et contenant L.

Remarque. De telles propriétés sont vraies pour tout groupe réductif
connexe mais la construction de L est en général plus compliquée.

Appliquons cela a © € II9. Pour toute valeur propre A de s, notons
Vi CV ®r, Fq I’espace propre correspondant. Prenons pour L I’ensemble
des g € G qui conservent chaque espace V) pour A # +1, ainsi que V1 ®V_1.
Parce que la classe de 7 est fixe par 8, on vérifie qu’il existe un sous-groupe
parabolique P de G, en général pas défini sur F,, de sous-groupe de Lévi
L, tel que :

~ Ng+(P)NNg+(L)NG #0;

— si 0, est un élément défini sur I, de cette intersection, 9L89£1 est

conjugué a s par un élément de L.

On peut introduire le groupe LT, la variété X et I’homomorphisme
Rg: comme au Paragraphe 3, la représentation (7', E’) de L telle que
7 = +RY(n’) et l'entier i comme ci-dessus. L'unicité de 7’ entraine qu’on
peut la prolonger en une représentation 7" de L. Pour j € N\ {i},
(H(X*) @c E')X" = {0}. Pour j = i, ce GT-module est un prolongement
de 7. Quitte & changer de prolongement, on peut supposer que c’est 7.
Donc traceg m+ = £RG (trace; 7'+). Supposons de plus 7 € 119, qu Par
définition de cet ensemble, on a alors L # G. Il nous suffit donc de prouver
que, pour tout (hi,hs) € Feysp €t tout groupe L # G comme ci-dessus,
¢(h1, ha) est orthogonal a I'image de C(L) par Rfi

Lusztig a défini un ensemble A* formé de triplets a = (L, S, £), ot L est
un groupe de Lévi vérifiant les conditions du Paragraphe 3, S est un sous-
ensemble de L invariant par conjugaison et £ est un systéme local cuspidal
sur S, ces données vérifiant certaines conditions, en particulier elles sont
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définies sur Fy. A tout tel triplet a, on associe une fonction ¢(a) € C(G), bien
définie & un scalaire prés. Ces fonctions vérifient les propriétés suivantes :
— pour a,a’ € A ¢(a) et ¢(a’) sont orthogonales si a et a’ ne sont pas
conjugués (|L4] Proposition 24.15) ;
~ les fonctions ¢(a), pour a € AP engendrent C(G) ([L3] Théoréme
21.14);
— plus généralement, soit L un Lévi comme ci-dessus; alors les fonc-
tions ¢(a), pour a = (L/,S,&) € AP tel que L C L, engendrent
RS (C(L).
Or notre construction des fonctions ¢(h1, ha) pour (hq, he) € Feysp, n’est
que D'explicitation de celle des ¢(a), pour les a = (L, S, £) tels que L = G.
Les propriétés ci-dessus entrainent qu’elles sont orthogonales a Rf: (c(L))
si L # G. Cela achéve la preuve. 0

§14. Représentations et induction de Deligne-Lusztig : premiéres
propriétés

Pour tout m € N, P(m) paramétre les représentations irréductibles
de &,,. On note p +— o(w) ce paramétrage. On fixe un élément w(m) de
S, dans la classe de conjugaison paramétrée par la partition (m). Soient
m,d € N. Pour w € &,,, on note w(d) xw 'image de (w(d),w) par I'injection
naturelle de &4 x &,, dans &, 4. Pour u € P(m +d) et p’ € P(m), on
pose :

[ w(d) x p'] =G|t Z trace o(p)(w(d) x w) trace o(p')(w).

weS,

C’est un entier.
Soient maintenant d,n’ € N tels que 2d + n' = n et soit (puy, pus) €
Pa(n'). On pose n’; = S(p;) pour j = 1,2.

LEMME. (i) Pour j = 1,2, il existe p; € C(G) et, pour tout p €
P(2d + nj), il existe cj(p) € Z tels que :

() Ry (traces 7 (i, p))

trace st (@, o),  sij=1
A Z (k) {tmce? 7t ( ), sij=2;
HEP(2d+n;) G My, ), J =45

(b) pour tout p € P(2d + n}), cj(p) = [p : w(2d) x pj] mod 2Z et @;
est orthogonale o traces w4 (p, o) sij =1, a traces nt(py, p) sij = 2.
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(13) Pour j =1,2, on a [’égalité :

(

Ry (traceg 7" (py, py))

trace (1, Ka), sij=1
= 2 [u:w(2d)><uj]{(_1§’dt }j( o
REP(2d+n)) n raceg (M, 1), st =2

Preuve. Les assertions pour j = 2 se déduisent des mémes assertions
pour 5 = 1 et du Lemme 4. On suppose j = 1. Reprenons les construc-
tions et notations du Paragraphe 3. La fonction R, (traces  mt(py, pto))

est la restriction a G de la trace de la représentation virtuelle de G dans le
module REI(E(;LI, W), ou L =A*XG, = IE‘;M X G,. Notons 7 cette re-
présentation virtuelle. D’aprés [DM] Corollaire 2.4, la restriction (7)) est

'image de (g, pto) par le foncteur RY. Introduisons le Lévi intermédiaire
M = Gagq X G,. On sait bien que :

R 1) = > trace o(A)(w(2d))m(N).
AeP(2d)

Alors :

RE(m(pi, pa)) = > trace o(X)(w(2d))RG; (1(A) @ 7y, o))
AEP(2d)

On a aussi, pour tout A € P(2d) :

RG(r(N) @ m(py, ) = Y [Reso(p) : o(A) ® o(py)|m(, o),
peP (2d-+nt)

ot [Reso(p) : 0(A) ® o(pq)] est la multiplicité de o(A) ® o(p;) dans la
restriction de o(u) & G4 X &,s. On obtient alors :

(7T+)\G = Z [ w(2d) X py|m(pe, py).
HEP(2d+n])

Pour tout u, on a fixé le prolongement 7 (p, py) de 7(p, py) & G*. Notons
7~ (w, o) lautre prolongement. Ecrivons :

= Y (Gt o) + e (o)) + T,
peP(2d+n))
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en regroupant dans IIT toutes les composantes de 7+ qui ne prolongent
aucune représentation m(p, p). Les coefficients c:; et ¢, appartiennent a Z.
Le résultat ci-dessus entraine que ¢, + ¢, = [ : w(2d) x py]. Posons ¢ =
trace s ITT et remarquons que, pour tout p, on a I'égalité trace 5w~ (@, po) =
— traces (e, phy). On obtient alors :

B

Ry (traces, | T (e, o)) = 0 + Z (¢, — ) trace s m (p, o).

HEP(2d+n])

Cette formule vérifie les conditions du (i) de I’énoncé.

Considérons maintenant I’homomorphisme RII. On va d’abord suppo-
sern’=0.0nal = IE‘qu X F;d, que I'on plonge dans le Lévi M = Gy x Gy.
L’élément 6 que 'on a construit au Paragraphe 3 normalise M. On note
Oy = 01 et M™T le groupe engendré par M et 0,. On définit la représenta-
tion Rﬁ/f(l) de M™, on va calculer la restriction a M de sa trace. Notons
T le sous-tore de Gy tel que T = FX,, fixons un sous-groupe de Borel
de G4 contenant T, notons N son ragical unipotent. Puisque ’automor-
phisme 03, = Ad(0y) échange les deux copies de G4, on peut supposer que
01 (r1,22) = (04(x2),04(x1)) pour x1,29 € Gy. Posons U = N x 04(N).
Introduisons la variété :

Xt ={z(UNFU)) e M"/(UNF(U));z 'F(z) € F(U)}
et sa composante neutre :
X ={2(UNF(U)) e M/(UNFU)) ;2 'F(z) € F(U)}.
On a l'égalité X = X L X0y;. On en déduit que, pour tout i € N, les
espaces d’invariants H:(XT)L" et HI(X)L sont isomorphes. Modulo cet iso-
morphisme, le groupe M+ agit sur H:(X)" : le groupe M agit par I'action
naturelle ; 0y agit par 'automorphisme déduit par fonctorialité de 8 ;. Pour

simplifier, on note encore @,; cet automorphisme. On adopte des simplifi-
cations d’écriture analogues dans la suite. Posons :

Y = {z(NNF(N)) € Gg/(NN F(N)) ; 2 'F(z) € F(N)}.
OnaX=7Y x60,4(Y). Daprés la formule de Kiinneth,

H(X)= @ HIY)ocH(04Y)~ @ HIY)ocH(Y).
dok k=i gk jrk=i
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On en déduit :

H(X)"~ @ H(Y)" ecHI(Y)".
jkig k=i

Le groupe M agit sur I'espace de droite de la fagon suivante. Soit (z1,x2) €
M. Cet élément agit sur HZ(Y)T @c HF(Y)? par I'action naturelle de x1 sur
le premier facteur et 'action naturelle de 8 4(x2) sur le second. L’élément 6y
envoie un élément v1 ® vy de HI(Y)T @c H*(Y)T sur I'élément, (—1)7F vy @ v,
de H¥*(Y)" @c HL(Y)T, le signe intervenant de la fagon habituelle dans
la formule de Kiinneth. Notons Z7 l'espace HZ(Y)T muni de sa structure
naturelle de Gg-module et 84(Z7) le méme espace muni de la structure de
G 4-module tordue par 4. Si j # k, les espaces Z7 @c0q(Z%) et Z¥@c04(Z7)
sont échangés par 60y, il ne contribuent pas a la restriction a M de la
trace de notre M T-module. On peut les négliger. Alors H:(X) devient
négligeable si i est impair. Si 7 est pair, il est équivalent & Z/2 @¢ 04(Z%/?)
et le signe intervenant ci-dessus est (—1)%/2. Notre module virtuel de départ
SO (1) HYXT)ET est donc équivalent a :

D (-1)'Z" ®@c 84(Z),

>0

ol maintenant 6,7 agit simplement par vy ® vy — V9 ® vy.

Revenons au cas général ot n’ n’est plus supposé nul. Le Lévi M est
maintenant G4 x G,» X G4. Un raisonnement analogue montre que le module
virtuel RJL\T (E(pq, py)) est équivalent a :

D (=17 @c E(py, o) @c 04(27),

120

ou 0y agit par lopérateur Ay : v1 @Ua@uz — v3RTT (ty, o) (0 ) (v2) @1
Puisque M est le Lévi d'un sous-groupe parabolique standard Q défini sur
[F, et stable par 8, on obtient le module Rfi (E(pq, py)), ou plus exactement
un module qui a méme trace sur G’, par induction & partir du précédent.
Pour tout i, notons (7%, E') la représentation induite de Q a G de Z' ®c¢
E(py, y) @c04(Z%). On prolonge 7! en une représentation 7%+ de G par :

(" (0)(f))(9) = Anr o £(8(9)),

pour f € E'et g € G. Alors Rfi (E(pq, po)) est équivalent a Zizo(—l)iEi.
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Supposons d’abord p, = (. On sait que la représentation de G4 dans
Z" est somme de représentations irréductibles unipotentes. Il en est donc de
méme de la représentation de G dans E*. On en déduit une égalité :

DN = Y ()t () + e (m)r (W),

i>0 peP(n)

avec des constantes ¢t (u),c™ (u) € Z (la notation m~ () est similaire & celle
introduite plus haut). On a alors 'égalité :

(1) Rj(traceg , 7 (1) = Y (¥ (p) — ¢ (n)) traceg 7 (p).
HEP(n)

Il nous reste a calculer les nombres ¢* () — ¢~ (). Pour cela, on identifie
nos représentations de G aux représentations de ’algébre H dans les sous-
espaces d’éléments invariants par B. Notons (? la représentation de Hy dans
Z4Ba_ posons GM = G4 x &,y x &4 et identifions ce groupe au sous-groupe
évident de &,,. L'espace E®P s’identifie a celui des fonctions f : H —
ZbBa @ E(puy)B @c Z9B4 telles que, pour w = (w1, ws,ws3) € &M et
h € 'H, on ait :

f(Twh) - (C;'L(Twl) ® ﬂ—(l’l‘l)(TWQ) ® Ci(Tujdl’masz3de,maz)) ° f(h)
L’algébre ‘H agit par translations & droite et %% (6) devient 'opérateur :
(7O () h) = Anr o f(Ty, 0 h T ma)-

Pour tout w € &,,, posons T, = ¢ '), 1, ot I(w) est la longueur de
w. Solent p € P(n) et (r, R) une représentation de H. On sait que l'opéra-
teur ), e, trace m(p)(T,,)r(Ty) est proportionnel a la projection sur la
partie 7(p)-isotypique de R (cf. [CR| 9.17, 9.19). D’autre part, d’aprés
notre normalisation de la représentation 7% (u), on sait que l'opérateur
T () (0)7 (1) (T, o) 2git sur E(p)? par multiplication par q"/? pour
un certain entier m. Alors 7~ (w)(0)7 () (T, 1mee) agit par multiplication

par —¢™/2. 11 en résulte I'égalité :

2) Y (=1 > trace n(p)(T},) trace (wF (0)m (T, oeTw))

120 weGy

= "2 (M () — ¢ () Z trace w(p)(T,) trace w(p) (Tow).
weGy
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La derniére somme ci-dessus est non nulle : c’est la trace d’un projecteur
non nul. Cette formule calcule ainsi ¢ () — ¢~ (u) comme rapport de deux
termes. Or ceux-ci sont des polynomes en ¢'/2, ¢~%/2, et la formule reste
valable si on remplace ¢ par une puissance ¢ pour r entier > 1. On ne sait
pas a priori que ¢ () — ¢ (p) est indépendant de ¢ mais :

(3) Pentier |¢T () — ¢~ (p)| est borné par un nombre indépendant de g.

En effet, d’aprés (1), cette propriété résulte de la suivante : la norme
de I'homomorphisme RII est bornée par un nombre indépendant de gq.
Pour prouver celle-ci, il suffit d’exprimer cet homomorphisme dans les bases

(¢(a))a6AF, mod conjugaison de C(Gn') et (¢(a))a6AF mod conjugaison de C(G) in-
troduites dans le paragraphe précédent. Il envoie un élément de la premiére
base sur un élément de la seconde, multiplié par une racine de 'unité. L’as-
sertion résulte alors du calcul des normes des éléments de ces bases ([L4]
Proposition 24.16).

On a donc une fraction rationnelle qui ne prend qu’un nombre fini de
valeurs en un nombre infini de points. Cette fraction rationnelle est donc
constante. On peut y remplacer ¢'/2 par 1. Les représentations des algebres
de Hecke deviennent des représentations de groupes symétriques : pour tout
r € N et toute partition A € P(r), 7(A) devient o(X) ; on note p?, resp. o', la
représentation de &4, resp. &,,, qui correspond a (*, resp. 7. On note leurs
espaces respectivement E(X)1, Z4, Ei. 1l résulte de notre normalisation de
7 (X) que Popérateur 77 (X)(6,.) devient o(X)(wy. maz). L'espace Ei est celui
des fonctions f : &, — Z! ®@c F(uq)1 ®c Z¢ telles que f(wu) = (p'(w1) @
o(p1)(w2) @ pH(Wa,mazW3Wa, maz)) (f (1)) pour tout w = (wy, w2, ws) € &M
et tout u € G,,. Le groupe &,, y agit par translations & droite. L’opérateur
7F(6) devient I'opérateur o?(6) défini par :

(0’(9)f)(w) =Byo f(wn,mazwwn,maz)

ol Byf(v1 @ v2 ® v3) = v3 ® 0" (1) (Wt ymaz ) (v2) & v1.
L’égalité (2) devient :

(4) Z(—l)i Z trace U(p)(wfl) trace(ai(ﬁ)ai(wmmaxw))

>0 weSy

Fixons i € N, un systéme de représentants S de GM\&,, et des bases B
de Z! et B’ de E(uy)1. Pour tout (s,by,be,b3) € S x B x B’ x B, notons
fs.b1 bo,bs 1'élément de E} a support dans &M, qui vaut by ® by ® by au point

https://doi.org/10.1017/5002776300002691X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S002776300002691X

358 J.-L. WALDSPURGER

s. Ces fonctions forment une base de E}. Notons B et B’ les bases duales
de B et B’. Pour tout endomorphisme D de E}, on a 'égalité :

trace(D) = > (B @ by @ b, D(fo by s.s)(5))-
(8,b1,b2,b3)ESx Bx B’ x B

Soit w € &,,. On a 'égalité :

(O—i(e)o—i(wn,maww)fs,bl,bg,bg)(3) =DByo fs,bl,bg,bg (wn,mawsw)-
Si wn,maxsws_l ¢ GM  ceci est nul. Si wmm(nsws_l = (w1, wq,w3) € GM,
ce terme vaut :

pi (wd,mazw?)wd,maz) (b3) @ U(ul)(wn’,maxU}?)(bQ) ® pi (wl)(bl)‘
On a les égalités :

Z <627U(”l)(wn’,maacU)Q)(bQ» = trace U(P’l)(wn’,mawa)’
boeB’

Z <617 Pi (wd,ma:vw3wd,maac)(b3)> <637 pi (wl)(b1)>
b1,b3€B

= trace pi(wdymazwgwdvmwwl).
Posons v = (1, Wy mass 1) € SM . Des formules ci-dessus et de quelques
changements de variables résulte I'égalité :
trace(ai(ﬂ)ai(wmmmw))

= Z Z trace p"(Wd,mazW3Wd,mazW1)

w'=(w1,w2,w3)ESM €S, Wn, mazsws—l=vw’
X trace o(py)(ws).

Le membre de gauche de (4) est égal a :
Z Z trace o(p)(s™ w0 wwn, mazs) trace o () (wa)
w=(w1,ws2,w3)ESM s€S

X Z(—l)i trace pi(wdmwwgwd,mazwl).
i>0

Remarquons qu’en posant w’' = (Wq, mazW3Wd,mazW1, Wn! mazW2, 1), U =

2 3 3 p— p— p— p— /— .
(1,1,w3), on a l'égalité : s~ tw lvwmmms = sy lw 1wn,m,mus. Puisque
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trace o(p) est invariante par conjugaison, on peut remplacer trace o(p)
(s‘lw_lvwn,mms) par trace U(p)(w/_lwn,m,m). Le terme que 'on somme
ci-dessus devient indépendant de s et ne dépend plus de wq, w3 que par le

produit Wy ;e W3W4, ma;w1. La somme se simplifie en :

1S]164] Z trace U(u)(w_lwnvmw) trace o () (ws2)
w1€6,, w2ES,,

X Z(—l)i trace p' (wy),

>0

ol on a posé w = (Wi, W megW2,1). Rappelons que pt se déduit de la
représentation de G4 dans H:(Y)T. Notons O la classe de conjugaison dans
G4 paramétrée par la partition (d) et 1 sa fonction caractéristique. Il est
connu que Y ;50(—1)" trace p est égal & |&4]|0| 1. Mais, pour wy € O,
on vérifie que u_Jnvmww (avec les notations ci-dessus) est conjugué a I’élément
que 'on a noté w(2d) x wy. L’expression précédente devient :

15|64/ Z trace o(p)(w(2d) x ws) trace o () (wa).

’wQGGn/

Puisque |S| = |&,||64|72|&,/|7!, ceci n'est autre que |S,|[p : w(2d) x py].
Alors (4) devient ¢ (p) —c™ (p) = [p : w(2d) x pq] et égalité (1) démontre
le (ii) de I’énoncé.

On a supposé p, = (). Passons au cas général en levant cette hypotheése.
Introduisons les sous-groupes paraboliques standard Rj, j =1,...,4 et Sy,
Sy de G, de sous-groupes de Lévi respectivement :

HIZGdXGnQXGn’QXGda HQZGdXGHIQXGHIIXGd,
H3:Gd><Gn/1XGdXGn/2, H4:Gn/2><Gd><Gn/l><Gd,
K = GQd—i—n/l X Gy, K, = Gn’2 X GQd—i—n/l'

/
2

Pour 4,5 = 1,...,4, on note w;; la matrice de permutation évidente telle
que wiijij-_’jl = H;. Par exemple, pour h = (hy,h2,hs,hy) € Hy, on
a w271hw27& = (hi1,hs, ha,hg). On note wg la matrice analogue telle que
'U)KKQQUI_(I = Kj.

Soit i € N. Le module E’ est isomorphe & Ind%l(Zi ®c E(p) ®c
E(ps) @c 04(Z%)). L'opérateur 747 (0) est le composé des opérateurs sui-
vants :
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- ©: Ind{, (2" @c E(w) @c E(py) ®c 04(27)) — Ind§,(04(Z°) @c
E(ps) ®c E(py) ®c Z2°) défini par ©(p)(g) = Bopob(g), ott B(v1 ®
Vg ® V3 ® V1) = Vg @ T (o) (Oy) (v3) @ TF (1) (O ) (v2) @ 015

— lopérateur d’entrelacement I(w; 2);

— la multiplication par un réel > 0.

Par l'isomorphisme I(ws;), E est encore isomorphe & Indgs(Zi ®c
E(py) ®c 04(Z%) @c E(puy)). L'opérateur 787 (0) devient le composé des
opérateurs :

SO Ind§, (7 @ Blp) ©c 0a(Z) ©c B(py)) — Indf, (B(iy) @c

04(Z") @c E(py) ®c Z') défini par ©'(p)(g) = B’ o ¢ 0 6(g), on
B'(v1 @ v2 ®@v3 ®v4) = 77 (g) (O ) (04) @03 @ T (141) (g ) (v2) ® 01

— l'opérateur d’entrelacement I(ws4);

— la multiplication par un réel > 0.

Notons (Fé, Eé) la représentation de Gggypy analogue de (7, E%) quand
on remplace p, par (). On a l'isomorphisme :

Ind§;,(Z° ©c E(w) @c 04(Z°) @c E(py)) = Ind§, (Ef @c E(p,))-

Donc E' s’identifie & ce dernier module, I'opérateur 7%+ (#) devenant le
composé des opérateurs suivants :
- 0" : nd§, (E{@cE(py)) — Ind$, (E(py)@cE}) défini par ©”(¢)(g) =

B0 08(g), b B(v1 ®t2) = 7 (1) (0 )(02) © 1 (et ) (01)
— Popérateur d’entrelacement I(wg);
— la multiplication par un réel > 0.
Remarquons que, si on remplace (7r§, Eé) par une représentation (7(u),
E(p)) ou p € P(2d + n}), la construction ci-dessus est justement celle de
7 (w, py). Sion a une égalité :

Y Dm T = > ()t () + e (w)r (),
>0 peEP(2d+n,)
on aura aussi :
St = > ()T (e o) ¢ ()T (1, o)),
>0 peP (2d+n))
puis I'égalité :

Tunp)) = Y (cF(p) —c (W) traceq 7 (s, o).
peP (2d-+nt)

+ -
Ry (trace G,

Les coefficients de cette expression sont les mémes que dans le cas py = 0.
Cela achéve la preuve. 0
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§15. Quelques définitions combinatoires

Soit p une partition. Pour deux entiers a,b € Z avec a > b, on pose
[a,b] = {a,a—1,...,b+1,b} (pour respecter les conventions concernant les
partitions, on écrit les ensembles d’entiers en ordre décroissant). Sia—b+1
est plus grand que le nombre de termes non nuls de p, on pose p + [a, b] =
{p1 +a,p2+a—1,... g—pyr1 + b}. Pour t € N, assez grand (plus grand
que le nombre de termes non nuls de p), posons :

Ey(p) =p+[t—1,0]
Ef (1) = {

—1
Er (1) = {5 i @ € Ba(w), impair}.

S i@ € Byw), pair},

On note t*(u), resp. t~ () le nombre d’éléments de E;" (u), resp. E; (u),

m(p) = sup(t™(p) — t7(p),t" () =t~ () — 1),
1
N(p) = 5(S(p) = m(p)(m(p) —1)/2).
Ces définitions sont copiées de [AMR], Paragraphe 5.B. On vérifie que m(u)
et N(p) ne dépendent pas de ¢ et que N(p) € N. On note o () et B,(p)

les partitions telles que :

ou(p) + [t (w) — 1,0] = B (), By(w) + [t (1) — 1,00 = Ey ().
On vérifie que S(a(p)) + S(B.()) = N(p). Si on change ¢t en ¢ + 1, on

obtient oy () = By (1), Byy1(p) = (). On note p;(pe) la représentation
irréductible de Wy, paramétrée par le couple (a(p), B (p)).

Posons encore :
Zy(p) = {(z,y) € Ex(n)* ; & >y, x impair, y pair},
P’cusp = (m(H)7 m(ﬂ’) - 1) HRR) 1)5

mault ,(1)? — mult (i
z(p) = Z ( #0) () + mault ,(3) mult (> 2))

2

>1, 7 impair
LEMME. On a la congruence :
S(w) | m(p)(m(p) +1)

|12e(1)] =1 Z2(Beusp) | = 2(v) +a(m(p)) + ==+ 1 mod 2Z,
ot v est la partition duale de p et la fonction o a été définie au Para-
graphe 11.
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La preuve, purement combinatoire, est laissée au lecteur. 0

Soient (g, py) € P2(n). Pour j = 1,2, posons m; = m(u;), N; =

N(;). En notant n = ml(”;lﬂ) + mg(”;QJrl), il y a un unique couple
(hl, h2) S ]:cusp,n’ tel que :

(1) myp = 3up(h1 + hg,—hy — hy — 1), mo = 3up(h1 — ho,hg — hy — 1)

On pose :
vy, o) = y(ha, h2)’]’/(—1)N2(_1)Z(V1)+z(y2)

ot y(hi,h2) a été défini au Paragraphe 12 et, pour j = 1,2, v; est la
partition duale de p;.

Remarque. Si py = (), ce terme se simplifie en

N(u1)+m1(m1+1)

Yy, 0) = (170 i

Pour j = 1,2 on choisit un entier ¢; assez grand tel que t; = ho + j mod
2Z. On pose p;j = pt;(p;). On note f(py, o) le sextuplet (hi, ha, N1, Na,
p1,p2). Il appartient a F. On a ainsi défini une application f : Py(n) — F.
Elle est bijective.

§16. Un lemme technique

Soient hi, ha, N, p;, p; comme au Paragraphe 8. Si |ha| > hy, soit
(1, o) € Pa(n) tel que f(py, ps) = p; et soit g = su un élément de G
vérifiant les hypothéses du (i) du Corollaire 8. Si |ha| < hy, soit (pq, py) €
Pa(n) tel que f(py, po) = po et soit ¢ = su un élément de G vérifiant les
hypothéses du (ii) de ce corollaire.

Notons Z, le sous-anneau de C formé des entiers algébriques.

LEMME. Sous ces hypotheéses, tracesm (py, py)(g) n’appartient pas o

\/izalg-

Preuve. Posons ¢’ = s?u. Cest un élément de G. Montrons que :
(1) traces ™ (1, po)(g) — trace w(pay, o) (g') appartient & v/2Zg,.
On a s* = 1. Les valeurs propres de 7% (uy, t5)(s) appartiennent a
41, +4} (ol ici 7 est une racine de —1). Décomposons E (1, en espaces
p K1, Ko p
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propres Ej pour j € {1, +i}. Posons t; = trace m(y, py)(u)g; . Certaine-
ment ¢; appartient a Zg,. On a :

trace st (py, o) (g) = t1 — toq + it; — it
trace m(py, po)(g') = t1 +t_1 —t; — t_;.

La différence de ces deux expressions est —2t_1 + (i + 1)t; + (1 — i)t_;. Or

% et 1—\/}1 appartiennent & Z . Cela entraine (1).

Il suffit donc de démontrer que trace w(pq, p9)(g') n’appartient pas a
\/§Zalg. Mais ce terme appartient a Z car w(p;, po) est définie sur Q. Il
s’agit donc de prouver que c¢’est un entier impair.

On calcule le couple (g, p). Soient (my, msa) le couple d’entiers > 0
défini par la relation 15(1). Alors :

p1:(2N—|—m1,m1—1,...,1), ﬂQZ(mg,mg—l,...,l).

On pose ny = S(py), n2 = S(uy). Remarquons que s? est un élément semi-
simple de G de valeurs propres +1. En notant ny leurs multiplicités, on
a:

— sl |h2| > hy, ny = 2N+h%, n_ = hl(hl + 1);

— si |ha| < h1, ny = h3, n_ =2N + hy(hy +1).

On calcule trace w(py, po)(g') en utilisant la théorie des faisceaux-carac-
téres pour le groupe G et en explicitant comme au Paragraphe 6 le théoréme
de Lusztig. Puisque 'on a déja détaillé la méthode aux Paragraphes 6 et
7 dans le cadre plus subtil du groupe GT, on ne donne ici que le résultat.
Rappelons que pour tout entier m € N et tout u € P(m), on note o(u)
la représentation irréductible de &,, paramétrée par pu. On associe & o(p)
une fonction de Green (), (,,) sur 'ensemble des éléments unipotents de G,.
Si v € G, est unipotent et si sa classe de conjugaison est paramétrée par
A € P(m) (i.e. les blocs de Jordan de v sont de longueur Aj, A2 etc...), on
a:

Qa(u)(v) #0 = A<

pour l'ordre usuel des partitions et, si A = p, Qg (v) = 1.

Notons A I'ensemble des familles n = (n¢ j)e=+, j=1,2 d’entiers > 0 telles
que :

—pour j=1,2, ny;+n_;=mn;j

— pour € ==&, Ne 1+ Ne2 = Ne.
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Pour une telle famille, posons &, = &, | X &y, , X &y} X G,_,. On a
deux plongements évidents (au moins a conjugaison preés) :

G, X 6,
/!
Gn

N

S, x6,_

N
Pour oy € ém, o9 € éng, oy € én+, o_ €&, ,notons resa,, (01®02), resp.
resg, (04 ® o_), la restriction & &, de 01 ® oy par le premier plongement,
resp. de 04 ® o_ par le second. Notons (resg, (01 ® 02), rese, (04 @ 0_))
leur produit scalaire usuel. Le théoréme de Lusztig s’explicite alors sous la
forme :

(2)  trace w(py, po)(g) = q" Z Qa(u+)(u+)Qa(p_)(U7)
by €P(ns), p_€P(n_)

x Y em)(rese, (0(p1) ® o(pa)), rese, (0(ky) © o(po))),
neN

o €(n) est un signe et r un entier > 0 qui nous importerons peu. Notons
A4, resp. A_, la partition paramétrant la classe de conjugaison de w4, resp.

u_. On a:
— si |h2| > hy, Ay = (2N+2|h2|—1,2|h2|—3, , 3, 1), A_= (2h1,2h1—
2,...,2);

— si |h2| < hl, AJF = (2|h2|—1, e ,3, 1), A_= (2N+2h1, 2h1—2, v ,2)

On va montrer que, dans la triple somme ci-dessus, indexée par p, p_,
n, un seul triplet donne une contribution non nulle. Pour ce triplet, on a
By = A i = A et (rese, (1) ® (1)), rese, (o(iy) @ () = 1.
Il en résultera I'égalité trace m(wq, py)(g’) = €(n)g” qui est bien un entier
impair, ce qui achévera la preuve.

Introduisons quelques notations. Pour toute partition ¢ et tout entier
a € N, on pose Sy(a) = a3 + -+ + . Pour deux partitions o et 3, on
définit de fagon évidente leur réunion a U 3 et leur somme v = a + 3 (on
a y; = a; + (3; pour tout j). Posons a = S(ax), b = S(B), soit § € P(a +10).
Il est bien connu que si () ® o(B) intervient dans la restriction de o(d) a
Gy X 6y, alors aU B < d < a+ B. Si 'une ou 'autre de ces inégalités est
une égalité, la multiplicité de o(a) ® o(3) dans la restriction de o(d) est
égale a 1.
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Soit gy p_, n un triplet dont la contribution a la somme (2) est non
nulle. Puisque Qp(y,)(u+) # 0 et Qp(y y(u-) #0, on a:

(3) A <py, Ao <pl

Puisque (rese, (0(p1) @ o0(p)), rese, (0(py) @ o(p_))) # 0, il existe des
partitions a j € P(ne ;) (ici comme dans les lignes qui suivent, on a € = +,
j=1,2), telles que :
o(ae1) ®0o(ae2) intervient dans la restriction de o(p.) & &y, X Gy, 4
o(ay ;)@ (a— ;) intervient dans la restriction de o(p;) & &, ;X &p_ ;.
Cela entraine :

Nt,5
(4) He < Qe + Qe 2,

Soit ¢ un entier > 1, posons ¢ = mult,, (> i), ¢; = mult, (> i), c=cy+c_.
Les inégalités ci-dessus entrainent :

{Sce (IJ’E) S Sce(an) + Sce(aE,Q)y

©) Sey (s ) + S (cry) < Selpsy).

D’autre part, Se(py Up_) = Se, (py) + Se_(p_). Alors :

6)  Se(pyUp_)=Sc (1y)+ Se (p_)
< Sc+ (aJr,l) + Sc+ (a+,2) + Sc_ (af,l) + SC— (a*,Q)
< Se(py) + Se(pe) = Se(py + o).

On remarque que g + o = Ay UA_. On a ainsi obtenu la relation :
Se(mpUp_) < Se(ApUAL)

pour ¢ = multy, oy (> i), et cela pour tout i > 1. D’aprés [S] Lemme 3.4
p. 192, cela entraine p, U p_ < Ay U A_. En comparant avec (3), on
obtient p, = Ay et p_ = A_. Maintenant, les deux termes extrémes de
(6) sont égaux et cela oblige toutes les inégalités du calcul ci-dessus a étre
des égalités. Prenons par exemple pour ¢ un entier pair intervenant dans
A_. Notons ¢, ¢, ¢ les analogues de ¢4, c_, c relatifs 4 i + 1. On a
¢, = c4 car tous les termes de Ay sont impairs. On a ¢ = c_ — 1 car
toutes les multiplicités de A_ sont < 1. Donc ¢ = ¢ — 1. Soustrayons de
(5), qui est maintenant une égalité, la méme égalité pour ¢ + 1. On obtient

https://doi.org/10.1017/5002776300002691X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S002776300002691X

366 J.-L. WALDSPURGER

a_je = pje (le c_-iéme terme de a_ ; est égal au c-iéme terme de ,uj).
Quand ¢ parcourt tous les entiers pairs intervenant dans A_, c_ parcourt
I'ensemble {1, ..., h;}. Remarquons que la premiére inégalité de (4) entraine
que la longueur de ac_ ; est < hy. Les égalités précédentes déterminent donc
entierement a_ ;. On détermine de méme o ;. Cela montre qu’il y a un
unique quadruplet de partitions (ot j)e=+, j—1,2 possible. Par exemple, dans
le cas 0 < ho < hy, on obtient :

a1 = (2h2 - 1,2h2 - 3,. .. ,3, 1), a9 = @,
a_ | = (2N+h1+h2,h1+h2—1,h1+h2—2,...,2h2+1,2h2,2h2—2,...,2),
a_ 9o = (hl —hg,hl —hg — 1,...,2,1).

On constate que les inégalités (4) sont des égalités, donc o(ay 1)@0 (a4 2)®
o(a_ 1) ®o(o_ 2) intervient avec multiplicité 1 dans resg, (o(p1) ® o(ps))
comme dans resg, (0(py)®@o(p_)). L'unicité du quadruplet (o j)e=+, j—1,2
entraine celle de la famille n € N. Le calcul ci-dessus des multiplicités en-
traine que, pour cette famille, on a bien (resg, (0(p1)®0o(ps)), ress, (o ()
®o(p_))) = 1 comme on le voulait. 0

§17. Le résultat principal
Rappelons que 1'on suppose p # 2 et ¢ > n.

THEOREME. Pour tout (1, o) € P2(n), on a l’égalité :

trace s 7r+(u1, Ha) = Y(1, o) d o F(pey, pha).

La fin de l'article est consacrée a la démonstration de ce théoréme. Elle
se fait par récurrence sur n. On suppose désormais l’assertion du théoréme
prouvée quand on y remplace n par tout entier n’ < n.

§18. Symboles et induction de Deligne-Lusztig pour les fonctions
caractéristiques de faisceaux-caractéres

Pour tout sous-ensemble fini A C N x {£1}, posons :

— pour € € {1}, A°={z € N; (z,¢) € A};

- rg(A) = (Z(x,e)eA z) — [(W%)Q] (ou [z] = partie entiére de z; re-
marquons que rg(A) > 0);

= def(A) = [AF] = |AT].
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On introduit la relation d’équivalence entre de tels sous-ensembles finis
engendrée par A ~ A" ot A" = {(z + 1,¢) ; (z,¢) € A} U{(0,1),(0,—1)}.
Les fonctions rg et def sont constantes sur les classes d’équivalence. Pour
N € Net D € Z, on appelle symbole ordonné de rang N et de défaut D
une classe d’équivalence d’ensembles A tels que rg(A) = N et def(A) = D.
En pratique, on représentera un symbole par un élément A de la classe en
question ayant un nombre d’éléments assez grand. On ne s’intéresse qu’aux
symboles de défaut 0. On note Sy I'ensemble des symboles ordonnés de rang
N et de défaut 0.

Pour tout ensemble X, on note C[X] I'espace vectoriel complexe de base
X. On le munit du produit scalaire hermitien pour lequel X est une base
orthonormée.

Soient N,d € N, d > 1. Pour A € Sy, posons :

Xa(A) ={(z,€) e A; (x+d,e) € A}
Pour (x,¢) € X4(A), posons :

Aa(z,€) = (A\{(z,6)}) U{(z + d,€)},

Gun(,) = (~lerates o]
Remarquons que Ag4(z,€) € Sy1q. On pose :

I;(A) = Z Cd,A(x7€)Ad(x7€)7

(z,e)€X4(A)

Iy (M) = ) egala,e)hgl,e).

(z,6)€X4(A)

Par linéarité, cela définit des homomorphismes I3 : C[Sy] — C[Sytd)-

Pour (e, 3) € P2(N), représentons ces partitions par des familles de
méme longueur : @ = (g > -+ > ay), B8 = (61 > -+ > (). Posons
At=a+[r—1,0, A" =08+[r—1,00 et A = {(z,¢) ;e = +1, z € A}.
Alors A € Sy et l'application (e, 3) — A ainsi définie est une bijection de
Pa(N) sur Sy. Puisque Py(N) paramétre Wi, on en déduit une bijection
de Wy sur Sy, que l'on note p A(p). Fixons un élément w™(d), resp.
w~(d), de W, dans la classe de conjugaison paramétrée par ((d), ), resp.
(0, (d)). Pour p € Wyyq, p € Wi et € = +, posons :

[p:w(d) x p] = [Wx|™* Z trace p(w®(d) x w) trace p'(w),
weWn
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avec des notations analogues a celles du Paragraphe 14. I.’homomorphisme
I§ s’interpréte de la facon suivante (on identifie & a {£1}) :
(1) pour tout ' € W, I(A(P)) = ¥ peqin,lp : w(d) x 01A(p).
Posons S = (Jyen Snv. Des homomorphismes précédents se déduisent
des endomorphismes I de C[S]. Posons S = N x Z x S x S. On a un
isomorphisme :

C[S] = C|N x Z] ®¢ C[S] ®¢ C[S)].

Pour j = 1,2 et € € {£1}, on note Ij; 'endomorphisme de C[S] produit
tensoriel de 'endomorphisme 7§ de la j-iéme copie de C[S] et des identités
de C|N x Z] et de lautre copie de C[S]. Pour tout entier m € N, notons S,,
le sous-ensemble des (hq, ha, A1, Az) € S tels que hy(hy+1)+h3+2rg(A)+
21g(A2) = m. Evidemment, I§ ; se restreint en un homomorphisme de C[S,,]
dans C[S;,+24]-

Pour p = (h1, ha, N1, No, p1, p2) € F, posons :

Ak(p) = (h1, ha, A(p1), A(p2)).

Ce terme appartient & S,,. On a ainsi défini une application Ay : F — Sy
Elle est bijective.

Notons C(G)y.qu le sous-espace de C(G) engendré par les fonctions ¢(p)
pour p € F. En associant & tout s € S,, la fonction oo A,;l(s), on définit
une application linéaire k : C[S,] — C(G)k,qu- D’aprés le Lemme 5, c’est
une isométrie.

Pour n/,d € N tels que d > 1 et n' +2d = n, pour j = 1,2 et € = +,
on a défini au Paragraphe 3 un homomorphisme Rf ; : C(Gp) — C(G).
Par construction de C(G) k,qu. il envoie C (én/)k,qu dans C(G) k,qu (rappelons
notre convention d’affecter d’indices n’ les objets analogues & ceux que ’on

a défini pour notre groupe G' = G,, quand on remplace n par n’).

LEMME. Le diagramme suivant est commutatif :

k. _/ ~
Clsy| —— (Gn’)k,qu

| 75, | 2

CSa] —— C(G)rqu

Le lemme est dit & Asai (JA], Lemme 2.8.2). Il se déduit de (1).
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§19. Symboles et induction de Deligne-Lusztig de représentations:
premiéres propriétés

On pose Ayep = Ajof ot f, resp. Ay, a été définie au Paragraphe 15, resp.
18. Alors A, est une bijection de Py(n) sur Sp,. On définit un homomor-
phisme rep : C[S,] — C(G)qu qui & 5 € S, associe (g1, o) traces mt (pay,
o), ol (puq, po) = A;e%,(s). Cet homomorphisme rep est une isométrie.

Remarque. Lassertion du théoréme revient a dire que C(G)g =
C(G)k,qu et que rep = k. L’hypothése de récurrence assure la validité de
ces assertions quand on y remplace n par tout n’ < n.

Soient n/,d € N tels que d > 1, n’ +2d = n et soit 7 = 1,2. Le
Lemme 14(ii) entraine que l'image de C(G,,)qu par R ; est incluse dans

C(G)qu-
LEMME. Le diagramme suivant est commutatif :
ClSn] =2 C(Gor)qu
lf«}tj lR;j
ClS] —— C(G)qu

Preuve. On suppose pour simplifier j = 1. Soient s = (h1, ho, A1, A2) €
Spoet (pq, py) = Arepn (s) € Pa(n'). Posons n = S(py), m = m(p,), soit
t un entier assez grand tel que t = ho + 1 mod 2Z. Posons :

X ={z € E(p); v +2d & Er(py)}-

Pour x € X, posons :

B(piys2) = (Bulpin) \ {2}) U (& + 24},
C(x) _ (_1)|[x+2d—1,x+l]ﬁEt(p,1)\ )

D’apres la régle de Murnaghan, les partitions p € P(2d + n)) telles que
[ s w(2d) x py] # 0 sont celles pour lesquelles Ey(p) est égal & Ey(pq;x)
pour un x € X. On a alors I'égalité [ : w(2d) x p;] = ((z).

Il résulte des définitions que 'on peut supposer :

A ={y+u sy e Bi(p)) Ul —1,0]

pour € = =+, ou :
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—sim=ho+1mod2Z, u™ =m, u" =0,
~sim=hymod2Z, uT =0, u” =m+ 1.
L’application :
(3 +ut,1), si x est pair,
L= 1 . . .
(5= +wu~",—1), six est impair,

est une bijection de X sur X;(A;). Si z € X correspond ainsi a (y,€) €
Xa(A1), posons ((y,€) = ¢(z) et notons p(y, €) la partition de 2d + n] telle
que Ey(p(y,€)) = Ei(pq;x). On vérifie que :

(1) Avep(p(y, €), o) = (ha, ha, A1 a(y, €), Az).

On a légalité R}, o rep,(s) = v(py, po) Ry, (traces , ©F (1, po)).
Grace au Lemme 14(ii) et aux considérations ci-dessus, on obtient 'éga-
lité :

Rfjorep(s)= > (w1, po)l(y,) traceq mt (u(y, €), po).

(yve)EXd(Al)
D’autre part, d’aprés (1) et les définitions,
repoli(s) = > Yy, €), ta)Can, (Y. e€) traces m (u(y, €), pho).
(y,€)€Xa(A1)

Il s’agit donc de prouver que, pour tout (y,€) € X (A1), on a I'égalité :

(2) V(1 12)C (Y, €) = v (1Y, €), 2)Ca,n, (y; €)-
Fixons donc (y,€) € X4(A1), notons x 'élément de X qui lui correspond et
posons p = u(y, €). On a l'égalité :
[242d -1,z +1]N Ey(py) = 2° 0 21,

o, pour £ = 0,1, Z* = {z € Ey(y) ;2 +2d > 2 > x, 2 = x + £ mod 2Z}.
L’application :

z + + ;

e 5+ u', sl x est pair,

2=l =, sizest impair,
est une bijection de Z° sur [y+d—1,y+1]NAS. Donc (-1)\2% = Can, (y,€).
Introduisons les ensembles Z;(p;) et Z;(p) du Paragraphe 15. Supposons
par exemple = pair. Posons :

Zi(pwy) ={(" ') € Zi(wy) 1y # x},
Zy(w) ={(=,¢) € Z(n) s/ # x+2d}.
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Ces deux ensembles sont égaux. L’ensemble Z;(p1)\ Z/(pe;) est en bijection,
par (z/,x) — o/, avec {2’ € Ey(p,) ; ' > x, 2’ impair}. De méme, Z;(pu) \
Z{(p) est en bijection, par (z',z 4+ 2d) — 12/, avec {2’ € Ei(p) ; ' >
x + 2d, ' impair}. Ce dernier ensemble est égal a {2’ € Ei(p,) ; 2/ >
x, ¥’ impair} \ Z1. On en déduit I'égalité |Z;(uy)| — |Z¢(p)| = |Z%]. On a
supposé x pair. Dans le cas o z est impair, on démontre de méme que
|Zi()| — | Zi(11)| = | Z1]. En tout cas, en utilisant le Lemme 15, on a :

(_1)|le = (—1)2@)==w)

ol v, resp. v sont les partitions transposées de p, resp. pq. Alors :
C(yy€) = (= 1)ll+2d-La+ Bl — (_1)I2°1+2"]
= (CUTG ).

Mais, par définition de la fonction ~, on a 1’égalité :

(—1)2==0) = 5y, €), o)y (B, po) "
Dot (2). i

§20. Symboles et induction de Deligne-Lusztig de représentations,
suite

Soient n’,d € N tels que d > 1 et n’ + 2d = n, et soit j = 1, 2.

LEMME. (i) L’image de C(Gpr)gu par Uhomomorphisme Ry ; est incluse

dans C(G)qu-

(i) Le diagramme suivant est commutatif :

ClSw] —2 C(Cr)qu

|72, | 72,
rep =

ClSn] —— (G)qu

Preuve. On suppose encore j = 1. Soient 7#2/,d € N tels que d > 1 et
7' +2d = n, soient j = 1,2 et € = &. Pour s € C[S,/] et 5 € C[S/], on a
I’égalité de produits scalaires :

(1) (Ig1(5), 135(5) = (Ry s © repy(s), Ry 5 © repp(5)).
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En effet, par '’hypothése de récurrence, rep,, = ky, rep; = kp. Grace au
Lemme 18, le membre de droite est égal a (koI (s),ko IC%(E)). Puisque k
est une isométrie, cela entraine (1).

Soit s = (h1,ha, A1, A2) € S,y Posons (py, py) = A;e;n,(s). Modifions
la formule du Lemme 14(i) en ne conservant dans la somme que les p tels
que [p : w(2d) x pq] # 0 et en additionnant les autres au terme ;. Les p
ci-dessus ont été déterminés dans la preuve précédente, dont on reprend les
notations. On obtient le résultat suivant. Il existe une combinaison linéaire :

J(s) = Z €Can, (z,€)c(z, €)(h1, ha, A1 (x,€), A2)

(z,0)€Xa(A1)

ou les coefficients c¢(z,€) sont des entiers impairs, et il existe ¢ € C[S,],
orthogonal a rep(J(s)), de sorte que :

Ry orepn(s) = ¢+ rep(J(s)).

Remarque. 11 n’est pas naturel & ce point d’introduire les termes
€Ca.A, (x,€), mais on peut évidemment le faire quitte a modifier le signe
de c(z,¢€) et cela simplifiera les calculs ci-dessous.

Alors :

(Rgy 0 repn(s), Ry o repn(s)) = (p,0) + Z c(w, ).
(I,G)Exd(Al)

Appliquons (1) pourd = d, 5 = s, j = 1,& = —. Le terme de gauche ci-dessus
est égal & (I;,(s),1;,(s)), i.e. & [Xq(A1)[. En comparant avec le membre
de droite, on voit que ¢ = 0 et ¢(x,e) = +1 pour tout (z,€) € X4(A1).
Puisque ¢ = 0, on obtient déja R, o rep,/(s) = rep(J(s)), ce qui entraine
le (i) de 'énoncé. Pour démontrer le (ii), on doit prouver que J(s) = I;,(s),
c'est-a-~dire que ¢(x,€) = 1 pour tout (z,¢) € Xg(Aq1).

Pour € = 4+, I’égalité (1) se simplifie. En effet, grace au Lemme 19,
le membre de droite devient (rep(J(s)), rep oI;fj(g)). Puisque rep est une
isométrie, on obtient : 7

@) (U3, (9. T55(8)) = (T (5). I5(9)).

Supposons d’abord rg(Ag) > 0. Il est facile de trouver d>0,Ay €
Sro(rs)—d €t (Z,€) € Xg(A2) tels que Ay = Ay 4(Z,€). Soit (z,€) € Xq(A1),
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posons 5 = (hy, ha, A1(z,€), Ay). On vérifie que (hy, ha, A1(z,€), Ag) est le
seul élément de S, qui intervienne a la fois dans la décomposition de J(s)
ou I (s) et dans celle de I;Q(E), quand on écrit ces termes dans la base S,

de CI[S,]. On calcule alors les produits scalaires :

(T (), 17,(5)) = ez, €)eCan, (#,€)Cg 5, (7, €),
(I31(5),17,(5)) = €Can, (2, €)¢q 3, (T, €)-

En comparant avec (2), on obtient ¢(z,€) = 1 comme on le voulait.
On suppose désormais 7g(Az) = 0. On simplifie les notations en posant
A=Ay, N =1rg(A), N=N'+d,

J(A) = Z €Can(z, €)c(z, e) Az, €).

(z,e)eXa(N)

Pour d € {1,...,N} et A € Sy_g4, on a I'égalité de produits scalaires dans
C[SN] :

3) (Ig (W), 17 (A)) = (J(A), I (A)).

On l'obtient en appliquant (2) & 5 = (h, ha, A, Ag) et j = 1.

Disons qu’'un ensemble fini d’entiers > 0 est cuspidal si ¢’est un intervalle
[t,0]. Si un ensemble fini A d’entiers > 0 n’est pas cuspidal, on peut trouver
un autre ensemble A, un élément Z € A et un entier d > 1 tels que Z+d ¢ A
et A= (A\{z})u{z+d}.

Soit (x,€) € X4(A). Supposons A~€ non cuspidal. Choisissons A~¢, 7 €
Acetd>1telsquez+dg A €et A== (A"¢\ {Z})U{z + d}. Notons
A Télément de Sy _j tel que A° = Ay(x,€)€ et A=¢ soit I'ensemble que
lon vient de choisir. On vérifie que Ay(z,€) est le seul élément de Sy qui
intervienne & la fois dans la décomposition de J(A) ou I, (A) et dans celle
de Ig(A). Le méme argument de produit scalaire que ci-dessus entraine
légalité c(z,e) = 1.

On suppose désormais A~ cuspidal. Supposons qu’il existe Z, d € N tels
que :

(4) TN, z+deA, {z,z+dn{z,z+d=0.

Fixons de tels entiers, définissons A € Sy _g par A€ = (Ag(w,€)\ {Z+d})U
{z}, A=¢ = A~°. Cherchons les constituants communs de J(A) (ou I (A))

et I}(A). On doit chercher les (y,v) € X4(A) et (y,7) € XG(A) telb que
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Ag(y,v) = Ag(y, 7). Considérons de tels couples. Si v # ¥, I'un des deux
ensembles Ag(y, )¢ et Ag(, 7)€ est cuspidal, I'autre pas. C’est impossible.
Siv=0v=—¢ Ag(y,v)" = A, Ag(7,7)¢ = A°. Or A€ contient Z et A ne le
contient pas. Impossible. Donc v = o = €. Si § # Z, Aj(7, €)€ contient Z et ne
contient pas Z-+d. Il en est donc de méme de Ag(y, €)¢ = (A°\ {y})U{y+d}.
Puisque A€ ne contient pas Z et contient Z + d, cela entraine a la fois y =
T+dety+d=z. Ces égalités sont contradictoires. Donc § = Z. Alors
Aj(y,€) = Ag(z,€). Puisque ce terme est égal & Ay(y, €), nécessairement
y = x. On a ainsi montré que Ay(x,¢€) était le seul constituant commun de
J(A) (ou I;(A)) et I;(]\). Comme précédemment, on en déduit I'égalité
c(x,e) = 1.

On suppose désormais qu’il n'y a pas de Z, d vérifiant (4). Montrons
que :
(5) P'une des trois possibilités suivantes est vérifiée :

(a) il existe z < x — 2 tel que A° = {x} U [z,0];

(b) il existe 2’ > x +d+ 1 tel que A= [/, 2 +d+1]U[z+d—1,0];
(c) A€ est cuspidal.

Soit y le plus grand élément de A€. Supposons y > x + d. S’il existe
T<y,TF#x+d, tel que T & A€, on a T # x puisque z € A€, et le couple Z,
d = y — & vérifie (4), contrairement & ’hypothése. Donc x + d est I'unique
élément de l'intervalle [y, 0] qui n’appartient pas a A€ et (b) est vérifié pour
2/ = y. Supposons maintenant x + d > y. On n’a pas y = x + d puisque
x+d¢ A°. Donc x +d > y. Supposons = + d >y > x. S’il existe T < y tel
que Z ¢ A€, de nouveau le couple Z, d = y — Z vérifie (4). Impossible, donc
A® = [y,0] et (c) est vérifie. Supposons enfin x > y. Alors z = y puisque
x € A°. Notons alors z le plus grand élément de A€ qui soit < . On prouve
de méme que A® = {z} U[z,0]. Alors (a) est vérifié si z —2 > z et (c) l'est
si x — 1 = z. Cela prouve (5).

Supposons vérifiée la condition (a) ci-dessus. Soit (y,v) € X4(A) un
élément autre que (x,€). Notons (a’), (b’) et (c¢’) les conditions obtenues
en remplagant (x,€) par (y,v) dans les conditions (a), (b) et (c) ci-dessus.
Les arguments précédents montrent que c(y,v) = 1 sauf si, d’une part,
A™" est cuspidal et, d’autre part, I'une des conditions (a’), (b’) ou (c¢’) est
vérifie. Puisque A€ n’est pas cuspidal, la premiére condition impose v = e.
Pour la méme raison, (c’) n’est pas vérifiée. La condition (a’) non plus : elle
impliquerait = y. Il ne reste que (b’). On a alors a la fois :

A ={z}U[z,0] = [, y+d+1]U[y+d—1,0].

Cela impose z=x —2ety=ao—d— 1.
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Supposons d’abord  —2 > z. On vient de montrer que ¢(y,v) = 1 pour
tout (y,v) € Xq(A), (y,v) # (x,€). Alors :

J(A) =17 (A) = (c(z,€) — 1)Can(z, €)Ag(x,€).
L’égalité (3) s’écrit :

(c(z,€) — 1) (Ag(z, e),I;—r(j_\)) =0.
En appliquant cette égalité a d = d, A = A, on obtient ¢(z,¢) = 1. Supposons
maintenant * — 2 = z. On a ¢(y,v) = 1 pour tout (y,v) € X4(A) avec
(9,v) # (,6), (59) # (& —d—1,€) et (3) sécrit :

((C($)€) - 1)<d,A(x’€)Ad(xv 6)
+(clx—d—1,¢) = 1)Cga(x —d —1,e)Ag(x —d — 1,¢€), I}([&)) =0.

Sid>2 onprendd=1,Atel que A= = A€ et A° = {x+d—1}U[z—2,0].
On vérifie que A4(x, €) intervient dans la décomposition de I (;f(/_&) tandis que
Ag(z —d—1,€) n’y intervient pas. L’égalité ci-dessus entraine c(z,€) = 1. Si
d=1,solent dy = 1,ds =2, Ay = A, Ay tel que A;€ = A€ et A§ = [z—1,0].
On vérifie que Ay4(z, €) intervient dans la décomposition de 1 3‘1 (]\1)—1—1'32 (As),
tandis que Ay(z — d — 1,€) n'y intervient pas. D’ou encore c¢(z,e¢) = 1.
Cela achéve la preuve dans le cas ou (a) est vérifiee. Une preuve similaire
s’applique si (b) lest.

Reste le cas ou (c) est vérifiée. Alors At et A~ sont tous deux cuspidaux.
Puisque def (A) = 0, cela implique 1g(A) = 0. A ce point, nous avons donc
démontré 'assertion suivante :

(6) si s = (h1,h2,A1,A2) € S, veérifie (rg(A1),rg(A2)) # (0,0), alors
Ry orepy(s) =repoly(s).

Reprenons la démonstration en supposant rg(A) = 0. On peut supposer
AT = A" =[d—1,0]. On a l'égalité X4(A) = A. Soit (z,¢) € Xy4(A) avec
x # 0. Définissons A par A=¢ = [d — 1,0] et A® = [d,x + 1] U [x — 1,0]
et posons d = z. Un calcul comme on en a déja fait montre que les seuls
constituants communs de J(A), ou I; (A), et I;f(]\) sont Ag(x,€) et Ag(0,€).
L’égalité (3) s’écrit a + B = ac(z,€) + Fe(0,€) on «, f # 0. Puisque ¢(x, €)
et ¢(0, €) sont des signes, cela entraine ¢(z,€) = ¢(0,€). On calcule :

(I (M), 17 (M) =0,
(JALIF @A) = Y ec(a,o).

(z,e)€X4(A)
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D’aprés ce qui précéde, ce dernier terme vaut d(c(0,1) — ¢(0,—1)) et (3)
entraine que ce terme est nul. En conséquence c(z, €) est constant. En notant
v cette constante, on a J(A) = vI; (A).

Comme on l'a dit au Paragraphe 18, I'espace C[Sy] est isomorphe a
C[Wd], lui-méme égal a l'espace des fonctions invariantes par conjugaison
sur Wy. Soit (e, 3) € Pa(d). Notons w(a,3) un élément de la classe de
conjugaison dans Wy paramétrée par (o, 3), 14,3 la fonction caractéristique
de cette classe, Zy d( (e, B)) le centralisateur de w(ea, 3) dans Wy. Posons
Sa,8 =13, 01,0 0l oIy o---(A). Grace a 18(1), cet élément de C[Sy]

s’identifie & |Zw, (w(ex, ))|1a75. Pour tout p € Wy, on a alors I'égalité :

(7) Ap)= Y |Zw,(w(a,B) trace p(w(ax, B))sa,p-

(e,B)EP2(d)

Plongeons Sy dans S, par A’ — (h1,hg, A, Ay). Notons A(p) et 5a,8 les
images de A(p) et sq 8. Je dis que :

(8) si (e, B) # (0, (d)) alors rep($a,8) = k(3a,8)-
Si o # (), on peut écrire $o,8 = I;l 1(s) avec s’ € Sj—24,. En utilisant les
Lemmes 18, 19 et I’hypothése de récurrence, on a :

rep(3a,8) = Roq 19 TePp— 2a1( /) = R;;l,l 0 kn—2a, (3/) = k(3a,8)-

Sia =0, onaf <d Onpeut écrire Sq8 = I3 |(s') ot ' € S;_25, est
une combinaison linéaire de termes (h1, he, A’, A3) avec rg(A’) = d — ;. On
raisonne comme précédemment, en remplagant 1'usage du Lemme 19 par
celui de (6) ci-dessus. Cela prouve (8).
En utilisant I'égalité J(A) = vI; (A), le méme raisonnement conduit &
I’égalité :
rep(39,(a)) = vk(30,a))-

= (h1,h2,d,0,w(D, (d)),—). Clest un élément de F et on a
¢(w). On calcule |Zy, (w(0, (d)))| = 2d. En calculant k(A(p)) et
TAC

ce a l'égalité (7), on obtient 1'égalité :

Posons w
k(30,(a)) =
rep(A(p)) g

v—1

37 0w) = rep(A(p))

k(A(p)) +

pour tout p € Wy. Si |ha| > hy, resp. |ha| < hi, prenons pour p la re-
présentation sgn}gg S(h2), resp. sgn}é}D. Alors k(A(p)) est égal a la fonc-

tion notée ¢(p;) au Paragraphe 8, ott i = 1, resp. i = 2 et rep(A(p)) =
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(g1, o) trace s T (g, po), O (py, pto) est défini comme au Paragraphe 16.
Soit ¢ = su un élément de G vérifiant les conditions du (i), resp. (ii), du
Corollaire 8. Ce corollaire nous dit que :

$(pi)(g) = ag®Mm2 | g(w)(g) = Bg®h)/2,

ou a, € {£1}. Appliquons ’égalité précédente au point g. On obtient :

v—1
Oéqé(hl’}m)/2 + 57615(’“’]12)/2 = v(py, p2) trace & 7T+(N'17 Ho)(g)-

Le terme de droite et le premier terme de gauche sont des entiers algébriques.
Donc ”2—_dlq6(hl’h2)/2 lest aussi. Si d ne divise pas ¢°"1:72)/2 cela entraine
v =1. Alors J(A) = I (A) et cela achéve la démonstration. Supposons que
d divise ¢°h1:h2)/2 Cest donc une puissance de p. L’égalité précédente se
récrit :

q5(h1,h2)/2 v—1 N
—a (ad + ﬁT) = Y(K1, Bo) trace " (11, p2)(9)-

D’aprés le Lemme 16, le membre de droite n’appartient pas a \/§Zalg. A
fortiori, 'entier ad + ”—gl est impair. Cela entraine v = 1, d’ou encore la
conclusion. 0

§21. Preuve du théoréme

Remarquons que :

(1) pour tout entier N > 1, C[Sy]| est engendré par les images des
homomorphismes I pour e = tetd=1,...,N.

En effet, interprétons C[Sy] comme C[Wy], ou encore comme l'espace
des fonctions sur Wy invariantes par conjugaison. Soit f une telle fonc-
tion, supposons-la orthogonale aux images des homomorphismes 1. D’aprés
18(1), pour tous e = +,d € {1,...,N}, w' € Wxn_g4, on a f(w(d) xw'") = 0.
Mais tout élément de Wy est conjugué a un élément we(d) x w’ pour e, d
et w’ convenablement choisis. Donc f = 0, ce qui prouve (1).

Notons Sy, cusp 'ensemble des (hi, ha, A1, A2) € S, tels que mg9(A;) =
rg(A2) = 0 (et donc (hi,h2) € Feusp). Notons C[Sy]ing le sous-espace de
C[S,] engendré par les images des homomorphismes I§7 j» pour € = +, d=
1,...,[5], 7 =1,2. D’aprés (1), on a I'é¢galité C[S,] = C[S,]ina ® C[Sn,cusp)-
Cette décomposition est orthogonale. On a :

(2) pour tout s € C[S,]ing, rep(s) = k(s).
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En effet, on peut supposer s = Iflj(s’), avec s’ € C[Sy], n' +2d = n,
d>1,e==, 7€ {1,2}. En utilisant le Lemme 18, I'un des Lemmes 19 ou
20 et 'hypothése de récurrence, on a :

rep(s) = rep oIé,j(s’) = Rg ;o rep,, (s")
= R 0 bu() = koI5, () = k().

Cela entraine :

(3) rep(C[Sn,cusp]) = k(C[Sn, cusp))- )
En effet, d’aprés le Lemme 13, k(C[S), cusp)) est inclus dans C(G)gy. 11
est aussi orthogonal a k(C[S),]ing) donc, d’aprés (2), a rep(C[Sy]ind). Mais

I'orthogonal de rep(C[S,]ina) dans C(G)gqy est rep(ClSp, cusp)). D’ott 'inclu-
sion du membre de droite de (3) dans celui de gauche, puis leur égalité par
égalité de leurs dimensions.

Soit (hi,h2) € Feusp, Posons s = (hi, ha, Ag, Ag), ot Ag est 'unique
symbole de rang 0, notons (ft1, tto) 'élément de Po(n) tel que Ayep(pey, po) =
s. C’est le couple associé & (h1, hy) au Paragraphe 11. Par définition,

rep(s) = v(p, o) trace s (py, po) = y(ha, ha) trace s 7 (py, o).

D’aprés (3), on peut écrire :

(4)  A(hy,ho) tracegmt () = Y a(Bh, hh)p(hy, hh),
(hh:h%)EFcusp

avec des coefficients x(h, h}) € C. En comparant les normes, on a 'égalité :
() Y. ey =1
(h:ho)E€Fcusp

Utilisons les définitions des Paragraphes 9 et 12 relatives au couple
(h1,he) et soit t comme au Paragraphe 9. L’égalité (4) entraine :

y(ha ho)de (g, o) = D w(hy By)ee(hy, By).
(hl17hl2)€‘7:6usp

Grace aux Lemmes 9 et 12, cette égalité se simplifie en :
(b, 12) (T no gy 185
[T nt) =3 +atn=ho) (e nts), sihs#0,
je€J(hi,h2) .
’ o ‘T(h’la 0) (HjEJ(hl,O) n(t])>7 S1 h2 = 0.
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Si hy = 0, on en déduit x(hy,0) = 1. Si hy # 0, on remarque que les dif-

férents produits sont, en tant que fonctions de t, des caractéres du groupe

F; N dans lequel varie t. L’indépendance linéaire des caractéres entraine
que x(h1,—h2) = 0 et x(h1,hy) = 1. L’égalité (5) entraine ensuite que
x(hy,h%) = 0 pour tout (h},hh) # (hi,hs). Alors rep(s) = k(s). Cela dé-
montre que rep et k coincident sur C[S), cysp). Joint a (2), ce résultat dé-
montre le théoréme. []
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