
UNE REMARQUE SUR HYPOELLIPTICITE

YOSHIO KATO

dedie a Monsieur le Professeur K. Noshiro, a Γoccasion

de son soixantieme anniversaire

1. Un operateur diίferentiel P{x,D) a coefficients C°° est dit hypoelliptique

si toute solution de Γequation

P(x,D)u=f

est indefiniment derivable quand /eC°°. Π est bien connu qu'un operateur

formellement hypoelliptique est hypoelliptique (dont la demonstration a ete

donnee par plusieurs auteurs). D'autre part, Treves [2] a introduit une

condition suffisante sous laquelle un operateur est hypoelliptique et qui englobe

le cas formellement hypoelliptique (voir Definition 1). Ensuite, apres une

certaine date, Hormander [1] a donne Γautre condition qui est strictement plus

large que celle d'hypoellipticitέ formelle, eu egard au fait que la condition de

Treves est implicite et difficile a verifier pour un operateur donne (voir Defini-

tion 2). Cela nous a poussέs a etudier la relation entre les condition suffisantes

qu'ils etablissent. Dans cet article on dέmontrera que la condition de Hor-

monder est plus forte que celle de Treves (voir notre theoreme).

D'abord nous introduirons de certains espaces fonctionnels, avec Treves

[2] (N designant Γensemble des entiers>0):

1) AsΞ>f (s nombrereel) <=> / e ^ , \f(ξ)\(l ^

1') A{oc=>

/ n - > 0 (As

lo

2) As>d=>f (s,d nombres reels)

(x* = x1*i xn*
n

9

Reςu le 30 juin, 1966.
1) Nous dέsignons par £f Γespace des distributions tempέrees sur Rn et par / la trans-

formέe de Fourier de /.
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134 YOSHIO KATO

Λ - > 0 (A' *)(n-+oo)

2') A^Ξ>f φ=> φfe-A9-*

3) Soit £ un ensemble ouvert dans Rn, et E un espace vectoriel topologique

Alors,

£y{Ω){E)Έ>f <=> / : Ω -+E est indefiniment differentiable,

<2ζ{Ω){E)=>f(p<=N) <=> / : Ω-+E est p fois continύment differentiable.

4) βy(Ω)(k As>d)Ξsf{Syd,k nombres reels) <=>

4') £

Soit P(x,D) un operateur differentiel qui est defini dans un ouvert i2 de

Rn et s'έcrit sous la forme

oύ αeiVΛ et Z)*=(~za/a^1)
<xi {—idldxn)*n. Alors nous allons definir les

criteres d'hypoellipticite de [2] et de [1] la dessous.

DEFINITION 1 (Treves). Nous dirons que P{x,D) est de type progressif sur

Ω s'il existe une distribution E(x,y) sur Rn

x{y^Ω) telle que P(y,Dx)E(x,y) = δ(x)

pour chaque y^Ω et qui possede les proprietes suivantes:

(T. 1) II existe des nombres reels 5, d et &(d>0? 0<&<l) tels que

(T. 2) Pour tout ouvert borne U, UaϋaΩ, il existe une fonction

de support contenu dans {x; x+UaΩ}, egale a l a u voisinage de 0, telle que

des distributions T5{x,y) sur Rn

x {y^U, ; = 05 1,2, ) donnees par

verifient la suivante: pour tout entier q>0, il existe un entier p>0 tel que

Tp(x,y)tΞCq(RxxUv).

DEFINITION 2 (Hόrmander). PoperateurP(#, D) est dit satisfaire la condition

HE dans Ω si

(H. 1) P{xfD) n'est identiquement nul dans aucune composante de Ώ.

(H. 2) II existe des nombres d,k (0<rf<l, 0<fc<l) et des functions Mj{x,ξ)

sur ΩxxRn

ξ tels que pour tout a,β&Nn,
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UNE REMARQUE SUR HYPOELLIPTICITE 135*

ι\DμξP(se,ξ)\<Cfi,a(l + \ξ\)-tι'ιMfi-(x,ξ)P(x,ς), feΛ ,
( L 2 ) lUM/ίr.exc.d+iei)*, ee/? , y=i, 2, ,n,

ici Cg,* et Cx sont bornέs quand x parcourt des ensembles compacts de Ω, et

on a utilise" les notations:

THEOREME. SΌ£ί P{%,D) un operateur diffferentiel ά coefficients indefiniment

derivαbles dans un ouvert Ω de Rn. Si P(x, D) verifies la condition HE dans Ωf il est

de type progressif dans chaque ouvert dont Γadherence est contenue dans Ω et compact..

Pour demontrer le thέoreme nous construirons dans le paragraphe 2 une

solution elementaire de P{y,Dx) verifiant la propriέte (T. 1), et dans le dernier

paragraphe nous montrerons que cette solution elementaίre jouit de la propriete

(T. 2).

2. LEMMA (Treves). Soit Q(x,D) un operateur differentiel a coefficients continus

dans un ouvert Ω de Rn tel que Q(yQ, ξ)^0 par rapport a ξ pour chaque yQ<EΩ, et K un

ensemble compact de Ω. Alors il existe des nombres reels positifs η, a et b tels que pour

et ξo^Rn il existe un Θ^Rn tel que

pour ξ^Rn et y&Rn verifiant la suivante:

OIL z est un variable complex, et m— maxmx {mx—Vordre de Q(x,ξ) par rapport a ξ).

Pour la demonstration du lemme, voir Lemma 3 dans [3].

Supposons qu'un operateur P{x, D) vέrifie la condition exposee dans le

theoreme precedent. Soit Ω! un ouvert borne, Ω'cΩ. D'apres [1], nous

pouvons nous afϊirmer que pour tout xG:Ω il existe des constantes positives Ax.

et Cx telles que

P(x9ξ)<2\P(x,ξ)\,

(2.1)

pour tout ξ verifiant \ξ\>Ax, oύ Ax et Cx sont bornέs quand x parcourt des.

ensembles compacts de Ω et mx=Vovάer de P[x,ξ) par rapport a ξ.
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136 YOSHIO KATO

Posons

x, m=maxnιx,

X<ΞΩ' x^Ωf

•et

α' = min
Compte tenu de (2.1), le lemme precedent peut etre applique pour Q(x9 D)

= P(x,D) et K=Ωf : pour ζQ verifiant | f o |<A et pour y^Ω'9 il existe θQ(=Rn

tel que

(2.2) bP(y,ξXin{\P(y,ζ+zθo)\

pour ξ et y verifiant Γinegalite

lf-fol<^ \V-Vo\<αf.

Maintenant nous prenons ξw, ,f(r)e7?Λ dans \ξ\^A et yQ\ ,y^<=Rn

dans Ω' tels que deux families d'ensembles {ξ |f—ί(P)| <^>p=1 et {2/; \y—y{<ι)\

< «'}J-i soient des recouvrement de {f; Iί|<A> et Ω' respectivement. Alors

nous choisissons des fonctions 0<φp(ξ)e£gr (p=l, 9r) et

(q=l, ,5) de la maniere suivante:

Suppb o]c{f; \ξ\>A},

<1?} (p=l 5 , r ) ,

( ^ = 1 , ,5 ) ,

+^r(f)=l dansi?-,

h1(y)+ + h,(y)=l dans ^ .

Par θPtQ nous designons <? correspondant a ί(p ) et t/(?) dans le lemme, et par

E0{x, y) et EPtQ(x, y) des distributions sur Rl definies pour chaque y^Ω' comme

suit (p=l, ,r; q=l, , 5):

(2.3) <E,{x,y),

(2.4) <Ep,q(x,y)J(x)>

aci

x> φ(x)=φ(-x).
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UNE REMARQUE SUR HYPOELLIPTICITE 137

On deduit sans difficulte de (2. 1) et (2.2) qu'elles sont bien definies, et em

outre, de (2.3) que E,{x,y)^βy{Ω){^f

x) et

(2.5) £0(f, y)=^ΛEQ(x, y)]=

De plus on deduit de (1.2)

(2.6) Et(

(k et d ont la meme signification qu'en (H. 2)), et de (2. 4)

(2.7) EU*. y)=(2,)

ce qui montre EPtq{x,y)<=C°°(RxxΩ').

PROPOSITION. Supposons que P(x,D) soit le meme qu'en theoreme et EQ{x,y) et

EPtq(x,y) soient les distributions definies par (2.3) et (2.4) respectivement. Alors la

distribution

(2.8) E(x,y) = Et(x,y)+ίl ίlEpJx,y)

sur Rx est une solution elementaire de P(y,D) pour chaque y^Q' et appartient a

ey{Ω') (k; A-ί™+V'd).

Demonstration. Soit φ^&ί. Alors on deduit de (2. 3), (2. 4) et de la formule

d'inversion de Fourier,

<P(y,Dx)E(x,y), φ(x)>

pour y^Ωr. DΌu resulte P(y,Dx)E(x,y) = δ(x) pour yeΩf'. D'autre part on

a E{x9y)^ev{Q'){k9A^^d) d'apres (2.6) et (2.7).

Cela acheve la demonstration de la proposition.

3. Soit P(x9 D) un operateur diίFerentiel a coefficients indefiniment derivables

dans un ouvert Ω de Rn et Ωf un ouvert borne, Ω'czΩ. Supposons que P{x, D)

verifie la condition HE dans Ω. Alors nous allons demontrer qu'il est de type

progressif dans Ω''.

Nous avons deja vu dans le paragraphe precedent que P(x,D) possede la

propriete (T. 1). II suffit done de demontrer que P(x,D) possede la propriete
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138 YOSHIO KATO

(T. 2). Pour cela nous pouvons supposer que les coefficients de P(x,D)

appartiennent a

Soient E(x, y), E0{x, y) et EPΛ(x, y){p = l, ,r; q=l, ,s) desdistributions

definiespar (2.3), (2.4) et (2.8), Ω" un ouvert borne, β"cfl ' , et ω{x) une

fonction appartenant a £gr9 de support contenu daus{cc; x-\-Ωf/aΩfy et egale a

1 au voisinage de 0. Nous designons alors par fj{x,y) et gj(x,y) (/=0, 1, )

des distributions sur Rn

x{y<aΩ") qui sont determinees par

)=ll Ί±EPΛ{x,y),

(3 1) I

, Dx)-P(x+y, DMfU^ V)+9s-ι{*> 2/))]

9 Dx)-P(x+y, DJg^x, y)\ (;

On voit facilement que Tj(x,y) = fj{x,y)+gj(x,y) verifie (1.1) pour

Pour examiner la propriete (T. 2) nous n'avons qu' a demontrer que pour tout

qeΞN il existe un pe JV tel que fp(x,y)+gp(x9y)^C9{RxxΩ^).

D'apres (2.7) et la proposition, on ?ίgQ{x, y)^C°°{Rn

xxΩn) et fo{x, y)

respectivement. Done, en utilisant le fait que

C~(Rn

x x Ωfί)&εy(Ωff)(εΆ c C~ (Rx x Ω'ί) 2\
n

x x Ω^czC°°(Rn

x X flj),

on deduit de (3. 1) gj(x,y)(=Co(R7

x'xΩ'y') pour tout j>0.

Maintenant on va demontrer que pour μ,v^Nn et j>0 il existe une constante

CμtVj telle que

(3.2) \D;D;f^y)\<CM,VJ(l+mrd^+Jm^^

pour tout ζ^Rn et y<=Ω", ici d et M{y,ξ) sont la meme signification qu'en

<H. 2).
Si fj(x, y) (j>0) verifieront (3. 2), on deduit de (1. 2) et (2. 1) que pour ζ(=Rn

1) Soit β(x)E&{Ω) et egale a 1 sur Ω'. Considerons alors Poperateur β(x)P(x,D) a la
place de P(x,D).

2) Nous designons par Q' l'espace des distributions a support compact.
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UNE REMARQUE SUR HYPOELLIPTICITE 139

χ9 y)1\ = |Z>^;Λ(f, y)\

ce qui montre fj{x, y)&£y{Qf/){k;A-(m+k)+dJ>d). Or on peut s'affirmer que pour

tout qeίN il existe un pe^N tel que £y(Ω")(k;A-(m+k>+dp>d)c:Cq(R*ίxΩΪ)9 done

P[x, D) possede la propridte (T. 2), ce qui acheve la demonstration du theoreme,

comme Ωn est un ouvert borne arbitraire tel que Ω"c:Ωr.

On demontrera la relation (3. 2) par induction. Pour cela on n'a qu'a

montrer

(a) si la relation (3. 2) est vraie pour tout j'<j et tout v, μ, elle est vraie pour j,

^ = 0 et ^ = 0,

(b) silarelation (3.2) est vraie pour tout j'^j et tout J/, μ' tels que \v'+μr\ <\v+μ\,

Me est verifiee pour j9 v et μ.

Demonstration de (a). On pose

(3. 3) fj(x9 y)=Ux, y)&tP(y, Dy)-P(x+y9 D&f^x, y)

-Mx* v)£l(l-ω(χ)KP(v, Dx)-

D'apres le developpement de Taylor, on a:

(3.4) P(y,Dx)-P{x+y>Dx)= S CX
0 < | | < ί

avec des constantes Ca convenables, Ra(x,y; Dx) etant un operateur differentiel

s'ecrivant sous la forme

ici on note que chaque fonction cΛ,r(x9 y) est indefiniment derivable dans Rn

x x Ry

jet bornee ainsi que chacune de ses derivees.

Par consequent, grace a (2. 5), (3. 3) et (3. 4) on a:

(3. 5) P(y9 ξ)fj(ζ, y) = φo(ξ) Σ C«[-Dξγ{DlP{y, f))/,->(£? y)
0<lx|<ί

Σ Σ ^ίχacΛ.r {x, y) Dlf^x, y)]

ω(x)) Σ (br(y)-
\r\<m

D'abord nous considerons le premier terme du second membre de (3. 5):

d'apree (1.2) et la hypothese de Γinduction, il existe une constante CaJ>0 telle

que
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<CaJl+\ξ\)-dί, (vJ8<α, «=¥θ)

pour tout ξeRn et |/efl".

Maitenant pour le second terme: d'abord on remarque qu'il existe une

constante C{,p>0 telle que pour tout a(\a\ = t), γ et y,

et on dέduit de (2. 1) et de la hypothese de Γinduction que

pour a, | α | = ί 0 (ίo = [(2m+rf)/d]+l, J^-f l-gf i r ) . On a alors:

(3.6) Sup ^ [ * c.,r(*,y)β];/ί-1(a!,

pour α, |« |=ί 0 .
Enfin pour le troisieme terme: comme 1—<a(a;)=0 au voisinage de 0, on a

oύ s > max (n, (2m+d)/2d).

Alors par le meme raison qu'en (3. 6), il existe une constante CSJ>0 telle que

pour tout ξe.Rn et tout ye.Ω". Cela termine la demonstration de (a).

Demonstration de (b). En operant Dμ

ξD
v

v a (3. 5), on a:

i) = Σ C,:μiD
μ'Dv

y'P{y,ξ))'{Σf"Dy'fj{ξ,y))

v'+μ'>Q
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(ϋ) + Σ Σ C.s.jD lDri%"{P{y,ς)φJ&))I%'Dv

i;'fi -ι{ξ,y) \
v'+v"«=y 0<|α|<£ ς ς

(iii) + Σ Σ DΪD»(&;iχ ca.τ(x,y)Dlfj-ι(x,y)]φtf))
|α |=/ |r|<»«

(iv) +DltDζ(φ0(ζ) ^[(\-ω(x)) Σ (brW-brix+yWlfj-^y)]).

Nous allons estimer (i), (ii), (iii) et (iv) par ξ.

D'abord on deduit facilement de (1. 2) et de la hypothese de Γinduction

qu'il existe une Constance CMtVtj>0 telle qu'aucun terme de ( i ) et ( i i ) ne

dέpasse CμtVtj(l+\ξ\)-dclμl+^M{y,ξy-μ pour tout ζ^Rn et y<=Ω".

Du meme calcul qu'en (3.6) on a:

si \<χ\=t0 (tQ = l(2m+d+k\v+μ\)ld]+l). En appliquant a (iv) la methode
semblable qu'en haut, on peut obtenir la demonstration de (b).
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