UNE REMARQUE SUR HYPOELLIPTICITE

YOSHIO KATO

dédié & Monsieur le Professeur K. Noshiro, a I’occasion
de son soixantiéme anniversaire

1. Un opérateur différentiel P(x, D) a coefficients C~ est dit hypoelliptique
si toute solution de I’équation

P(x,Du=f

est indéfiniment dérivable quand feC=. 1I est bien connu qu’un opérateur
formellement hypoelliptique est hypoelliptique (dont la démonstration a été
donnée par plusieurs auteurs). D’autre part, Tréves [2] a introduit une
condition suffisante sous laquelle un opérateur est hypoelliptique et qui englobe
le cas formellement hypoelliptique (voir Définition 1). Ensuite, aprés une
certaine date, Hérmander [1] a donné ’autre condition qui est strictement plus
large que celle d’hypoellipticité formelle, eu égard au fait que la condition de
Tréves est implicite et difficile a vérifier pour un opérateur donné (voir Défini-
tion 2). Cela nous a poussés a étudier la relation entre les condition suffisantes
qu’ils établissent. Dans cet article on démontrera que la condition de Hér-
monder est plus forte que celle de Tréves (voir notre théoréme).

D’abord nous introduirons de certains espaces fonctionnels, avec Tréves
[2] (N désignant ’ensemble des entiers>0):

1) A'Sf (s nombre réel) &> fe.&, |F@I1+1elrely
Far0 (A 0) & NF)=supl FO11+16)' 0 (2> o)
1) Ahesf & ofed’ (Yo D)
a0 (AL (1> 0) €5 ofn—0 (A% (n—> o) (Vo= D)
2) A*>Sf (s,d nombres réels) < z*fe A1 |(YEN")

(2*=w* ...... 2% el =a,+...... +a,)

Regu le 30 juin, 1966.
1) Nous désignons par & P’espace des distributions tempérées sur R™ et par 7 la trans-
formée de Fourier de f.
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a0 (A%%) (n— o) & 2%, >0 (A% (5 — o) (Yac N»)
2)  AMlsf & ¢fedtt (Yoe D)
Fa=0 (AL (n—0) &> ¢fn—>0 (4% (n— ) (Vo D)

3) Soit 2 un ensemble ouvert dans R», et E un espace vectoriel topologique.
Alors,
EHQNE)Df & f: 2 — E est indéfiniment différentiable,
EYNRNE)Sf(peN) & f: 2 > E est p fois continliment différentiable.

4)  &,(Q)k, A*%)> f(s, d, k nombres réels) <> fe&i(2)(A**¢)(VpeN).
4) Ey Rk ALD)Df > 0fEE, Q) A (Yoe D)

Soit P(x, D) un opérateur différentiel qui est défini dans un ouvert 2 de
R™ et s’écrit sous la forme

P(z,D)=3]a,(z)D* a.(2)C(2).

ol acN* et D*=(—i3[dx,)*t ...... (—id/ox,)*».  Alors nous allons définir les
critéeres d’hypoellipticité de [2] et de [1] 1a dessous.

DEriniTioN 1 (Tréves).  Nous dirons que P(x, D) est de type progressif sur
2 §’il existe une distribution E(x,y) sur Ry Q) telle que P(y, D,) E(x, y)=8(x)
pour chaque y€2 et qui posséde les propriétés suivantes:

(T. 1) Il existe des nombres réels s, d et k(d>0, 0<k<l) tels que
E(z,y)e&,(2)k; Ang).

(T.2) Pour tout ouvert borné U, UcUc®, il existe une fonction o(x)e.
de support contenu dans {x; x+Uc 2}, égale a 1 au voisinage de 0, telle que

des distributions Ty(x,y) sur R? (y€U, j=0,1,2,...... ) données par
(1' 1) {Tb(x’ y)’:E(x’ y)7
Ty, y)=E(w, y)xfo(@){P(y, D,)—P(x+y, D)}T;(2, y)], (i=12,......)

vérifient la suivante: pour tout entier ¢>0, il existe un entier p>0 tel que
Ty(x, y)=CARLIXU,).

DzerinrTioN 2 (Hérmander). lopérateur P(x, D) est dit satisfaire la condition

HE dans 2 si

(H. 1) P(x,D) n’est identiquement nul dans aucune composante de Q.
(H. 2) 1l existe des nombres d,k (0<d<1, 0<k<1) et des fonctions Mj(x, &)
sur @,X R tels que pour tout «, BEN",
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{lDZDfP(x,S)KCa,z(l-I-lEl)“’"”MB"‘(x,E)P(x,&), §ER",

(1. 2) 1<Mj<x’ E)gcz(1+lél)k, sERn) .7=13 2) """ b n’

ici Cy,, et C, sont bornés quand z parcourt des ensembles compacts de 2, et
on a utilisé les notations:

P(z, §)=(3| PX(, €) |92 (P*(x, §)= DEP(x, §)), M=* =M, F1=*1..... . MI""",

TufOREME. Soit P(%,D) un opératewr diffférentiel & coefficients indéfiniment
dérivables dans un ouvert 2 de R*. St P(x, D) vérifies la condition HE dans 2, il est
de type progressif dans chaque ouvert dont I’adhérence est contenue dans 2 et compact.

Pour démontrer le théoréme nous construirons dans le paragraphe 2 une
solution élémentaire de P(y, D,) vérifiant la propriété (T. 1), et dans le dernier
paragraphe nous montrerons que cette solution élémentaire jouit de la propriété

(T. 2).

2. Lemma (Treves). Soit Q(x, D) un opérateur différentiel a coefficients continus
dans un ouvert 2 de R™ tel que Q(y,, £)%0 par rapport a & pour chaque y,=2, et K un
ensemble compact de 2. Alors il existe des nombres réels positifs 4, a et b tels que pour
Yo=K et £, R™ il existe un 9, R™ tel que

pour EER™ et ye R vérifiant la suivante:

[6—¢&,] <7, ly—y,l <aé(?/0a &)(1+1&1D™,

ol z est un variable complex, et m= max m (mgz="ULordre de Q(x, &) par rapport & &).

Pour la démonstration du lemme, voir Lemma 3 dans [3].

Supposons qu’un opérateur P(x, D) vérifie la condition exposée dans le
théoréme précédent. Soit £’ un ouvert borné, 2’cQ. D’aprés [1], nous
pouvons nous affirmer que pour tout xeQ il existe des constantes positives A4,
et C, telles que

P(z,£6)<2]|P(x, )],
(2.1) P(x,&)#0
1/1P(x, &) <C (1+1£])™=

pour tout ¢ vérifiant [£]|>A4,, ol A, et C, sont bornés quand x parcourt des
ensembles compacts de 2 et m,=order de P(z, &) par rapport a &.
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Posons

A=max A,, m=maxm,,
zeQ’ zs Q'

et

@= Jin_ (aP(y, O[1+1e)™>0,

‘Compte tenu de (2.1), le lemme précédent peut étre appliqué pour Q(x, D)
=P(x,D) et K=02': pour &, vérifiant |&|<A et pour y,e2’, il existe §,€R"
tel que

(2. 2) bB(y, &)< é?fxlp(y’ E+26,)]

pour £ et y vérifiant I'inegalité

[6—& <y ly—yl<a.

Maintenant nous prenons &0, ...... ,&Ne R dans [£]<A et yO,...... , Y= R
dans £’ tels que deux familles d’ensembles {£; |6—&®|<y)p-, et {y; ly—y?|
< @'}, soient des recouvrement de {&; |&]|<A} et 2’ respectivement. Alors
nous choisissons des fonctions 0< ¢,(§)ez (p=1,...... ,7) et O<sh(y)ez
{g=1, ...... , s) de la maniére suivante:

Supp [pJdc{€; 16]1>A4),

Supp [g,lc{s; [6—e@ <y} (p=1,...... ,7),
Supp [hlc{y; ly—v,l<a} (a=1,......,s),
PolE)+...... +¢,.(6)=1 dans R~,
hy(y)+...... +ny)=1 dans £'.

Par 6,,, nous désignons ¢ correspondant & &® et y@ dans le lemme, et par
E(x,y) et E, 4(x, y) des distributions sur R} définies pour chaque y=2’ comme
suit (p=1,...... ,73 9=1,...... , 8):

(2. 3) <Edwv), fad=@n (21 seae,  peo,

(2' 4) <Ep.q(x: Y), 9;(37»

— (9 \-n va(Eha(y) 2 1
=(2=) S<S|z|=1P(yq,e+§eq,p) 9(e+ely05 dz)de, =,

ici

36 =F15)e)= e 4(x) dz, F(x)=9(—2).
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On déduit sans difficulté de (2.1) et (2.2) qu’elles sont bien définies, et en
outre, de (2.3) que E\(x,y)EE,(2)( %) et

(2.5) Eye,v)=FEa, y)1=—1

De plus on déduit de (1.2)
(2.6) Eyw, 9)E&,(2) (k; A-0.0),

(k et d ont la méme signification qu’en (H. 2)), et de (2. 4)

—(9\-n 0pEVg(Y) etz 1
(2' 7) Ep.q(x> 2/)—(27‘!‘) S<Slzl=lme #(€+20p,9) 27”2 dz)dé,

ce qui montre E, 4, y)eC™(REX2’).

ProrosiTioN. Supposons que P(x, D) soit le méme qu’en théoréme et E(x,y) et
E, %, y) soient les distributions définies par (2.3) et (2.4) respectivement.  Alors la
distribution

(2.8) E@,y)=Eo,y)+ 2 B Ey o, 9)
sur R est une solution élémentaire de P(y,D) pour chaque yE Q' et appartient &
Ey(27) (k5 A-m+h).c),
Démonstration. Soit g€ <. Alors on déduit de (2. 3), (2.4) et de la formule
d’inversion de Fourier,
<Py, D) E(w,), §()>=<E(x,), Py, D.)¢>

=203 3 [oul@hv)g(e) d=0(0)
p=0g=1

pour y2’. D’ou résulte P(y, D,) E(z, y)=4(x) pour y€£’. D’autre part on
a E(x,y)eé’y(Q’)(k,A—Cmﬂ)'d) d’apres (2.6) et (2.7).

loc
Cela achéve la démonstration de la proposition.

3. Soit P(x, D) un opérateur différentiel a coefficients indéfiniment dérivables
dans un ouvert 2 de R® et 2’ un ouvert borné, 2’c 2. Supposons que P(z, D)
vérifie la condition HE dans 2. Alors nous allons démontrer qu’il est de type
progressif dans £’.

Nous avons déja vu dans le paragraphe précédent que P(x,D) possede la
propriété (T. 1). Il suffit donc de démontrer que P(z, D) possede la propriété
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(T.2). Pour cela nous pouvons supposer que les coefficients de P(x, D)
appartiennent & & (2):

P(z, D)=I l};‘.m ba(2)D%,  bo(2)E D (2).

Soient E(, y), Ey(2, ¥) et E, o(2, %) (p=1, ...... ,ryg=1,...... , 5) des distributions
définies par (2.3), (2.4) et (2.8), 2”7 un ouvert borné, 2”7cQ’, et w(x) une
fonction appartenant & &7, de support contenu daus {z; x+2"/C 2’} et égale &
1 au voisinage de 0. Nous désignons alors par fj(%,¥) et g;(z, %) (7=0,1,...... )
des distributions sur R (ye2’/) qui sont déterminées par

folx, y)=Eyx,y),

[ d S
go(2, )= 21 DTE, o(2, Y),
p=1g=1

G-I 0 fia )= Aol WL@HP, D)= Plw4-y, D)} e, ¥

g5(, ¥)=go(x, ¥)&[w(@){P(y, D,)—P(x+y, D)X fi-1(2, ¥)+g;-1(2, ¥))]
+f0(x7 y)?‘z)[w(x){P(y, Dx)—'P(x_i_y} D:c}gj—l(x; y)]) (j> 1)-

On voit facilement que Ty(x, y)=f;(%, y)+g;(=,y) vérifie (1.1) pour y=”.
Pour examiner la propriété (T.2) nous n’avons qu’ & démontrer que pour tout
geN il existe un peN tel que f,(x, ¥)+g,(x, y)ECUREX2Y).

D’aprés (2.7) etla proposition, on a g,(x, y)EC™(REX 2") et fo(x, Y)EE (R (D 2)
respectivement. Donc, en utilisant le fait que
C Rz X 29)HE (2 )NE2)CC™ (Rz X 23) D,
Ey( ' D 2)Co(Re X 2y) C C(RE X 27),
on déduit de (3. 1) gy, y)eC(REXx2,) pour tout j=O0.

Maintenant on va démontrer que pour g, veN" et j>0 il existe une constante
Cp,yv.; telle que

(3.2) | DD, F (& 9) | <Cppy s(1+1E1)- 04D M4y, £)] Py, €)

pour tout E€R* et y=Q”, ici d et M(y,£) sont la méme signification qu’en
(H. 2).

Si fj(x,y)(j=0) vérifieront (3. 2), on déduit de (1. 2) et (2. 1) que pour é€ R
et yes 2/

1) Soit B(x)€E D (2) etégalea 1sur 2. Considérons alors opérateur B(x)P(x, D) ala
place de P(x, D).

2) Nous désignons par &’ Vespace des distributions a support compact.
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|, [##Dy f1(, ¥ = | D Dy 7 (£, 9)]

SC(L+|g])-2un =4y, £)| P(y, &)

SC(1+]gn)-aan(14 e ) (1+1€D)™,
ce qui montre f;(x, y)EE,(R”)(k;A-™+H+#.4) . Or on peut s’affirmer que pour
tout geN il existe un pEN tel que &,(2") (k; A-"+0+42.9) cCYREx 2}), donc
P(x, D) posséde la propriété (T. 2), ce qui achéve la démonstration du théoréme,
comme £/ est un ouvert borné arbitraire tel que 2/cQ’.

On démontrera la relation (3.2) par induction. Pour cela on n’a qu’a
montrer

(@) i la relation (3. 2) est vraie pour tout j'<<j et tout v, p, elle est vraie pour j,
2=0 et v=0,

(b)  silarelation (8.2) est vraie pour tout j'<j et tout v/, g’ tels que |V + ¢/ | <|v+pl,
elle est vérifide pour j, v et p.

Démonstration de (a). On pose
(3.3) Fi{@, y)=Fo, Y)&{PY, Dy)—P(x+Y, Do)} fj-1(2, y)
—Sol#. Y)&L(1—o(@){P(y, Do) —P(x+y, Do)} fi-1(2. y)].
D’apres le développement de Taylor, on a:
(3-4) Py, D)—Ploty, D)= 3} Cot’DiP(y, Dot 3 "Rl y5 Do),

avec des constantes C, convenables, R,(z,y; D,) étant un opérateur différentiel
s’écrivant sous la forme

Ry(x,y; D))= 3 ca,r(®,y)DL,
\ri<m

ici on note que chaque fonction c,,,(%, y) est indéfiniment dérivable dans R} x R;
et bornée ainsi que chacune de ses dérivées.
Par conséquent, grace a (2. 5), (3. 3) et (3. 4) on a:

(3.5) Py, /& 1)=¢i(&)_3_ Cl=Del(DiP(y. E)F (6. v)
+o8) D XD Fala®ca,y (2, 4) DL fj(w, ¥)]

Jal=¢r]<m

+¢o($)%[(1—w(x))l 12 (0,(y)—by(x+y )DL f j-1(2, y)]

rism

D’abord nous considérons le premier terme du second membre de (3. 5):
d’aprée (1.2) et la hypothése de 'induction, il existe une constante C,,;>0 telle

que

https://doi.org/10.1017/5S0027763000012435 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000012435

140 YOSHIO KATO

|DiDsP(y, &) Di P a6, w)]
<Cy i (141&]) 481 A12-8(1 4 | &)~ —Bl+i=D pp-Co=B)
<Co (14+1&])"Y, (Yp<a, ax0)

pour tout éER™ et ye ',
Maitenant pour le second terme: d’abord on remarque qu’il existe une
constante C, ;>0 telle que pour tout e(la|=t), y et y,

[| 7 senet Jela+ienmae=c. ,

et on déduit de (2. 1) et de la hypothése de I'induction que

[(14+4)"DYE" F1-1(& ¥ I SCy(1+1€])-, é€R", yeQ”

pour e, la|=¢, <t0=[(2m+d)/d]+l, de=— ‘Z“_, 155 ) On a alors:

(3.6) ESulg Falx%cq (%, ¥)DLfjo(, w))(1+ 1))
<(2n)'”Czo.f§g£” [(144¢)"DE(E F5-1(& ) (141N
< (27r)‘"Ct°_jCj.

pour «a, la|=t,.

Enfin pour le troisiéme terme: comme 1—o(2)=0 au voisinage de 0, on a
FL(1= ()b, (y)—b (@ +y) Dz fj-1(2, ¥)]
= (20" [ L0 b, ()= byl 0) €AL& F a6 )

ol s = max (n, (2m+d)/2d).

Alors par le méme raison qu’en (3. 6), il existe une constante C, ;>0 telle que
| Fa [(1—0(2))(by(y)—bp(2+y)DL fi-1(, )] <Cs, (14 16])77

pour tout £ R" et tout y=2’’. Cela termine la démonstration de (a).

Démonstration de (b). En opérant DDy a (3. 5), on a:

P(y,§)D;Dyf (&, v)
(i) =,..2_, Cv. wD; Dy/P(y, &) (D' Dy Fi&y)
wp=p
v+ p'>0
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(i) B, 022 < Conta D LD DY (Ply, 8)oo&)D; Dy Fiii(8 9)]
wp=p

(i) + 2, 2, DeDy(Fe [a%car (2,9) DLf i, y)len(©))

(iv) +DDylgi(®) Fol1=0(@) 3 by)=br(@+¥)DIfsm(w. )]

Nous allons estimer (i), (ii), (iii) et (iv) par &.

D’abord on déduit facilement de (1. 2) et de la hypothése de I'induction
qu’il existe une constance C,, ;>0 telle qu’aucun terme de (i) et (ii) ne
dépasse C,, (14 &])~%#1+Dp(y, £)*~* pour tout £ R et y= Q.

Du meme calcul qu’en (3.6) on a:

| D2 D)) F;[%° ca,r(2, Y)D, f -1, ¥)1I
SCpu (116172 AEDM (y, £)

si lal=t, (ty2=[(2m+d+k|v+p])/d]+1). En appliquant a (iv) la méthode
semblable qu’en haut, on peut obtenir la démonstration de (b).
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