SUR LA REPRESENTATION INTEGRALE DES
CERTAINES OPERATIONS LINEAIRES. IV
OPERATIONS LINEAIRES SUR L’ESPACE L.»

N. DINCULEANU ket C. FOIAS

1. Introduction. La premiére partie de cet article a un caractére intro-
ductif; on reprend I'étude des mesures vectorielles sur un espace localement
compact, présenté dans (8) pour les espaces compacts.

Dans la seconde partie on donne un théoréme de représentation intégrale
d’une mesure vectorielle par rapport & sa variation (théoréme 2), duquel on
déduit une généralisation du théoréme de Lebesgue—Nikodym (théoréme 3)
et une généralisation du théoréme de Lebesgue sur la décomposition d’une
mesure (théoréme 5). Ces théorémes ont été déja démontrés par les auteurs
sous des conditions un peu plus restrictives, (10) et (13), mais ici les démon-
strations sont nouvelles, et 'ordre dont on les déduit I'un de l'autre, est
inversée.

Du théoréme 2 on déduit aussi un théoréme qui donne une condition néces-
saire et suffisante pour qu’une application linéaire de I'espace L. (v) dans un
espace de Banach puisse étre représentée sous une forme intégrale (théoréme
6). De ce théoréme, qui nous semble nouveau, on déduit le théoréme de C. T.
Ionescu Tulcea (15) concernant les fonctionnelles linéaires et continues sur
I'espace L.’ (v) et un théoréme concernant les applications linéaires et con-
tinues de I'espace Lq!(v) dans un espace de Banach, donné par I'un des auteurs
dans (6).

I. MESURES VECTORIELLES

1. Préliminaires. Soient 7" un espace localement compact et B le clan
des parties boréliennes relativement compactes de 7. Soient € = (E(#)) ier
une famille d’espaces de Banach et X un espace de Banach.

Désignons par G(€) I'ensemble des champs de vecteurs x définis sur 7,
tels que x(¢) € E(¢) quel que soit ¢ € 7. La norme d’un élément a appartenant
A 'un des espaces E(t) ou X sera notéé par |a|. Si x € €(C), on désigne par
|x| la fonction numérique ¢ — |x(¢)|. Pour tout x € C(€) et tout 4 C T on
pose

[IX]]a = sup x(2)]

et [[x]| = |[x[[-.

Regu le 17 novembre, 1959.
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Supposons qu'il existe une famille fondamentale! ¢ C €(€) de champs de
vecteurs continus.

Un champ de vecteurs x ¢ §(€) est continu (part rapport & a) au point
to € T, si pour tout nombre ¢ > 0, il existe un voisinage V de ¢, et un champ
de vecteurs y € qa, tels que

X)) —y@)] < e

pour t € V.

Si un champ de vecteurs X est continu au point £, alors la fonction numérique
[x| est continue en t,.

Lorsque tous les espaces E(¢) sont identiques & un espace de Banach E,
on prend pour a I'ensemble des applications constantes de 7" dans E, et on
identifie a avec E. Dans ce cas la continuité par rapport 4 a est la continuité
habituelle.

Dans ce qui suit, (& I'exception du théoréme 6), on supposera que a vérifie
I’axiome suivant:

(1) Quels que sotent A, B € B, A CB, X EC a et ¢>0, 1l existe y € a tel
que ¢aX = ¢4y et ||yl < [x[|4 + e

Dans le cas oi E(t) = E quel que soit ¢t € T, 'axiome (i) est vérifiée.

Pour tout 4 € B, la fonction x — ||X|| 4 est une séminorme sur a Si 4 C B,
alors ||x||4+ < ||X||s. Pour tout 4 € B, on désigne par a, l'espace vectoriel
a muni de la topologie de la convergence uniforme sur 4, définie par la sémi-
norme |[X||4, est par €(a4, X), I'espace de Banach des applications linéaires
et continues de a4 dans X, munit de la topologie définie par la norme

[|Ulla = sup |UX|.
(%] 14<1

Si A C B, alors (a4, X) C R(ap, X) et [|Ulls > ||U]| 5.

Lorsqu’on écrit a, on entend que a est muni de la topologie d’espace locale-
ment convexe séparé définie par la famille des séminormes (||X”A)Ae%; L(a, X)

est alors I'espace des applications linéaires et continues de a dans X. On a

(a0, X) = U L(as, X).
Ae%

2. Mesures vectorielles. On appelle fonction vectorielle d’ensemble, toute
application m de 8 dans £(a, X), vérifiant 'axiome suivant:
() pour tout A € B et X,y € a tels que o4X = ¢4y, on a

m(A4)x = m(4)y.
Si E(t) = E quel que soit ¢ € T, la condition (j) est superflue.

'Une famille fondamentale de champs de vecteurs continus 0 est un sous-espace vectoriel
de G(€) tel que: la fonction numérique ¢ — |x(f)| soit continue quel que soit x € I, et
I'ensemble {x(t)|x € A} soit dense dans E(f) quel que soit ¢ € T. En ce qui concerne les
champs de vecteurs, voir (14).
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ProrosITION 1. i m est une fonction vectorielle d'ensemble, pour tout A € B
onam(Ad) € Lay, X) et

llm(A)]l4 = |lm(A)]|»
quel que soit B € B tel que A C B.

Soit 4 € B;0na m(d) € {(a, X), donc il existe C € B, tel que ||m(4)||¢
< 4+ ». Pour tout B¢ B tel que 4 C Bona
[lm()]]s < |[m(4)]]4
Pour montrer I'inégalité inverse, soient ¢ > 0 et X € a tel que |[x|][s < 1.

D’aprés l'axiome (i), il existe y € a, tel que ¢4X = o4y et ||y]|lz <1 +
D’aprés 'axiome (j) on a

Im(A)x| = m(4)y| = (1 +¢)

m(A)l—f'?; <A+¢|ms<+ =

donc
[Im(A)]]. < (1 4 ¢)||m(4)]]z
et comme e est arbitraire, on déduit
[lm ()[4 < [[m(4)]]s.
En prenant B € B tel que 4 \U C C B, on déduit
Im@|lz < [[mA)|le < +
donc aussi ||[m(4)||4 < + =, ce qui achéve la démonstration.

Remarques. On écrira dans la suite |[m(4)|| au lieu de ||m(4)||4. Si (4,)
est une suite d'ensembles de B, dont la réunion 4, appartient & 8B, les normes
|lm(4,)|| seront calculés par rapport & un ensemble quelconque B € 9 tel
que 4, C B. Par exemple, la condition

©

m(4o) = ), m(4,)

n=1
signifie que la série est convergente dans R(az, X) et sa somme est m(4,).
Définition 1. On appelle mesure vectorielle sur 7, toute fonction vectorielle

d’ensemble m, telle que, pour toute suite (4,) d’ensembles disjoints de B,
dont la réunion appartient & B, on ait

m( U A,,) = 2, m(dy).
n=1 n=1
On déduit que si m est une mesure vectorielle sur 7, on a m(¢) = 0, et
m<U Ai> = Z m(4,)
i=1 =1

pour toute famille finie (A;)i1<i<. d’ensembles disjoints de B.
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Définition 2. On dit qu'une mesure vectorielle m sur 7" est réguliére, si
pour tout 4 € B et tout ¢ > 0, il existe un ensemble compact K C 4 et un
ensemble ouvert relativement compact G D 4, tels que si 4’ € B et
K CA' CG, on ait

lm(4) = m(4]] < e

Remarques. D’aprés la définition 1, une fonction positive d’ensemble u est
une mesure positive, si u est dénombrablement additive et u(4) < 4+ « pour
tout 4 € B. Une mesure complexe réguliére u sera identifiée dans la suite
avec la mesure de Radon ffd,u qu’elle engendre.?

3. Variation d’une mesure vectorielle. Soit m une mesure vectorielle
sur 7. Pour tout 4 € B posons

w(d) = sup Z [ (41|

le sup. étant considéré pour toutes les familles finies (4 ;) d’ensembles dis-
joints de B, dont la réunion est 4. _
La fonction d’ensemble u sera appelée la variation de m; elle a les pro-
priétés suivantes:
1°. 0 € p(4) € + = pour 4 € B;
2°, u(A4) = 0 si et seulement si m(B) = 0 pour tout B C 4, (4, B € ¥B);
3% u(4) < u(B)si AC B, (4,B € B);
4°. ﬂ(ﬂk)lAn> = Z N(An)

n=1
pour toute suite (4,) d’ensembles disjoints de 8B, dont la réunion appartient
a8,
5% |m@A)|| < u(4) pour 4 € B.
La variation de m est la plus petite fonction positive d’ensemble, dénom-
brablement additive, vérifiant 'inégalité 5° pour tout 4 € B.
On dit que m est a variation finte p, si u(4d) < + « quel soit que 4 € B.

PrOPOSITION 2. Une mesure vectorielle & variation finie est réguliére si et
seulement st sa variation est réguliére.

La démonstration est la méme que pour le cas oli T est compact (8).

Remarque. Si m est une mesure réguliére complexe, alors la variation u de
m est égale au module |[m| de m (voir (2)).

4. Sémivariation d’une mesure vectorielle. Soit m une mesure vec-

torielle sur 7. Pour tout 4 € B, posons

A(4) = sup| z m(4)x;]

2Pour ce qui concerne les mesures de Radon, voir (2).
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le sup. étant considéré pour toutes les familles finies (4;);a d’ensembles
disjoints de 8B dont la réunion est A, et toutes les familles finies (X;);; de
champs de vecteurs appartenant a a, tels que ||X;||4 < 1. En vertu des axiomes
(i) et (j), la condition ||x4]|4 < 1 peut étre remplacée par la condition
[[X:||z < 1, ol B est un ensemble quelconque de B contenant 4.

La fonction d’ensemble g, s’appelle la sémivariation de m; elle a les pro-
priétés suivantes:

1°. 0 < g(4) < + « pour 4 € B;

2°, (4) = 0 si et seulement si u(4) = 0;

3°% m(4) < a(B) si A CB, (4,B € 9);

4°, g est dénombrablement sous-additive;

5°. [|m(4)]] < B(4) < w(4) pour 4 € B,

ProposiTioN 3. St X = C, ona g(A) = u(A) pour tout A € B.

Soit A € B. Il reste & montrer seulement que u(4) < g(4). Pour ce faire,
soient € > 0 et (A4;)i1<i<, une famille finie d’ensembles disjoints de B, dont
la réunion est 4. Pour chaque 1, il existe X; € a tel que ||X;||s < 1 et

Hm(Az)H <m(Ai)xt+f;.

Alors

n

iE:l lIm(4.)[] < Z m(4)x; +e< p(4d) +e

i=1

donc
ud) < g(d) + e

Comme e est arbitraire, on déduit u(4) < g(4) et ceci achéve la démonstra-
tion.

5. Champs de vecteurs étagés. On dit qu'un champ de vecteurs
x € C(C) est (a, B)-étagé, on, simplement, étagé, s'il est de la forme

X =2 euX (4, €B,%, € 0,1 <3< n).

Désignons par &q(7"), I'espace vectoriel des champs de vecteurs étagés, et
par €(T") I'espace vectoriel des fonctions numériques étagées.
On peut toujours écrire un champ de vecteurs étagé

X = Z ©a:Xy,
1

de telle maniére que les ensembles 4 ; soient disjoints. Alors

Xl = 3 pulxd

1

est une fonction numérique étagée.

A

Soit m une mesure vectorielle & variation finie u.
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Pour tout champ de vecteurs étagé

X = Zi va:Xi,

fx am

de x par rapport & m, par 1'égalité

fxdm = >, m(4,)x,

i

x—>fxdm

PRrOPOSITION 4. Pour tout champ de vecteurs x € Co(T") on a

'fx dm| < flx[ dp.

Pour la démonstration voir (8).

Désignons par 8’ I'ensemble des parties B C 7, telles que 4 N B € B,
quel que soit 4 € B; B’ est une tribu.

Si x € G(T) et A € ¥/, alors p4x € G (T).

ProrosITION 5. Soit X € Co(7"). Pour toute suite (A,) d'ensembles disjoints
de B', on a

on définit l'intégrale

L’application

de € (7T) dans X est linéaire.

xdm = Y, | xdm.
@ n=1 An
U 4,
n=1

6. Intégration des champs de vecteurs. Soit m une mesure vectorielle
A variation finie u. Pour tout x € &,(7") posons

M) = [ x| d.

L’application x — N(X) est une semi-norme sur &,(7"); la topologie définie
par cette semi-norme est la topologie de la convergence en moyenne.

Définition 3. On dit qu'un champ de vecteurs x € §(C€) est p-intégrable,
s'il existe une suite (x,) de champs de vecteurs étagés, convergente vers X
p-presque partout et qui soit une suite de Cauchy pour la topologie de la
convergence en moyenne.

Désignons par L (u) I'espace vectoriel des champs de vecteurs u-intégrables.
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On déduit aussitdt que si X est un champ de vecteurs p-intégrable, alors |x|
est une fonction numérique u-intégrable.

On considére sur Lg! (k) la topologie de la convergence en moyenne, définie
par la sémi-norme

Ni(x) = J‘]deu pour X € Li(w).

On montre que Lq!(u) est un espace complet pour cette topologie, et I'espace
Go(T) est dense dans L,!(u).

PROPOSITION 6. Si (X,) est une suite de chamsp de vecteurs de Lq'(u), dont
les supports sont contenus dans un méme ensemble compact, et st la suite (X,)
est uniformément convergente vers un champs de vecteurs X, alors X est u-intégrable
et

lim N](Xn - X) = 0.
n-c0

La démonstration est immédiate.

Définition 4. Un champ de vecteurs X € §(€) est m-intégrable si X est
u-intégrable.

De la proposition 4 on déduit que I'application x ——»fxdm de G, (T) dans X
est continue pour la topologie de la convergence en moyenne. Comme &, (7)
est dense dans L,'(x) pour cette topologie et X est complet, I'application
X —>fxdm se prolonge uniquement, par continuité, a une application linéaire
et continue de L,!(u) dans X, notée toujours fxdm. On a encore

lfxdm] <f|x}du pour X € Lq(u).

Pour tout X € L,!(x) on appelle [xdm I'intégrale de X par rapport & m.
On écrit aussi L,!(m) au lieu de Lg!(u).

On désigne par B(m) ou B(u) le clan des parties u-mesurables et relative-
ment compacts de 7. Si 4 € B(m) et X € q, alors p4X € Ly!(p). Pour tout
A € B(m) on définit m(4) par I'égalité

m(4)x = f¢Axdm pour X € a.

On déduit aussitdt
(1) m(A)x = m(A)y si paX = ¢4y, 4 € B(m), X,y € q;
(2) [lm(A)|| = sup [m(4)x].
11x11 B<1

quel que soit B € B(m) tel que 4 C B;
(8) m(A4) est dénombrablement additive sur 8B (m).

On désigne par B'(m) ou B’(u) la tribu des parties u-mesurables de T3
B’(m) est donc l'ensemble des parties B C T telles que 4 M B € B(m)
quel que soit 4 € B(m).
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7. Mesures vectorielles régulieres. Désignons par R:(7") l'espace vec-
toriel des champs de vecteurs X € €(€) continus (par rapport & a) et a sup-
port compact. Pour tout 4 C T, R.(7T, 4) est le sous-espace de £,(7T") formé
des champs de vecteurs dont les supports sont contenus dans 4. Tout champ
de vecteurs x € R,(7") peut étre approché uniformément par des champs de
vecteurs de G,(7), donc K(7) C Lo (m).

PrOPOSITION 7. .S7 m est réguliére et & variation finie, alors K(T°) est dense
dans Lq'(m).

En effet, la variation u de m est une mesure positive réguliére, et tout
champ ¢4X, (4 € B, X € a) peut étre approché dans Le!(u) par des champs
de R(7).

PROPOSITION 8. Deux mesures vectorielles d variation finie et régulieres m
et m' sont égales, st et seulement si

fx dm = fx dm’ pour tout X € R(7).

La démonstration est la méme que pour le cas ou 7" est compact (8).

On dit qu'une application linéaire U de R,(7) dans X est majorée, s'il
existe une mesure de Radon positive A sur 7, telle que

|Ux)] <f|x] AN pour tout X € R,(7).

Il existe alors (7) une plus petite mesure de Radon positive » sur 7', majorante
de U.

Si m est une mesure vectorielle réguliére et a variation finie u, et si I'on
pose

Ux) = fx dm pour X € (7

alors U est une application linéaire de 8,(7") dans X, majorée par u; en outre,
u est la plus petitite mesure positive réguliére (qu’'on a convenu a identifier
a une mesure de Radon), majorante de U.

Réciproquement, on a le théoréme suivant:

THEOREME 1. Pour toute application linéaire et majorée U de R.(T") dans X,
ilexiste une mesure vectorielle réguliere m a variation finie, et une seule, telle que

Ux) = fx dm pour X € Ra(7).

En outre, la variation p de m est la plus petitite mesure positive majorante
de U, et pour tout ensemble ouvert G € B, on a ||Ug|| = g(G), on Ug est la
restriction de U a l'espace R(T, G).

La démonstration est la méme que pour le cas o 7" est compact (8).
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II. REPRESENTATION INTEGRALE DES OPERATIONS LINEAIRES SUR L?

Dans la suite de cet article on supposera que:

(1) La famille fondamentale a vérifie I'axiome (G), c'est-a-dire qu'il existe
une suite (X,) de champs de vecteurs appartenant a qa, telle que la suite (X,(f))
soit dense dans E(¢) quel que soit ¢ € T}

(2) X est le dual F’ d'un espace de Banach F de type dénombrable.

Les mesures vectorielles seront donc considérées a valeurs dans ®(a, F’).

Pour chaque ¢ € T, désignons par G(t) 'espace R(E(¢), F’) des applications
linéaires et continues de E(f) dans F’, par ® la famille (G(¢));cr, et par C(®)
I’ensemble des champs d’opérations U définis sur T tels que U(t) € G(¢) quel
que soit ¢ € T.

1. Mesures vectorielles absolument continues par rapport a une
mesure positive. On démontre d’abord le théoréme suivant qui est fonda-
mental pour ce qui suit.

TubtorEME 2. Pour toute mesure vectorielle réguliére m, a variation finie u,
il existe un champ dopérations Uy € C(O®) déterminé localement u-presque
partout, tel que [|Un@®)|| =1 et

<z,fx dm> = J (z, Um()X(2)) du(t)

quels que soient z € F et X € Ly'(u).

Démonstration. Pour tout z € F et X € a, la fonction d’ensemble m, 4
définie par I'égalité
m,x (A)= (z, m(4)X) pour 4 € B
m,x est une mesure complexe réguliére sur 7. On a

(1) Imex(A)] < 2] |[x]] an(4) pour 4 € B

donc m, 4 est de base p. Il existe alors (2) une fonction complexe g, définie
sur T, localement p-intégrable (déterminée localement u-presque partout),
telle que

Mex = fz,xM-

Si 'on désigne par u,, le module (ou la variation) de m, , alors une fonction
complexe ¢ définie sur T est essentiellement u, -intégrable si et seulement si
¢g.x est essentiellement u-intégrable (2) et on a3

2) fso dm,x = f<p g.xdp  pour ¢ € Lc (m.y).

3L’intégrale essentielle par rapport & u d’une fonction ¢ sera notée aussi par [edu au lieu
de [edp.
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On déduit aussitét qu'on a
3) Zar oo Prxitboxs = A1B1gn 1 T @1B2€s x0T+ @281 x; T @282z xo

localement u-presque partout pour chaques 21,22 € F, X1, X2 € 0 et ay, as,

Bz, B2 € C.
Siz€ F, A€ B, X,y € aetsi psX = ¢,y, alors

(4) 8zx = Lz
u-presque partout sur 4.
De (1) on déduit
pex(4) < 2] |[X]{an(4) pour 4 € B(u)
donc aussi

pex(B) < 2] ||x[]an(B)

quel que soit B C 4, (B € B(u)). Il s’ensuit que L' (u,5) DO L' (u).
De (2) on déduit alors

5) S etenan| < [ tel dues < ol 111 f o100

quels que soient B C 4, (4, B € B(u)) et ¢ localement p-intégrable. En
particulier, comme ¢ = g, est localement p-intégrable, |g,.|? est localement
u-intégrable, et de (5) on déduit:

(6) lg=x(®O] < I2 [Ix]].

u-presque partout sur 4 € B(u).

Soit (X,) une suite de champs de vecteurs de a, telle que la suite (X, (£)) soit
dense dans E(#) quel que soit ¢ € T, et soit ao I’ensemble des combinaisons
linéaires a coefficients rationnels complexes des éléments de la suite (x,). Pour
chaque ¢t € 7, soit Eo() = {x(£)|x € ao}; Eo(f) est un sous-espace vectoriel
(par rapport au corps des nombres rationnels complexes) dense dans E(¢).

Soit F, le sous-espace de F formé des combinaisons linéaires a coefficients
rationnels complexes des éléments d'une partie dénombrable dense dans F.

Il existe un ensemble localement w-négligeable Ni, tel que pour ¢¢ Ny, les
relations (3) soient vérifiées quels que soient 3, 22 € Fy, X1, X2 € o et
ai, as, B1, B2 rationnels complexes.

Il existe un ensemble localement u-négligeable N, tel que pour £§ N on ait

@) lg:x ()] < |2 [x(0)]
quels que soient z € Fyet X € ao,. En effet, fixons 2 € Fyet X € qo et posons
Az, %) = {tlg.x()] > [zl x@)]}.
A(z, x) est y-mesurable. Soit K C A (2, X) un ensemble compact, tel que

g.x soit continue sur K. Il existe un recouvrement fini de K formé par des
ensembles Gy, . . ., G, ouverts dans K, tels que pour chaque 1 < 7 < # on ait

inf lgzx ()] > 2] sup x(t)].
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De (6) on déduit que G; est u-négligeable, donc K est u-négligeable. Si main-
tenant H est un ensemble compactde 7, 4 (2, X) /N H est réunion d’un ensemble
p-négligeable et d’une suite (K,) d’ensembles compacts telle que la restriction
de g, sur chaque K, soit continue. Alors, chaque K, est u-négligeable donc
A(z,x) N H l'est aussi. Comme H est arbitraire, il résulte que A4 (z, X) est
localement u-négligeable. On prend alors

N,=UA4 (Z, X),

zeFg
Xeap

et pour ¢4 N, la relation (7) est vérifiée quels que soient z € Fy et X € a,.
Il existe un ensemble localement p-négligeable N; tel que pour chaque

t¢ N; on ait

(8) gz,x(t) = gz,y(t)

quels que soient 2 € Fy et X,y € ao vérifiant xX(t) = y(¢).
En effet, fixons z € F, et X,y € ao et posons

B(z x,y) = {t[X(l) = y(), g.x(t) # gz,y(t)}'

B(z, x,y) est u-mesurable. Si K C T est un compact quelconque, de (4) on

déduit que K M B(z, X,y) est p-négligeable, donc B(z, X,y) est localement

u-négligeable. On prend alors N la réunion des B(z, X, y), (z € Fo, X,y € ay).
Soit

3
N= UN:L
i=1

Si pour tout ¢ € N on pose g,,(t) = 0 quels que soient z € Fyet X € ay, alors
les relations (3), (7) et (8) sont vérifiées pour tout ¢ € T, quels que soient
les indices appartenant & Fy et a, et les nombres rationnels complexes a3, as,

ﬁlr 62-

Fixons maintenant ¢t € T et z € Fy. Pour chaque a € E,(f) on pose

gza(t) = g.x(1)

ol X € g est tel que x(f) = a. De I'égalité (8) on déduit que g, ,(t) ne dépend
que de a € Eot).

Pour t € T et a € Eo(t) fixes, I'application z — g, () de Fy dans C est
linéaire (par rapport au corps des nombres rationnels complexes) et continue
(7), donc peut étre prolongée uniquement par continuité 4 une forme linéaire
et continue g,(¢) sur F (donc g,(t) € F’). De (7) on déduit qu'on a

9) lg.(®)] < |al.
Pour tout z € Fyon a

<Zr ga(t» = gz.a(t)-

Fixons maintenant ¢t € 7. L’application ¢ — g.(¢) de Eo(¢) dans F’ est linéaire
(par rapport au corps des nombres rationnels complexes) et continue, donc
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peut étre prolongée a une application linéaire et continue Uy, (¢) de E(¢) dans
F' (donc Un(t) € R(EQ®), F')) et

(10) | Un®l < 1.
Pour x € ao on a donc
Un(OX() = gx(n(0)
quel que soit £ € T, donc pour z € Fo, X € apett € Tona
(z, Un(OX(1)) = g.x(t)
d’ot il résulte, pour 4 € B,

(1) o [ eaxim ) = [ e, U ea 0x©) dutt).
Si
X = Z eai - Xiy (A € B,X; € o)

et z € Fy, on déduit

(12) <z,fx dm> = f{z, Um(£)X(8)) du(?).

Six € q, et 4 € B il existe une suite (x,) de champs de vecteurs de la forme
précédente, uniformément convergente vers ¢4X; alors, pour z € F, la suite
(z, U (£)X,(#)) est uniformément convergente vers (3, Un () o4 ($)X(#)), donc
I'égalité (11) est vraie pour X € a et 4 € B. Alors I'égalité (12) est vraie
pour tout champ étagé x € G,(7), et en appliquant le théoréme de Lebesgue
on déduit qu’elle est vraie pour tout X € L,'(m) et tout z € F.

Montrons maintenant que ||Upn(£)] > 1 localement u-presque partout, d’ot
il s’ensuit que ||Un(¢)] =1 localement u-presque partout, donc partout si
I'on modifie U, sur un ensemble localement u-négligeable.

Pour chaque x € ao, la fonction ¢ — | Uy, (£)X(f)| est p-mesurable, comme
borne supérieure de la suite de fonctions mesurables ¢ — |(z,, Un ()X (£))| ot
(2,) est une suite dense dans la sphére unité de F.

La fonction ¢ — || Uy, (¢)]| est aussi u-mesurable, comme borne supérieure de
la suite

t—12m S x € ag

ol 'on convient de poser

[Um®x®)] _
x(0)]
si x(t) = 0.
Pour chaque nombre naturel # posons

B, = {tl 1Um®]] <1 - %}
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B, est u-mesurable, donc est contenu dans un ensemble B, € ¥’ tel que
B,/ — B, soit localement wu-négligeable.
Soit K C T un ensemble compact. Pour tout 2 € F,x € aet 4 € Bon a

| &, m(K N B, N A)x)| = fm o Um(@X(0)) du(t)

1
< (1 - ;;) 2| [[%|xnzau(E N By N A4).
On déduit alors
[Im(K N B,/ N4 < (1 - :—) (KN B, NA)

donc si (4,) est une partition finie quelconque de K M B, en ensembles de
B, on a

2 ImENB/ NA4)|| < (1 - %) w(K N B,)
donc
w(K N BY) < (1 . }) w(K N BY)

ce qui entraine que K M B,” est p-négligeable, donc B, (et aussi B,) est
localement u-négligeable.
La réunion

est localement p-négligeable.
Mais
B = {{|||Un@®| <1}

donc on a ||Un(#)|| > 1 localement u-presque partout.
Il reste & montrer 'unicité de U,,. Soit V un champ d’opérations défini
sur T tel que V() € R(E(), F') quel que soit ¢ € T, et tel en outre que

<z, f b'¢ dm> = f(z, V(X)) du(t)

quels que soient z € F et X € L'(m). On déduit alors que
J & W) = VOx@) ) = 0

quels que soient z € F, A € Betx € a, donc
(z, (Um@® — V()x(1) =0

localement u-presque partout, pour chaque z € F et x € a. En faisant z
parcourir Fy on déduit d’abord
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Un(O)x(t) = V(Ox()

localement u-presque partout pour chaque X € q.
En faisant X parcourir a,, on déduit enfin que

Un(® = V()
localement u-presque partout. Ceci achéve la démonstration du théoréme.

Remarques.

1°. Soit U € G(®) tel que pour chaque z € F et X € a, la fonction
t — (2, U(t)x(¢)) soit p-mesurable. Alors, pour tout z € F et tout champ
X € G(€) mesurable par rapport & u et a, les fonctions ¢ — {2z, U(#)x(?)),
t— |U®BX(@)| et t — ||U(#)|| sont u-mesurables.

En effet, soit 2 € F et X € €(€) mesurable par rapport a peta. SIK C T
est compact, alors ¢xX est limite u-presque partout d'une suite (X,) de champs
étagés, donc t — (z, U()X(¢))px(f) est u-mesurable comme limite u-presque
partout de la suite de fonctions u-mesurables ¢ — (z, U(#)X,(f)). On applique
ensuite le principe de la localisation et on déduit que ¢— {2, U(£)X(¢£)) est
u-mesurable,

Puisque ¢ — [(z, U(£)x(f))| est u-mesurable, en faisant z parcourir une suite
dense dans la sphére unité de F, on déduit que ¢ — |U(£)x(¢)| est u-mesurable.
Enfin, la fonction ¢ — [|U(t)|| est u-mesurable comme borne supérieure de la
suite de fonctions u-mesurables

_ lowxw!

7 x|

, X € o,

ol l'on pose

x| _
x(#)]
si x(t) = 0.

En particulier, cette remarque est valable pour U,,.

2°, Si F’ est de type dénombrable, alors pour tout champ x € €(€) mesur-
able par rapport 4 u et a, la fonction ¢ — U, (£)X(¢) est u-mesurable.

En effet, pour chaque z € Fet 2’ € F'la fonction t — (2, U, ()X (2)) — (2, 2')
est u-mesurable. En faisant z parcourir une suite dense dans la sphére unité
de F, on déduit que la fonction ¢ — |Upy (£)x(£) — 2’| est p-mesurable. Soit
(2,") une suite dense dans 7/, ¢ > 0 et K C T compact. Pour chaque # posons

B, = {t| |Un(Ox(t) — z/| < ¢ N K.

Alors B, est u-mesurable et

©

U B, = K.
n=1

Il existe une suite (4,) d’ensembles disjoints u-mesurables, telle que

U An = U Bn
n=1 n=1
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et 4, C B, pour chaque #n. Posons

z/ = ) ouz.
n=1
z. est py-mesurable et pour chaque { € K on a
[Um(@®)x(t) — 2.(1)| < e

Il s’ensuit que ¢t — Uy, ()X (¢) est u-mesurable sur K, comme limite uniforme
sur K, de fonctions p-mesurables. En vertu du principe de la localisation,
t — Up (H)x(f) est u-mesurable.

Comme |Up, )X(8)] < [|Un (@] |x(®)| = [x(#)], il s’ensuit que si X € Ly (m),
alors la fonction ¢ — Uy, (£)x(¢) est w-intégrable, donc:

St F' est de type dénombrable, alors pour chaque X € L,'(m) on a

fx dm = fUm(t)x(t) du(t)
et pour chaque X € a et A € B on a
m(4)x = J;Um(t)x(t) du(t).

Dans ce cas, le théoréme 2 a été démontré par une voie différente dans (8).
3°. S'il existe une famille fondamentale © C €(®) vérifiant 'axiome (G)
et la condition suivante:
(T) la fonction ¢t — V()X (¢) est u-mesurable quel que soit V' € D et x € q,
alors U,, est mesurable, relativement 4 u et 9, donc

En effet, soit (V) une suite d’éléments de D, telle que la suite (V,(¢)) soit
dense dans G(¢) quel que soit ¢ € 7. On déduit d’abord que chaque G(#) est
de type dénombrable, donc F’ I'est aussi; alors t — Uy, (£)X (¢) est u-mesurable
pour tout X € a (remarque 2). Pour chaque #, la fonction t— V,, (£)x (£) — Uy, ()X (8)
est alors u-mesurable donc la fonction ¢ — ||V, (t) — U (f)|| est p-mesurable
(remarque 1).

Soit € > 0 et K C T compact. Pour chaque #z posons

B, = {t] [|[Va(t) = Un®|| < ¢ N K.

B, est py-mesurable et
Op-x
Soit (A,) une suite d’ensembles disjoints p-mesurables, telle que
Udy =K
et 4, C B, pour chaque n. Posons

Ue = E @AnVn'
=1
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U. est mesurable par rapport a p et D, et pour t € K on a
[U) — Un@®] < e

Il s'ensuit que U, est mesurable (par rapport & u et ©) sur K, comme
limite uniforme sur K de champs d’opérations mesurables, donc, en vertu du
principe de la localisation, Uy, est mesurable.

4°, Si E(t) = E quel que soit t € T, et {(E, F’') est de type dénombrable,
alors, pour chaque 4 € B on a

m(4) = [ Un® dulo).

5° Si F = C, alors G(t) = E'(¢) pour chaque ¢ € 7. Dans ce cas, Xy = Un,
est un champ de fonctionnelles de €(€’), ot & = (E'(£)),er. On peut alors
écrire

fx dm = f{x(t), Xm' (£)) du(?) pour X € L, (m).

S'il existe une famille o' C €(E'), vérifiant 'axiome (G) et telle que la
fonction scalaire ¢ — (x(¢), X' (¢)) soit u-mesurable quels que soient X € a et
x' € o, alors X,,," est u-mesurable, donc

Xm' S L‘;D'(p.).
6°. Si E(t) = C quel que soit ¢ € T, alors ¥(C, F') peut étre identifié a

F'. Dans ce cas U,, est une application de T dans F’, donc
Cof ewam®)) = [ o) G Un@) du)  pour ¢ € Lo,z © 1.
Si F' est de type dénombrable, U,, est u-mesurable et on a
[ ewam® = [ o@Ua® auy  pour ¢ € Lbw
et
m(4) = J;Um(t) du(t) pour 4 € B.

7°. Si m est une mesure complexe, alors Uy, est une fonction complexe
sur 7, p-mesurable, et a valeurs sur le cercle unité du plan complexe.
8°. Si m est une mesure réelle, alors U, est & valeurs dans l'ensemble
{— 1,1}, doncest dela forme Uy = ¢4 — ¢, 00 A\ UB =TetAd N B = ¢.
Dans ce cas
M = @il — @5, b= @ap + opu

donc m* = ¢ u et m— = pgpu.

Soit » une mesure positive sur 7" (y(4) < © pour 4 € B).
On dit qu'une mesure vectorielle m est absolument continue par rapport
a v, si v(4) = 0 implique m(4) = 0.
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ProPosITION 9. Soit v une mesure positive sur T. Une mesure vectorielle m,
a variation finie u est absolument continue par rapport & v, si et seulement si sa
variation u est absolument continue par rapport d v.

Soit 4 € B telle que »(4) = 0. Si u est absolument continue par rapport
Av,onau(d) =0donc m(4) = 0, c'est-a-dire, m est absolument continue
par rapport & ». Inversement, si m est absolument continue par rapport a »,
pour tout B € B tel que BC 4 on a m(B) =0 (car »(B) = 0), donc
u(4) = 0, c’est-a-dire p est absolument continue par rapport a ».

Remarque. Si v est réguliére et m est absolument continue par rapport a
v, alors m est aussi réguliére (car sa variation u est réguliére).

Le théoréme suivant est une généralisation du théoréme bien connu de
Lebesgue-Nikodym.

THEOREME 3. Soit v une mesure réguliére positive sur T. Une mesure vec-
torielle m est 4 variation finie et absolument comtinue par rapport & v, si et
seulement si il existe un champ dopérations Vy, € C(O®), tel que la fonction
t = || Vin (t)|] sott localement v-intégrale et que pour tout z € F et X € L,'(m) on
at

<z, fxdm> = f(z, Vin ()X(@)) dv(2).

Le champ d'opérations Vi, est alors déterminé localement v-presque partout, et
pour chaque A € B on a

w) = [ [1Vm@®l] do(o).

Démonstration. Supposons que m est a variation finie et absolument con-
tinue par rapport & ». Alors sa variation p l'est aussi, donc il existe une
fonction positive g sur 7, localement »-intégrable (déterminée localement
y-presque partout), telle qu'une fonction complexe ¢ est essentiellement u-
intégrable si et seulement si ¢g est essentiellement v-intégrable; on a alors

fsod# = f«pg dv pour ¢ € L¢'(n).

D’aprés le théoréme 2, il existe un champ d’opérations Uy, € €(®) (déterminé
localement pu-presque partout), tel que || Uy, (¢)|| = 1 et que pour tout X € ,!(m)
et z € Fon ait {3, UnX) € L¢'(u) et

<z, fx dm> = f(z, Um(@)X(@)) du(t).

Si 'on pose Vi = gUm alors || Vi, (8)]] = g(¢), donc la fonction ¢t — || Vi (8)]]
est localement »-intégrable et

w(a) = [ IVl a5
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pour chaque 4 € B. Si x € L'(m) alors la fonction (3, VinX) est essentielle-
ment y-intégrable quel que soit 2 € Feton a

<z, f X dm> = f(z, Vm (£)x(t)) dv(2).

L’unicité de V,, se déduit comme dans la démonstration du théoréme 2.
Inversement, si V est un champ d'opérations tel que la fonction ¢ — ||V (#)|]
soit localement v-intégrable et que pour tout z € F et X € Ly'(m) on ait

<z,fx dm> = f(z, V()x(@t)) dv(t)

alors m est absolument continue par rapport & ». On a alors
Im)| < [ [1vese pour 4 € 9
A

d’ot I'on déduit que m est & variation finie u. De la premiére partie de la
démonstration on déduit que V = V,, localement v-presque partout.

Remargues.
1°. Si F’ est de type dénombrable, alors

f xdm = f Ven ()X (£)dy (£) pour X € L,'(m)

m(4)x = f Vi $)X(t)dv (2) pour 4 € Betx € a.

2°. Si E(t) = E quel que soit ¢ € T et si ¥(E, F’') est de type dénombrable,
alors

m(4) =LVm(t)dv(t) pour 4 € B.

3°. Si l'espace F ou si les espaces E(¢f) ne sont pas de type dénombrable,
il est possible que V,, ne soit pas uniquement déterminé (A un ensemble
localement »-négligeable preés).

Exemple 1. T = {0, 1]; » la mesure de Lebesgue sur T'; E(t) = E = C(T)
quel que soit ¢ € T, ott C(T") est l'espace des fonctions numériques continues
sur 7, muni de la topologie définie par la norme

£l = sup |f(®)];
1eT
F I'espace des fonctions numériques z définies sur 7', telles que

HM=§MW<+w;

F’ est alors 'espace des fonctions numériques 2z’ définies sur 7 telles que

['|] = sup l2'(®)] < + o.
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L’espace E est de type dénombrable, tandis que F n’est pas de type dénom-
brable. Toute fonction z € F est nulle en dehors d’'un ensemble dénombrable,
donc v-négligeable.

Considérons la mesure m = 0 sur T A valeurs dans {(E, F').

Pour chaque ¢ € T considérons l'application V(¢):E — F’' définie par
V()f = o(of pour f € E. On a ||V(#)|| = 1 quel que soit ¢ € T et

= V©OS) = (& ewf) = ;T () 1 (s)f (s) = 2()f (¢)

quels que soient z € Fet f € E. Soit X € Lg!(m); pour chaque ¢ € T posons
x(t) = f, € E. Alors, pour z € F,

f e voxe s = [@vonao = [onoae =o

donc

<z, fx dm> = f(z, V()x(@)) dv(t).

D’autre coté, pour U(f) = 0 on a aussi

<z, fx dm> = f(z, U@)x(¢)) dv(?)

et V() # U(t) quel que soit ¢t € T.

Exemple 2. T et v comme plus haut; pour tout ¢t € 7, E(f) = E l'espace
des fonctions f: T"— R telles que

A1l = ZT lF®)] < + o

F = C(T), donc F’ est l'espace des mesures de Radon sur 7. L’espace F
est de type dénombrable, mais E n'est pas de type dénombrable.

Pour tout ¢t € T considérons Il'application V(¢): E — F’ définie par
V(@)f = f(t)e, pour f € E, ol €, est la mesure de masse totale 1 concentrée
au point £ On a ||V(#)|| = 1 quel que soit ¢ € T et (3, V)f) = (2, f(t)es)
= z()f (¢), quels que soient z € F et f € E. On vérifie comme plus haut que,
pour m =0et U() =0ona

<z, xdm> = f(z, V()x@)) dv(t) = f(z, Utx@))dv(t) =0

quels que soient z € F et X € Lg'(m).
Voici maintenant le théoréme réciproque du théoréme 2.

THEOREME 4. Soit u une mesure positive réguliere sur T et U un champ d’ opéra-
tions tel que ||U(t)|| = 1 et que pour tout z € F et tout X € a, la fonction
t —(z, U)X (t)) soit u-mesurable. Alors la fonction d’ensemble m, définie par
Pégalité

e m() = [ & UOx©) du)
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pour z € F, x € a, A € B, est une mesure vectortelle sur T, dont la variation
est p.

Démonstration. On déduit d’abord que la fonction t— (3, U(¢)X(f)) est
localement w-intégrable quel que soient z € F et X € a. Pour 2 € F, X € a
et 4 € B posons

Mz, x, 4) = fA(z, U)x(t)) du(t).

L’application M (x, A):z — M (3, X, A) est une forme linéaire et continue sur
F (donc M(x, A) € F') car
| M (2, x, A)] < |2| ||x]]an(4).
On a donc |M(x, 4)] < ||x||an(4) et (z, M(x, 4)) = M(3, X, 4).
L’application m(4):x — M (x, A) de a dans F’ est une application linéaire
et continue (donc m(A4) € La, F') et {z, m(4)x) = M(z x, 4), donc

mn) = [ & U0x0) du)

On vérifie aisément que si ¢4X = ¢y, (4 € B,X,y € a) alors
m(4)x = m(4)y, donc m est une fonction vectorielle d’ensemble, et
[lm(4)]| < u(A) pour 4 € B. De I'inégalité |[m(4)|] < u(A) on déduit que
m est une mesure vectorielle & variation finie A et que A < p.

La mesure vectorielle m est réguliére puisque u est réguliére. En outre, m
est absolument continue par rapport a u, et du théoréme 3 on déduit que

M) = [ IOl = wea)
et ceci achéve la démonstration.

- On dit que deux mesures positives u et » sont étrangéres, si A < u et A < v
implique A = 0.

Deux mesures vectorielles m et n a variation finie sont étrangeéres si leurs
variations u et v sont étrangéres.

Le théoréme suivant est une généralisation du théoréme de Lebesgue.

THEOREME 5. Soit v une mesure réguliére positive sur T. Toute mesure vec-

torielle réguliere et a4 variation finie m sur T peut s'écrire sous la forme
m =n' 4+ m’

onn' et m' sont des mesures vectorielles réguliéres et & variation finte, telles que
n’ soit absolument continue par rapport & v, et que m’ soit étrangére a v.

Démonstration. Soit p la variation de m. D’aprés le théoréme de Lebesgue
(2), 1 peut s’écrire sous la forme

w=v+u

ol v’ et u’ sont des mesures réguliéres positives, telles que »" soit absolument
continue par rapport a » et ' soit étrangére 3 ».

https://doi.org/10.4153/CJM-1961-044-5 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1961-044-5

OPERATIONS LINEAIRES 549

D’autre c6té, m peut s'écrire
m() = [ & Un@x) du®)
pourz € F,X € o, et A € B, ot || Um(?)]| = 1. On a alors
Gm) = [ 6 Un@x®) a0 + [ & Un(x0) d 0.
Si T'on pose
' (%) = [ (o, Un(@x©) ')
et
o (%) = | b, Un@x() @),

alors n’ et m’ sont des mesures vectorielles réguliéres dont les variations
sont respectivement » et u’, car pour tout z € F et X € a, la fonction
t — (2, Un ()X (f)) est mesurable aussi parr apport & »' et par rapport & u’. En
outre, n’ est absolument continue par rapport a », et m’ est étrangére a », et
pour tout 4 € B on a

m(4) = n'(4) + m’(4).
Ceci achéve la démonstration.
2. Opérations linéaires sur ’espace L,?. Soit » une mesure de Radon

positive sur T, et considérons l'espace L,?(»), 1 < p < 4+ «.* Soit f une
application linéaire de L(v) dans F’. Posons

1A = sup 3 1f(eax)

le sup. étant considéré pour tous les champs étagés® X = 3 ; ¢4,X; tels que
les 4, soient disjoints et que N,(X,») < 1. On a
AL <IN < 4 .

Remarques.

1°. Si p =1 on a toujours ||f]| = ||[f]||. En effet, si ||f]| = + =, on a aussi
[lIflll = + «. Supposons donc que ||f|| < 4+ ®. Pour tout champ étagé
X =2 ,04.X; tel que Ni(X,7) < 1ona

2; [f(eaxd)| < Zl AT Ni(eaiXs v) = [[f]| Na(x,») < [[f]]

donc [[If[ll < [Ifll, d’ott il sensuit que [|f]| = [[|f]]l.
2°.Si1<p<+ o et F=C, on a toujours ||f]| = |l|f]]l.

4Pour la définition des espaces Lq?(») voir (14).
50n peut supposer que les X; sont continus, non nécessairement de .
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Supposons ||f]| < + «. Soit
X = Z QOA'-Xi

un champ étagé tel que les A; soient disjoints et que N,(X,») < 1. Pour
chaque 4, il existe un nombre complexe 8, tel que |8, = 1 et

[f(paixs)| = 0.f(paXs) = flpabiXy).
Alors
Zi: lf(‘PAiXi)l =f<2; ¢’A19ixi> < Hf“Np<z; 0a;0.X4 V) < Hf”

donc [[IfIl < |Ifll, et par suite [|f]| = [[If]l].

3°.Si1<p <+ = et Fs=C, on peut avoir [[f]| < [||[f]]].

Prenons T" = R, v la mesure de Lebesgue sur 7, E({) = E = R quel que
soit t € T et

1,1
F=1), ~+4-=1
Q) pi

Si f est I'application identique de L?(v) dans F’, on a évidemment ||f|| = 1.

Montrons que |||f||| = + <. En effet, pour chaque #, on peut choisir # inter-
vals disjoints (4 ;)1<i<n €t # nombres (x;)1<i<n tels que v(4;) = 1/net|x;| = 1
pour 7 = 1,2,...,n Pour la fonction étagée

n
X = Z Pai%sq
i=1

on a Ny(x,») =1et
n . n n 1 1/p
zZ=l [f(paixs)| = 12=1 Ny(paixy, v) = ;1 [v(4 {)]1/;; lxi| = ”(;;) .
On déduit alors que |||f]|]| = + .

4°. L’ensemble des applications linéaires f: Ls? (v) — F’ telles que ||[f]]| < + =
est un espace vectoriel et |||f]]| est une norme sur cet espace.

TuEOREME 6. Une application linéaire f de L (v) dans F' peut s écrire sous
la forme
(z, (fx)) = f(z, U,0)x(t)) dv(?) pourXx € L’(v)etz € F
ot Uy€ C(O) et
1
P

si et seulement si |||f]]| < + . Dans ce cas U, est déterminé localement v-
presque partout et |||f||| = N (Uj, v).

1
NG(UIYV)<+°°1 +E:11

Démonstration. Supposons d’abord qu'il existe un champ d’opérations
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U, € €(O) tel que N, (Us,v) < + = et que pour tout 2 € Fet X € L?{»)
la fonction ¢ — (3, U,(£)x(¢)) soit essentiellement v-intégrable et

¢, 50) = [ @ UA0x(0) o).

Montrons alors que |||f]|| < + <. Remarquons d'abord que la fonction
t — ||U,(#)|| est v-mesurable (remarque 1° suivant le théoréme 2) donc appar-
tient & L(»), et

(e 5@ < [ I, U 0x0)] )
< [l 101 kO a0 = 1l [ 10,011 1x0)] a0

donc
f@1 < J U@l 5@ 1) pourx € L2w).

Soit
X = Z Ca:Xq
1

un champ de vecteurs étagé tel que les 4 ; soient disjoints. Alors

S Weamdl < T JI001 K01 eai) do(o

= [1v01

WAl < No(Up»v) < + .

Inversement, supposons que |||f|]|| < + «. Pour tout 4 € Bet* X € aona
04X € L (v). Posons

Zi ea: (O)X:(t) | dv(t) < No(Uy, v) Nyp(X, %)

donc

m(4)x = f(p4X).
Sid € Betx,y € asont tels que p4X = ¢4y, on a
m(4)x = m(4)y.

Pour chaque 4 € B, m(4) est une application linéaire de a dans F’. Elle
est continue, car si X € a, 4 € B et |[x||4 < 1, alors

i/p
Im(4)x| = |f(eax)| < [I/l| <f ea(®) XO)I dV(t)> < Ny (a, )

donc m(A4) € &(a, F'). On déduit que m est une fonction vectorielle d’en-
semble et

[ (D] < [If[[Vp(a, ).

6Si 9 ne vérifie pas I'axiome (i), on peut lui ajouter de champs continus pour obtenir une
famille équivalente A’ vérifiant (i).
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De cette inégalité il résulte que m est dénombrablement additive, donc une
mesure vectorielle. De la condition ||[f]|]| < + « on déduira que m est a
variation finie. En effet, soit 4 € B, (4:)1<i<, une famille d’ensembles dis-
joints de ¥ dont la réunuion est 4 et (¢;)1<i<, une famille de nombres com-
plexes. Soit encore ¢ > 0. Pour chaque 7, 1 < 7 < #, il existe X; € a tel que
[|xi|4 < 1 et tel en outre que

l|m l)“ (m )X|+|C| Si6i¢0

[Im(4)|| < [m(4)x,] + = sic; = 0.

Alors, pour tout 7z on a

Im (A4 )| les] < [m(A:)xici| + =
donc

Z=:1 [Im(49)]] |e:] < Zl |m (4 )Xice| + €

(S, encixar) +

i=1

<A eacar) +e

Il

= 3 fencan] + e

Comme e est arbitraire, on a

3 lmol led < HAN(E, pacor).

En particulier, pour ¢; = 1,7 =1,2,..., n, on obtient

n

i; (4[] < [HAN Np(eas, »)

donc

w(4) < [IfIIN (o4, ¥) < +

c’est-a-dire, m est & variation finie u; en outre u est absolument continue
par rapport a », donc u est réguliére. Alors m est aussi absolument continue
par rapport a v et réguliére.

On a aussi 'inégalité

n

Zl r(di) ed < Illfllle<§:31 PaiCis V>

i=

qui sera utilisée dans la suite. En effet, soit e > 0. Pour chaque 1%, il existe
une famille finie (B;;) d’ensembles disjoints de B dont la réunion est A4 ;, telle
que
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u(d;) < Z Hm(ij)H“f'ﬁ sic; #0

wd) < X mBYI+ 5 sici = 0.
Alors, pour chaque 7 on a
w9 el < T [ImEBHIl +

donc

n

2o u(d) e < 2 Im(B)]] leo] + ¢

=1 i,j

< l||f[||Np<; ¢5:iCt v) +e= IIIfIlIN,,<2::1 0aiCi u) )

e étant arbitraire, on déduit alors

Zn: M(Ai) lcil < ||IfH|Np<;:;1 PaiCi V) .

i=1

Puisque m est & variation finie et absolument continue par rapport a », il
existe un champ d’opérations V, € €(¥) tel que

(2, fx dm) = f(z, Ve $)X(#)) dp(t)

pour 3 € Fet X € L,'(m), et

[ o= f1Ivmoll o a0 pour ¢ € L'(u).
On prend U, = V,,, donc
[oau=f10,00 o0 a0y pour ¢ € L' (u).

Soit
Qo = Z ©a:Ci
i

une fonction réelle étagée définie sur 7, telle que les 4; soient disjoints; ¢
est u-intégrable, donc

1m0 o s - e )] < T w4 led < 11 Mo .

On déduit alors que la fonction ¢t — || U,(¢)|| est de puissance géme intégrable
pour » et que

N(Up») <[IIflll < 4 .
Il s’ensuit que Lo (v) C Lo (n), donc

<z,fx dm> = f{z, U (0)x(t)) dv(2) pourX € L’(») etz € F.
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Si
X = Z 04X
1

est un champ de vecteurs étagé tel que les 4, soient disjoints et que N, (x,») <1,
on a,

Zi |f(eax))| = 21 m(4,)x;| = Zl ifSDAixidm!

<[00l e x50

- Jivwl

donc [[If[I| < N4(Uy, ») et donc
Al = No(Us, 9).

2 %u(t)xi(t)! dv(t) < No(Up, v)No (%, v) < N, (Uy, »)

Pour tout champ étagé
X = Z vaXi
1
on a

fxdm = > m(4)x; = zl: fleaXs) =f<zi <PA,-X1-> = f(x).

Si x € L(v), il existe une suite (X,) de champ de vecteurs étagés telle
que N,(x — X,,») = 0. Alors f(x,) — f(x). D’autre part, X € Lo!(u) et

(s =5 w) = [ 150 = 5.0 dul®) < [171]] Mp(x ~ 5, 9)

donc Ni(xX — X,, u) — 0. Alors fxndm —»fxdm et comme f(X,) = fx,,dm, on
déduit f(x) = [xdm, donc

(z, f(X)) = f(z, U)x(t)) dv(2) pourx € L(v) etz € F.

L'unicité de U, se déduit comme dans la démonstration du théoréme 2. Ceci
achéve la démonstration.

Remarques.
1°. Si F’ est de type dénombrable, on a

5@ = [ U@ av) pourx € LG).

2°. §'il existe une famille fondamentale © C €(®) vérifiant I'axiome (G)
et la condition (7), alors U, € Lm"(v).

3°. Sil'espace F ou si les espaces E(f) ne sont pas de type dénombrable, il
est possible que U, ne soit pas uniquement déterminé localement v-presque
partout.
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4°, Si f est une application linéaire de L,?(v) dans un espace de Banach
qui n’est pas le dual d'un espace normé, il est possible que f n'admet pas une
représentation intégrale quoique |||f]|| < 4+ «. Par exemple, pour I'applica-
tion identique f de L'((0, + «), ») dans lui-méme (v désignant la mesure de
Lebesgue) on a |||f||] =||fl]| =1, mais f n'admet pas une représentation
intégrale (voir (21)).

COROLLAIRE 1. Pour toute application linéaire et continue f de Lo'(v) dans
F', 1l existe un champ d'opérations U, € C(®) tel que ||f]|] = N, (Uy, v) et que

(2, f(X)) = f (&, U,()x(t)) dv(t)  pourx € Li'(y)etz € F.

En effet, pour p = 1 on a |||f]]| = ||f]| < + .
Ce résultat a été démontré dans (6) pour le cas ol F' est de type dénom-

brable.

COROLLAIRE 2. Pour toute fonctionnelle linéaire et continue f sur L (v), 2l
existe un champ de fonctionnelles X/ € C(8') tel que N,(x/,v) = ||f]| e que
pour tout X € L”(v) on ait

1@ = [ &, %/ @) ),

En effet, dans ce cas |||f||| = ||f]| < 4+ =, et F = C. Cerésultat a été démontré
par C. Tonescu Tulcea (15).
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