
SUR LA REPRESENTATION INTEGRALE DES 
CERTAINES OPERATIONS LINEAIRES. IV 

OPERATIONS LINEAIRES SUR L'ESPACE La* 

N. DINCULEANU ET C. FOIAS 

1. Introduction. La première partie de cet article a un caractère intro-
ductif; on reprend l'étude des mesures vectorielles sur un espace localement 
compact, présenté dans (8) pour les espaces compacts. 

Dans la seconde partie on donne un théorème de représentation intégrale 
d'une mesure vectorielle par rapport à sa variation (théorème 2), duquel on 
déduit une généralisation du théorème de Lebesgue-Nikodym (théorème 3) 
et une généralisation du théorème de Lebesgue sur la décomposition d'une 
mesure (théorème 5). Ces théorèmes ont été déjà démontrés par les auteurs 
sous des conditions un peu plus restrictives, (10) et (13), mais ici les démon­
strations sont nouvelles, et l'ordre dont on les déduit l'un de l'autre, est 
inversée. 

Du théorème 2 on déduit aussi un théorème qui donne une condition néces­
saire et suffisante pour qu'une application linéaire de l'espace La

p(v) dans un 
espace de Banach puisse être représentée sous une forme intégrale (théorème 
6). De ce théorème, qui nous semble nouveau, on déduit le théorème de C. T. 
Ionescu Tulcea (15) concernant les fonctionnelles linéaires et continues sur 
l'espace La

p(v) et un théorème concernant les applications linéaires et con­
tinues de l'espace La

l(v) dans un espace de Banach, donné par l'un des auteurs 
dans (6). 

I. MESURES VECTORIELLES 

1. Préliminaires. Soient T un espace localement compact et 33 le clan 
des parties boréliennes relativement compactes de T. Soient (S = (E(t))teT 

une famille d'espaces de Banach et X un espace de Banach. 
Désignons par Ë(S) l'ensemble des champs de vecteurs x définis sur T, 

tels que x(/) Ç E(t) quel que soit t 6 T. La norme d'un élément a appartenant 
à l'un des espaces E(t) ou X sera notée par \a\. Si x Ç (S(@), on désigne par 
|x| la fonction numérique / —> |x(/)|. Pour tout x G E(@) et tout A C T on 
pose 

||x)U = sup |x(0| 
teA 

et ||x|| = | |x | | r . 
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Supposons qu'il existe une famille fondamentale1 a C S (S) de champs de 
vecteurs continus. 

Un champ de vecteurs x G S (S) est continu (part rapport à a) au point 
to G T, si pour tout nombre e > 0, il existe un voisinage V de t0 et un champ 
de vecteurs y G et, tels que 

|x(0 -y(01 < * 
pour t G V. 

Si un champ de vecteurs x est continu au point to, alors la fonction numérique 
|x| est continue en to. 

Lorsque tous les espaces E(t) sont identiques à un espace de Banach E, 
on prend pour a l'ensemble des applications constantes de T dans E, et on 
identifie a avec E. Dans ce cas la continuité par rapport à a est la continuité 
habituelle. 

Dans ce qui suit, (à l'exception du théorème 6), on supposera que a vérifie 
l'axiome suivant: 

(i) Quels que soient A, B G 33, A C B, x G a et e > 0, il existe y G a tel 
que <pAx = (pAy et \\y\\B < ||x||A + e. 

Dans le cas où E(t) = E quel que soit t G T, l'axiome (i) est vérifiée. 
Pour tout A G 93, la fonction x —-» \\x\\A est une séminorme sur a Si A G B, 

alors ||X||A < ||x||B. Pour tout A G S3, on désigne par aA l'espace vectoriel 
a muni de la topologie de la convergence uniforme sur A, définie par la sémi­
norme ||x||A, est par S (eu, X), l'espace de Banach des applications linéaires 
et continues de aA dans X, munit de la topologie définie par la norme 

\\U\\A = sup \Ux\. 
I I X I U < 1 

Si A C B , alors Z(aA, X) C 2 ( a B ) I ) et \\U\\A > \\U\\B. 
Lorsqu'on écrit a, on entend que a est muni de la topologie d'espace locale­

ment convexe séparé définie par la famille des séminormes (||x||A) ™; 8 (a, X) 

est alors l'espace des applications linéaires et continues de a dans X. On a 

8 (a ,X) = UL(aA,X). 

2. Mesures vectorielles. On appelle fonction vectorielle d'ensemble, toute 
application m de 33 dans 2(a, X), vérifiant l'axiome suivant: 

(j) pour tout A Ç 93 et x, y G a tels que <pAx = cpAy, on a 

m(^4)x = m(^4)y. 

Si E(t) = E quel que soit t G T, la condition (j) est superflue. 

^ n e famille fondamentale de champs de vecteurs continus a est un sous-espace vectoriel 
de Ê ( S ) tel que: la fonction numérique t—*|x(J)| soit continue quel que soit x G Sï, et 
l'ensemble {x(/)|x G §1} soit dense dans E(t) quel que soit t G T. En ce qui concerne les 
champs de vecteurs, voir (14). 

https://doi.org/10.4153/CJM-1961-044-5 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1961-044-5


OPERATIONS LINEAIRES 531 

PROPOSITION 1. Si m est une fonction vectorielle d'ensemble, pour tout A G 33 
on a m{A) G 8(eu, X) et 

\\va{A)\\A = \\m{A)\\B 

quel que soit B G 33 tel que A C.B. 

Soit A G S3; on a m (A) G 8 (a, X), donc il existe C G S3, tel que | |m( ,4) | | c 

< + oo. Pour tout B G 33 tel que A C B on a 

\\m(A)\\B < \\m(A)\\A. 

Pour montrer l'inégalité inverse, soient « > 0 et x € a tel que | |x | |4 < 1. 
D'après l'axiome (i), il existe y Ç o , tel que <pAx = <pAy et | |y| |B < 1 + «• 
D'après l'axiome (j) on a 

\m(A)x\ = \m(A)y\ = ' (1 + e) 

donc 

m(A) 
1 + é 

< (1 + e) | | m ( , 4 ) | | s < + » 

| | m ( ^ ) | U < (1 + e ) | |m04) | | B 

et comme e est arbitraire, on déduit 

\\m(A)\\A < | |m(^ ) |U . 

En prenant B G S tel que A \J C C B} on déduit 

| |m(i4) | |B < | | m ( ^ ) | | c < + » 

donc aussi | |m(./4)||4 < + œ, ce qui achève la démonstration. 

Remarques. On écrira dans la suite | |m(-4)| | au lieu de ||m(^4)||A. Si (An) 
est une suite d'ensembles de 33, dont la réunion A0 appartient à 33, les normes 
| |m(.4n) | | seront calculés par rapport à un ensemble quelconque -B G 33 tel 
que A0 C B. Par exemple, la condition 

oo 

m(^o) = Z) m(An) 

signifie que la série est convergente dans 2(aB, X) et sa somme est m(^40). 

Définition 1. On appelle mesure vectorielle sur T, toute fonction vectorielle 
d'ensemble m, telle que, pour toute suite (An) d'ensembles disjoints de 33, 
dont la réunion appartient à 33, on ait 

/ oo \ oo 

m( U An) = X) m(^n) . 
\ w = l / n=l 

On déduit que si m est une mesure vectorielle sur T, on a ttl(<£) = 0, et 

m ( \JAt) = E m(Ai) 

pour toute famille finie (A,-)i<f<n d'ensembles disjoints de 33. 
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Définition 2. On dit qu'une mesure vectorielle m sur T est régulière, si 
pour tout A Ç 33 et tout e > 0, il existe un ensemble compact K C A et un 
ensemble ouvert relativement compact G Z) A, tels que si A' Ç 33 et 
K CA' C G , on ait 

\\m{A) - mC^OII < €. 

Remarques. D'après la définition 1, une fonction positive d'ensemble fx est 
une mesure positive, si /x est dénombrablement additive et ii(A) < + °° pour 
tout A Ç S3. Une mesure complexe régulière /x sera identifiée dans la suite 
avec la mesure de Radon jfdji qu'elle engendre.2 

3. Variation d'une mesure vectorielle. Soit m une mesure vectorielle 
sur T. Pour tout A G 33 posons 

n(A) = sup X) | | m ( ^ i ) | | 
i 

le sup. étant considéré pour toutes les familles finies (̂ 4*) d'ensembles dis­
joints de S3, dont la réunion est A. 

La fonction d'ensemble n sera appelée la variation de m ; elle a les pro­
priétés suivantes: 

1°. 0 < fi (A) < + co pour A £ S3; 

2°. M (A) = 0 si et seulement si m (B) = 0 pour tout B C A, (A, B £ S3) ; 

3°. /z(.4) <A*(-B) si 4 C J 3 , (4,J3 G S3); 

( oo \ oo 

U A J = E /*G4„) 
71=1 / 71=1 

pour toute suite (An) d'ensembles disjoints de S3, dont la réunion appartient 
à S3; 

5°. | | m ( 4 ) | | < fx(A) pour A Ç S3. 
La variation de m est la plus petite fonction positive d'ensemble, dénom­

brablement additive, vérifiant l'inégalité 5° pour tout i G S . 
On dit que m est à variation finie JJL, si fi (A) < + oo quel soit que A £ S3. 

PROPOSITION 2. Une mesure vectorielle à variation finie est régulière si et 
seulement si sa variation est régulière. 

La démonstration est la même que pour le cas où T est compact (8). 

Remarque. Si m est une mesure régulière complexe, alors la variation y de 
m est égale au module | m | de m (voir (2)). 

4. Sémivariation d'une mesure vectorielle. Soit m une mesure vec­
torielle sur T. Pour tout A Ç S3, posons 

pi(A) = supl X) m ( 4 f ) x j 
I i ' 

2Pour ce qui concerne les mesures de Radon, voir (2). 
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le sup. étant considéré pour toutes les familles finies (A i)iei d'ensembles 
disjoints de 33 dont la réunion est A, et toutes les familles finies (xt)ul de 
champs de vecteurs appartenant à et, tels que ||x*||A < 1. En vertu des axiomes 
(i) et (j), la condition ||Xi||x < 1 peut être remplacée par la condition 
||Xi||5 < 1, où B est un ensemble quelconque de 33 contenant A. 

La fonction d'ensemble #, s'appelle la sémivariation de m ; elle a les pro­
priétés suivantes: 

1°. 0 < p(A) < + oo pour A e 33; 

2°. Ji(A) = 0 si et seulement si fi(A) = 0; 

3°. p(A) < p(B) si A C B, (A, B G 33); 

4°. p est dénombrablement sous-additive ; 

5°. | |m(i4)| | < p(A) < fx(A) pour A G 33. 

PROPOSITION 3. Si X = C, on a p(A) = JJL(A) pour tout A G 33. 

Soit A G 33. Il reste à montrer seulement que y, (A) < pi (A). Pour ce faire, 
soient e > 0 et C4*)i<*<w u n e famille finie d'ensembles disjoints de 33, dont 
la réunion est A. Pour chaque i, il existe x* G a tel que Hx^l^ < 1 et 

| Im^OII < m(Ai)xi + --. 

Alors 
n n 

J2 \\m(At)\\ < Z mC^OXi + * < M(4) + * 

donc 
M(4) <p(A) + 6. 

Comme e est arbitraire, on déduit n(A) < p{A) et ceci achève la démonstra­
tion. 

5. C h a m p s de vecteurs étages. On dit qu'un champ de vecteurs 
x G Ê((S) est (a, 33)-étage, où, simplement, étage, s'il est de la forme 

x = X) tfu.-x* (At G 33, Xi G a, 1 < i < n). 

Désignons par Çèa(T), l'espace vectoriel des champs de vecteurs étages, et 
par (§(r) l'espace vectoriel des fonctions numériques étagées. 

On peut toujours écrire un champ de vecteurs étage 

X = Z*l ÇAi&i, 
i 

de telle manière que les ensembles A t soient disjoints. Alors 

|X| = Z <pAi\*i\ 
i 

est une fonction numérique étagée. 
Soit m une mesure vectorielle à variation finie ii. 
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Pour tout champ de vecteurs étage 

i 

on définit l'intégrale 

I x dm 

de x par rapport à m , par l'égalité 

J xdm = J^ m(At)Xi. 

L'application 

x —> J x dm 

de S a ( r ) dans X est linéaire. 

PROPOSITION 4. Pour tout champ de vecteurs x Ç &a(T) on a 

I xdm\ < I |x| dfx. 

Pour la démonstration voir (8). 
Désignons par 33' l'ensemble des parties B C T, telles que A C\ B £ 33, 

quel que soit A Ç S3; 33' est une tribu. 
Si x 6 <ga(D et A e 23', alors <?Ax Ç <gtt(r). 

PROPOSITION 5. •SW x Ç @a(^). Powr fo^/te suite (An) d} ensembles disjoints 
de 33', on a 

oo /» 

7?,= 1 « ' - A n 

x J m . 

6. Intégration des champs de vecteurs. Soit m une mesure vectorielle 
à variation finie JU. Pour tout x G Sa(^) posons 

iVx(x) = J | x | d M . 

L'application x —> iVi(x) est une semi-norme sur Ç£a(T) ; la topologie définie 
par cette semi-norme est la topologie de la convergence en moyenne. 

Définition 3. On dit qu'un champ de vecteurs x Ç S ((S) est ju-intégrable, 
s'il existe une suite (xn) de champs de vecteurs étages, convergente vers x 
ju-presque partout et qui soit une suite de Cauchy pour la topologie de la 
convergence en moyenne. 

Désignons par LO}(IL) l'espace vectoriel des champs de vecteurs/x-intégrables. 
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On déduit aussitôt que si x est un champ de vecteurs /x-intégrable, alors |x| 
est une fonction numérique ju-intégrable. 

On considère sur ZVG-O ta topologie de la convergence en moyenne, définie 
par la semi-norme 

iVi(x) = I \x\djd pour x G Ll(/j,). 

On montre que La
l{ix) est un espace complet pour cette topologie, et l'espace 

@a(jH) est dense dans La
l{ix). 

PROPOSITION 6. Si (xn) est une suite de chamsp de vecteurs de La1
 (M), dont 

les supports sont contenus dans un même ensemble compact, et si la suite (xn) 
est uniformément convergente vers un champs de vecteurs x, alors x est n-intégrable 
et 

limiVi(xn - x) = 0. 
n^co 

La démonstration est immédiate. 

Définition 4. Un champ de vecteurs x £ (S ((S) est m-intégrable si x est 
//-intégrable. 

De la proposition 4 on déduit que l'application x —» Jxdtn de ©a(^) dans X 
est continue pour la topologie de la convergence en moyenne. Comme ©a(2") 
est dense dans La

l{ij) pour cette topologie et X est complet, l'application 
x —> fxdm se prolonge uniquement, par continuité, à une application linéaire 
et continue de La

x{^) dans X, notée toujours fxdm. On a encore 

I xdm\ < I |x| djd pour x Ç Ll(n). 

Pour tout X £ La1^) on appelle fxdm l'intégrale de x par rapport à m . 
On écrit aussi La1 (m) au lieu de La

l(y). 
On désigne par 93 (m) ou 93 (M) le clan des parties /x-mesurables et relative­

ment compacts de T. Si A Ç 93 (m) et x Ç et, alors <pAx Ç La
l(ii). Pour tout 

A Ç © (m) on définit m (̂ 4) par l'égalité 

m(A)x = I <pAxdm pour x Ç a. 

On déduit aussitôt 
(1) m(A)x = m(A)y si <pAx = <pAy, A Ç S (m), x, y Ç a; 

(2) | |m(i4) | | = sup \m(A)x\. 
\\X\\B<1 

quel que soit B G 93 (m) tel que A C B\ 

(3) m (A) est dénombrablement additive sur 93 (m). 

On désigne par 93' (m) ou 93'(M) la tribu des parties /x-mesurables de T; 
93' (m) est donc l'ensemble des parties B C T telles que A C\ B £ 93 (m) 
quel que soit A Ç 93(m). 
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7. Mesures vectorielles régulières. Désignons par $ta(T) l'espace vec­
toriel des champs de vecteurs x G (£(©) continus (par rapport à a) et à sup­
port compact. Pour tout A C T, $a(T, A) est le sous-espace de $ta(T) formé 
des champs de vecteurs dont les supports sont contenus dans A. Tout champ 
de vecteurs x G ®a(T) peut être approché uniformément par des champs de 
vecteurs de @tt(r), donc ®a(T) C La1 (m). 

PROPOSITION 7. Si m est régulière et à variation finie, alors $ta(T) est dense 
dans La1 (m) . 

En effet, la variation \x de m est une mesure positive régulière, et tout 
champ <pAx, (A G 33, x G a) peut être approché dans La1 (M) par des champs 
de « a (D . 

PROPOSITION 8. Deux mesures vectorielles à variation finie et régulières m 
et m ' sont égales, si et seulement si 

I xdm = I xdm' pour tout x G $ta(T). 

La démonstration est la même que pour le cas où T est compact (8). 

On dit qu'une application linéaire U de $ta(T) dans X est majorée, s'il 
existe une mesure de Radon positive X sur T, telle que 

|J7(x)| < J | x | d \ pour tout x G $ a (T) . 

Il existe alors (7) une plus petite mesure de Radon positive v sur T, majorante 
de U. 

Si m est une mesure vectorielle régulière et à variation finie /z, et si l'on 
pose 

UV> = j xdm pourx G ®a(T) 

alors U est une application linéaire de $a(T) dans X, majorée par JJL; en outre, 
JJL est la plus petitite mesure positive régulière (qu'on a convenu à identifier 
à une mesure de Radon), majorante de U. 

Réciproquement, on a le théorème suivant: 

THÉORÈME 1. Pour toute application linéaire et majorée U de §ta(T) dans X, 
ilexiste une mesure vectorielle régulière m à variation finie, et une seule, telle que 

U{x) = J xdm pourx G ®a(T). 

En outre, la variation n de m est la plus petitite mesure positive majorante 
de U, et pour tout ensemble ouvert G G S , on a \\UG\\ = M (G), où UG est la 
restriction de U à Vespace ®a(T, G). 

La démonstration est la même que pour le cas où T est compact (8). 
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IL REPRÉSENTATION INTÉGRALE DES OPÉRATIONS LINÉAIRES SUR La
p 

Dans la suite de cet article on supposera que: 

(1) La famille fondamentale a vérifie l'axiome (G), c'est-à-dire qu'il existe 
une suite (xn) de champs de vecteurs appartenant à a, telle que la suite (xn(t)) 
soit dense dans E(t) quel que soit t Ç T; 

(2) X est le dual F' d'un espace de Banach F de type dénombrable. 
Les mesures vectorielles seront donc considérées à valeurs dans S (a, F'). 
Pour chaque t G T, désignons par G(t) l'espace 8 (£(£), F') des applications 

linéaires et continues de E(t) dans Ff, par ® la famille (G(t))ttTl et par Ë(@) 
l'ensemble des champs d'opérations U définis sur T tels que U(t) £ G{f) quel 
que soit t £ 7\ 

1. Mesures vectorielles absolument continues par rapport à une 
mesure positive. On démontre d'abord le théorème suivant qui est fonda­
mental pour ce qui suit. 

THÉORÈME 2. Pour toute mesure vectorielle régulière m , à variation finie /x, 
il existe un champ oVopérations Um Ç (£(©) déterminé localement n-presque 
partout, tel que \\ Um(t)\\ = 1 et 

\ z , \ x ^ m / = J (z, Um(t)x(t)) dn(t) 

quels que soient z Ç F et x Ç La
l(n). 

Démonstration. Pour tout 3 Ç F et x Ç et, la fonction d'ensemble m2>x 

définie par l'égalité 

mZtX (A)= (z, m(^4)x) pour A £ 93 

w2iX est une mesure complexe régulière sur T. On a 

(1) K,xC4) | < W l |x |M^4) pour ^ € » 

donc WÎ2)X est de base \x. Il existe alors (2) une fonction complexe gz>x définie 
sur T, localement ju-intégrable (déterminée localement /x-presque partout), 
telle que 

™z,x = gz,x»> 

Si l'on désigne par fi2tX le module (ou la variation) de mZjX alors une fonction 
complexe <p définie sur T est essentiellement /x2>x-intégrable si et seulement si 
^gz.x est essentiellement /x-intégrable (2) et on a3 

(2) J <pdmz>x = J <p gZtXdfx pour <? Ç 4 (*»*,*). 

3L'intégrale essentielle par rapport à JJ. d'une fonction <p sera notée aussi par J<pdfi au lieu 
de J<pd[i. 
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On déduit aussitôt qu'on a 

(3) gaizi+a2 22 ,/3lxi+/32X2 = «l/^lgzi.xi + alp2gzi,X2 +^lgz2,xi + a^2gz2,x2 

localement /x-presque partout pour chaques zi, Zi € F, Xi, X2 G a et ai, 0:2, 
ft, ft e a 

Si 2 6 F, A Ç J5, x, y £ a et si <pAx = çAy, alors 

(4) gz,x = gz,y 

ju-presque partout sur A. 
De (l) on déduit 

/x2,x01) < \z\ \\x\\An(A) pour A £ 33(/x) 

donc aussi 

/i,iX(B) < |z| ||x|U/x(5) 

quel que soit B C A, (Be 23 0 ) ) . Il s'ensuit que L K J O D ^ ( M ) . 

De (2) on déduit alors 

(5) <Pgz,xdn < I | p | ^M2,X < |s| | |x|U \<p\dn 

quels que soient B (Z A, (A, B Ç 33(M)) et <p localement ju-intégrable. En 
particulier, comme <p = g2,x est localement /x-intégrable, |g2,x|2 est localement 
/x-intégrable, et de (5) on déduit: 

(6) \gz,x(t)\ < \*\ ||X|U 

/x-presque partout sur A Ç 93(/x). 
Soit (xn) une suite de champs de vecteurs de a, telle que la suite (xn (t)) soit 

dense dans E(t) quel que soit te T, et soit cto l'ensemble des combinaisons 
linéaires à coefficients rationnels complexes des éléments de la suite (xn). Pour 
chaque t £ T, soit Eo(t) = {x(t)\x Ç ao} ; Eo(t) est un sous-espace vectoriel 
(par rapport au corps des nombres rationnels complexes) dense dans E(t). 

Soit Fo le sous-espace de F formé des combinaisons linéaires à coefficients 
rationnels complexes des éléments d'une partie dénombrable dense dans F. 

Il existe un ensemble localement ^-négligeable iVi, tel que pour t $ Ni, les 
relations (3) soient vérifiées quels que soient Zi, £2 £ F0, Xi, x2 G ao et 
oci, oii, ft, ft rationnels complexes. 

Il existe un ensemble localement /x-négligeable A72, tel que pour t^N^on ait 

(7) \gtx(t)\ < 1*1 |x(0| 
quels que soient z e Fo et x Ç ct0. En effet, fixons z Ç F0 et x Ç ao et posons 

A(z,x) = {t\gz,x(t)\ > \z\ \x(t)\). 

A (z, x) est jLt-mesurable. Soit K CL A(z, x) un ensemble compact, tel que 
gzx soit continue sur X. Il existe un recouvrement fini de K formé par des 
ensembles Gh . . . , Gn ouverts dans K, tels que pour chaque 1 < i < n on ait 

înf \gz,x(t)\ > \z\ sup |x(/)|. 
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De (6) on déduit que Gi est /x-négligeable, donc K est /x-négligeable. Si main­
tenant 77 est un ensemble compact de T, A (z, x) H i l est réunion d'un ensemble 
/x-négligeable et d'une suite (Kn) d'ensembles compacts telle que la restriction 
de gZtX sur chaque Kn soit continue. Alors, chaque Kn est /x-négligeable donc 
A(z, x) r\ H l'est aussi. Comme H est arbitraire, il résulte que A (z} x) est 
localement /x-négligeable. On prend alors 

N2 = U 4 ( « , x ) , 
2eFo 
xeao 

et pour t $ N2, la relation (7) est vérifiée quels que soient z G ft et X G ao. 
Il existe un ensemble localement /x-négligeable 7V3, tel que pour chaque 

t iNz on ait 

(8) £fiX(0 = gt,y(t) 

quels que soient 2 Ç ft et x, y Ç a0 vérifiant x(/) = y(£). 
En effet, fixons z G ft et x, y G ao et posons 

B(z, x, y) = {t\x(t) = y(0 , *,.*(/) ^ g,,y(0}. 

5(2, x, y) est /x-mesurable. Si K C T est un compact quelconque, de (4) on 
déduit que K P\ B(z, x, y) est /x-négligeable, donc J3(s, x, y) est localement 
/x-négligeable. On prend alors N3 la réunion des B(z, x, y), (z G ft, x, y G ao). 

Soit 
3 

N = U Nt. 

Si pour tout t G xV on pose gz,x{t) = 0 quels que soient 2 6 ft et x G ao, alors 
les relations (3), (7) et (8) sont vérifiées pour tout t G 7", quels que soient 
les indices appartenant à ft et ao, et les nombres rationnels complexes ai, «2, 

Fixons maintenant t G 2" et z G ft. Pour chaque a G ft(/) on pose 

où x G ao est tel que x(t) = a. De l'égalité (8) on déduit que gz<a(t) ne dépend 
que de a G E0(t). 

Pour £ G r e t a Ç ft(0 fixes, l'application z —» gz,a{t) de ft dans C est 
linéaire (par rapport au corps des nombres rationnels complexes) et continue 
(7), donc peut être prolongée uniquement par continuité à une forme linéaire 
et continue ga(t) sur F (donc ga(t) G F'). De (7) on déduit qu'on a 

(9) \ga(t)\ < \a\. 

Pour tout z f ft on a 

Fixons maintenant £ G 7". L'application a —» ga(/) de Eo(0 dans Ff est linéaire 
(par rapport au corps des nombres rationnels complexes) et continue, donc 
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peut être prolongée à une application linéaire et continue Um (t) de E (t) dans 
F' (donc Um(t) € 8(£(/) , F')) et 

(io) l | f /mW!l<i-
Pour x (z cto on a donc 

Um(t)x(t) = & ( l ) ( 0 

quel que soit t € T, donc pour z (E 7% x G cto et / € 2" on a 

<Z, Um(t)x(t)) = g2,x(0 

d'où il résulte, pour 4̂ Ç 93, 

(H) \ z , J <PA*dm/ = J (z, Um(t)<pA(tMt))dn(t). 

Si 

x = Z ) <PA< • x*, (-4» € 93, X; € cto) 

et 2 Ç Fo, on déduit 

(12) <^z, jxdm) = J ( z , Um(t)x(t))dp(t). 

Si x Ç a, et 4̂ G S3 il existe une suite (xn) de champs de vecteurs de la forme 
précédente, uniformément convergente vers <pAx; alors, pour z 6 Fo la suite 
(2, Um(t)xn(t)) est uniformément convergente vers (2, Um(t)<pA(t)x(t)), donc 
l'égalité (11) est vraie pour x G a et A £ 33. Alors l'égalité (12) est vraie 
pour tout champ étage x Ç (Sa(T), et en appliquant le théorème de Lebesgue 
on déduit qu'elle est vraie pour tout x Ç La1 (m) et tout z £ F. 

Montrons maintenant que | |C/m(0| > 1 localement ju-presque partout, d'où 
il s'ensuit que ||£7m(0l — 1 localement ju-presque partout, donc partout si 
l'on modifie Um sur un ensemble localement ju-négligeable. 

Pour chaque x G cto, la fonction t —•» | Um(t)x(t)\ est /i-mesurable, comme 
borne supérieure de la suite de fonctions mesurables t —» \(zn, £/m(0x(0)l où 
(zw) est une suite dense dans la sphère unité de F. 

La fonction t —» || C/m(0|| e s t aussi ju-mesurable, comme borne supérieure de 
la suite 

\Um(t)x(t)\ 
/ _* lx l7 ) | , x G a° 

où l'on convient de poser 

lE/mOQxQOI 
|x(0l 

si x(<) = 0. 
Pour chaque nombre naturel n posons 

= 0 

\t\\\Um(t)\\<\-^ 
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Bn est /z-mesurable, donc est contenu dans un ensemble Bn' Ç 33' tel que 
Bn' — Bn soit localement /z-négligeable. 

Soit K C T un ensemble compact. Pour tout z £ F, x Ç a e t i Ç ^ o n a 

(0, m(i£ n £„' H ^4)x)| = f (z, E/m(0x(0> d/*(0 

< (1 - -*j H ||X|Un /̂x(x n iV n ^). 

On déduit alors 

\\m(KnBn' HA)\\ < ( l - i j »(KnBn'nA) 

donc si (̂ 4 *) est une partition finie quelconque de K P\ #,/ en ensembles de 
33, on a 

£ ||m(xnsn'ru<)||< (1 - - I t i n w 
donc 

^ns;) <(i --)^n4') 
ce qui entraîne que X" /°\ 2V est /x-négligeable, donc Bn' (et aussi 5n) est 
localement /x-négligeable. 

La réunion 
00 

B = KJBn 
n=l 

est localement /x-négligeable. 
Mais 

B = {t\\\Um(t)\\ < 1 ) 

donc on a | | f / m (0 | | > 1 localement /z-presque partout. 
Il reste à montrer l'unicité de [7m. Soit V un champ d'opérations défini 

sur T tel que V(t) G 8 (£(/), /**) quel que soit £ Ç T, et tel en outre que 

\z,\ xdm/ = J (z, V(t)x(t)) dn(i) 

quels que soient z G F et x Ç ^ ( m ) . On déduit alors que 

( (z,(Um(t) - F(/))x(/))J/x(/) = 0 

quels que soient z G F, 4̂ £ 33 et x Ç a, donc 

(MM«)-^))x(0> = o 
localement /x-presque partout, pour chaque z Ç F et x Ç a. En faisant 2 
parcourir F0 on déduit d'abord 
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Um(t)x(t) = V(t)x(t) 

localement /x-presque partout pour chaque x G a. 
En faisant x parcourir ao, on déduit enfin que 

Um(t) = V(t) 

localement /x-presque partout. Ceci achève la démonstration du théorème. 

Remarques. 
1°. Soit U G Ë(@) tel que pour chaque z G F et x Ç a, la fonction 

t-* (z, U(t)x(t)) soit /x-mesurable. Alors, pour tout z Ç F et tout champ 
x Ç Ê(@) mesurable par rapport à /x et a, les fonctions t—> (z, U(i)x(f)), 
t —> | £/(£)x(/)| et / —» || £/(J)|| sont /x-mesurables. 

En effet, soit zÇ F et X G (£((§) mesurable par rapport à /x et a. Si K C T 
est compact, alors ^ x est limite //-presque partout d'une suite (xn) de champs 
étages, donc t —> (z, U(t)x(t))<pK(t) est /x-mesurable comme limite /x-presque 
partout de la suite de fonctions /x-mesurables t —» {z, U(t)xn(t)). On applique 
ensuite le principe de la localisation et on déduit que / —> (z,U(t)x(t)) est 
/x-mesurable. 

Puisque t —> {(z, U(i)x(f))\ est /x-mesurable, en faisant z parcourir une suite 
dense dans la sphère unité de F, on déduit que / —•> | U(t)x(t)\ est /x-mesurable. 
Enfin, la fonction t —» ||£/(0I| e s t /x-mesurable comme borne supérieure de la 
suite de fonctions /x-mesurables 

l ^ |x(0| ' ^ a°' 
où l'on pose 

\U(t)x(t)\ _ 
|x(0l 

si x(t) = 0. 
En particulier, cette remarque est valable pour Um. 
2°. Si Ff est de type dénombrable, alors pour tout champ x £ S ((S) mesur­

able par rapport à /x et a, la fonction £ —» Um(f)x(t) est /x-mesurable. 
En effet, pour chaque z G F et 2/ Ç T7' la fonction £ —» (s, Um(t)x(t)) — (z, 2') 

est /x-mesurable. En faisant z parcourir une suite dense dans la sphère unité 
de F, on déduit que la fonction /—*\Utn(t)x(t) — z'\ est /x-mesurable. Soit 
(zn

f) une suite dense dans F', e > 0 et K C T compact. Pour chaque w posons 

Bn= {t\\Um(t)x(t) -Zn'\ < e ) H I 

Alors Bn est ^-mesurable et 

Il existe une suite (An) d'ensembles disjoints /x-mesurables, telle que 
CO OO 

U i , = U 5 , 

https://doi.org/10.4153/CJM-1961-044-5 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1961-044-5


OPERATIONS LINEAIRES 543 

et An C Bn pour chaque n. Posons 
CXI 

n=l 

z / est /x-mesurable et pour chaque t G K on a 

\Um(t)x(t) - z'.(0| < e. 

Il s'ensuit que / —> Um(t)x(t) est /x-mesurable suri£, comme limite uniforme 
sur K, de fonctions /i-mesurables. En vertu du principe de la localisation, 
/ —> Um(t)x(t) est /x-mesurable. 

Comme |ï/m(J)x(J)| < | |C/m(0|| |x(J)| = |x(J)|,il s'ensuit que si x G ^ ( m ) , 
alors la fonction t —> C/m(/)x(/) est /x-intégrable, donc: 

Si F' est de type dênombrable, alors pour chaque x G La
l{vr\) on a 

I xdm = I Um(t)x(t) dfi(t) 

et pour chaque x^aetA^^&ona 

m(A)x = I Um(t)x(t)dfx(t). 
J A 

Dans ce cas, le théorème 2 a été démontré par une voie différente dans (8). 
3°. S'il existe une famille fondamentale 35 C S(@) vérifiant l'axiome (G) 

et la condition suivante: 
(T) la fonction / —> F(J)x(£) est /x-mesurable quel que soit F G 35 et x G a, 

alors Um est mesurable, relativement à \x et S), donc 

£7m G ££)(»• 

En effet, soit (Vn) une suite d'éléments de 35, telle que la suite (Vn(i)) soit 
dense dans G{t) quel que soit / G T. On déduit d'abord que chaque G(t) est 
de type dénombrable, donc Ff l'est aussi; alors t —>Um(t)x(t) est jii-mesurable 
pour tout x G et (remarque 2). Pour chaque w, la fonction t—» Fn (J)x (0 — £/m (£)x (£) 
est alors ^-mesurable donc la fonction t —> 11 Vn (t) — t/m (t) |1 est /x-mesurable 
(remarque 1). 

Soit e > 0 et K (Z T compact. Pour chaque n posons 

BH = {t\\\Vn(t) - Um(t)\\ < e\ C\K. 

Bn est ^-mesurable et 

U Bn = K. 
n=l 

Soit (An) une suite d'ensembles disjoints //-mesurables, telle que 
oo 

UAn = K 

et An C Bn pour chaque n. Posons 
oo 
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Ue est mesurable par rapport à /x et 3), et pour t Ç. K on a 

Il s'ensuit que t/m est mesurable (par rapport à /x et 35) sur i£, comme 
limite uniforme sur i£ de champs d'opérations mesurables, donc, en vertu du 
principe de la localisation, Um est mesurable. 

4°. Si E(t) = E quel que soit t G T, et 8(E, F') est de type dénombrable, 
alors, pour chaque A £ 33 on a 

(4) = (um(f)dp(t). 
•S A 

f A 

5°. Si T7 = C, alors Gif) = E'{t) pour chaque / Ç T. Dans ce cas, xm ' = Um 

est un champ de fonctionnelles de (£((§')> où (§' = (E'(t)) UT- On peut alors 
écrire 

I x d m = I (x(0,xm ' (0)d/x(/) pourx £ La1 (m) . 

S'il existe une famille a' C S ((S')» vérifiant l'axiome (G) et telle que la 
fonction scalaire t —> (x(/), x'(/)) soit /x-mesurable quels que soient x £ a et 
x' G a', alors xm ' est /x-mesurable, donc 

Xm' £ U^'ifJi). 

6°. Si £ ( 0 = C quel que soit t Ç T, alors £(C, Ff) peut être identifié à 
F'. Dans ce cas c ^ est une application de T dans F', donc 

s, J <p(t)dm(t)/ = J *>(*) <*, Umf)) dn(t) pour ^ Ç Ll
ciix), z (=_ F. 

Si Fr est de type dénombrable, Um est /x-mesurable et on a 

J *>(/)dm(0 = J <p(t)Umf) dixf) pour ^ G Llin) 

et 

m (4) = I Umit)dfxf) pour .4 G S. 

7°. Si m est une mesure complexe, alors Um est une fonction complexe 
sur T, /x-mesurable, et à valeurs sur le cercle unité du plan complexe. 

8°. Si m est une mesure réelle, alors Um est à valeurs dans l'ensemble 
{ — 1, 1}, donc est de la forme Um = <pA — <pBy où A U B =T et A Pi B = <t>. 
Dans ce cas 

W = (pAfX — (ÇEH, fJL = (pAld + <£>2?M 

donc ra+ = <£>A/x et m - = ^s/x. 

Soit v une mesure positive sur T (v(A) < <» pour 4̂ Ç S3). 
On dit qu'une mesure vectorielle m est absolument continue par rapport 

à v, si v(A) = 0 implique m(^4) = 0. 
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PROPOSITION 9. Soit v une mesure positive sur T. Une mesure vectorielle m , 
à variation finie fx est absolument continue par rapport à v, si et seulement si sa 
variation y est absolument continue par rapport à v. 

Soit A G 93 telle que v(A) = 0. Si \x est absolument continue par rapport 
à v, on a // (A) = 0 donc m (A) = 0, c'est-à-dire, m est absolument continue 
par rapport à v. Inversement, si m est absolument continue par rapport à v, 
pour tout B G 23 tel que B C A on a m (B) = 0 (car v(B) = 0), donc 
fx(A) = 0, c'est-à-dire M est absolument continue par rapport à v. 

Remarque. Si v est régulière et m est absolument continue par rapport à 
v, alors m est aussi régulière (car sa variation n est régulière). 

Le théorème suivant est une généralisation du théorème bien connu de 
Lebesgue-Nikodym. 

THÉORÈME 3. Soit v une mesure régulière positive sur T. Une mesure vec­
torielle m est à variation finie et absolument continue par rapport à v, si et 
seulement si il existe un champ oVopérations Vm G (£(©), tel que la fonction 
t —> Il ̂ m(OII s°it localement v-intégrale et que pour tout z G F et x G Sa1 (m) on 
ait 

s, J xdmy = J (z, Vm(t)x(t)) dv(t). 

Le champ oV opérations Vm est alors déterminé localement v-presque partout, et 
pour chaque A G 93 on a 

M(-4) = { \\Vm(t)\\dv(t). 

Démonstration. Supposons que m est à variation finie et absolument con­
tinue par rapport à v. Alors sa variation /z l'est aussi, donc il existe une 
fonction positive g sur T, localement p-intégrable (déterminée localement 
y-presque partout), telle qu'une fonction complexe <p est essentiellement /z-
intégrable si et seulement si <pg est essentiellement p-intégrable ; on a alors 

I <pd}jL = J içgdv pour <p G L^in). 

D'après le théorème 2, il existe un champ d'opérations Um G (£(@) (déterminé 
localement /x-presque partout), tel que 11 Um(t)\\ = 1 et que pour tout x G 2a1 (ni) 
et z G F on ait (z, Umx) G LC

1(VL) et 

g, J xdmy = J (z, Um(t)\(t)) dixit). 

Si l'on pose F m = gUm alors || Fm(£)|| = g(t), donc la fonction t—>|| Fm(/) | | 
est localement *>-intégrable et 

»(A) = f\\Vm(t)\\d»(t) 
" A 
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pour chaque A G 93. Si x G L^im) alors la fonction (s, Vmx) est essentielle­
ment z>-intégrable quel que soit z G F et on a 

j, J x d m / = J <«, F m ( O x ( 0 ) ^ ( 0 . 

L'unicité de Vm se déduit comme dans la démonstration du théorème 2. 
Inversement, si F est un champ d'opérations tel que la fonction / —» || V(t)\\ 

soit localement y-intégrable et que pour tout s G F et x G La1 (m) on ait 

\ « , fx d m / = J ( z , V(t)x(t))dv(t) 

alors m est absolument continue par rapport à v. On a alors 

| |m(i4) | | < f \\V(t)dv(t) pour A G S 
J A 

d'où l'on déduit que m est à variation finie /x. De la première partie de la 
démonstration on déduit que V = Vm localement v-presque partout. 

Remarques. 

1°. Si F' est de type dénombrable, alors 

I xdm = I Vm(t)x(t)dv(t) pourx G La
l(tn) 

m(i4)x = I Vm(t)x(t)dv(t) pour A G 93 et x G a. 
J A 

2°. Si E(t) = E quel que soit /G T et si 2(E, F') est de type dénombrable, 
alors 

m (A) = Vm(t)dv(t) pour /[ t 
«'A 

3°. Si l'espace F ou si les espaces E(t) ne sont pas de type dénombrable, 
il est possible que Vm ne soit pas uniquement déterminé (â un ensemble 
localement ^-négligeable près). 

Exemple 1. T = [0, 1]; v la mesure de Lebesgue sur T; E(i) = E = C(T) 
quel que soit t G 7", où C(T') est l'espace des fonctions numériques continues 
sur T, muni de la topologie définie par la norme 

11/11 = sup 1/(01; 
teT 

F l'espace des fonctions numériques z définies sur 7", telles que 

IWI = Z l*(*ï| < + »; 
teT 

F' est alors l'espace des fonctions numériques zf définies sur T telles que 

||*'|| = SUp|2f(0| < + «• 
teT 
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L'espace E est de type dénombrable, tandis que F n'est pas de type dénom-
brable. Toute fonction z G F est nulle en dehors d'un ensemble dénombrable, 
donc v-négligeable. 

Considérons la mesure m = 0 sur T à valeurs dans 8 CE, F'). 
Pour chaque t G T considérons l'application V(t) :E —> F' définie par 

V(t)f = <p{t]f p o u r / G E. On a \\V(t)\\ = 1 quel que soit t e T et 

<*, V(t)f) = <s, *>,„/> = Z z(s)<p[t}(s)f(s) = 2 (0 / (0 

quels que soient z G F et / G E. Soit X G L ^ m ) ; pour chaque t G T posons 
x(0 = ft G E. Alors, pour 2 ^ , 

f(z, V(t)x(t))dv(t) = f(z, V(t)ft)dv(t) = Jz(t)ft(t)dv{t) = 0 

donc 

\z, J x d m / = J ( s , F(0x(0>*(0-

D'autre coté, pour U(t) = 0 on a aussi 

\z, J x d m ) = J (s, U(t)x(t))dv(t) 

et 7 (0 ^ t/(0 quel que soit / G T. 

Exemple 2. T et ^ comme plus haut; pour tout t G T, E(i) = E l'espace 
des fonctions/: T—±R telles que 

11/11= Z I/WK + »; 
F = C(T), donc F' est l'espace des mesures de Radon sur T. L'espace F 
est de type dénombrable, mais E n'est pas de type dénombrable. 

Pour tout t G T considérons l'application V{f) : E —> F' définie par 
V(t)f = f(t)et pour f £ E, où ef est la mesure de masse totale 1 concentrée 
au point /. On a | |F (0 | | = 1 quel que soit t e T et (z} V(t)f) = (z,f(t)et) 
= z(f)f(t), quels que soient z G F et f G E. On vérifie comme plus haut que, 
pour m = 0 et U(t) = 0 on a 

\ z , J x d m ) = J (s, F(0x(0>dv(0 = J <«, U(t)x(t))dv(t) = 0 

quels que soient s G F et x G L ^ m ) . 

Voici maintenant le théorème réciproque du théorème 2. 

THÉORÈME 4. 60^ /x wwe mesure positive régulière sur T et U un champ d'opéra­
tions tel que || £7(011 = 1 et que pour tout z G F et tout x G a, la fonction 
t—* (z, U(t)x(t)) soit fji-mesurable. Alors la fonction d'ensemble m, définie par 
r égalité 

(z,m(A)) = J (z,U(t)x(t))dn(t) 
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pour z (z F, x (z a, A £ $8, est une mesure vectorielle sur T, dont la variation 
est /x. 

Démonstration. On déduit d'abord que la fonction t —> (z, U{t)x{t)) est 
localement /x-intégrable quel que soient z Ç F et x £ a. Pour z Ç F, x £ a 
et 4̂ £ 33 posons 

MO, x, .4) = J (z,U(t)x(t))dii(t). 
JA 

L'application M(x, A)\z-+ M(z, x, ^4) est une forme linéaire et continue sur 
F (donc M(x,A) G F') car 

|M(s ,x , ,4) | < \z\ \\x\\An(A). 

On a donc \M(x, A)\ < ||x||A/x(^4) et (z, M(x, A)} = M(z, x, A). 
L'application m.(A) : x —> ikf (x, ^4) de a dans F ' est une application linéaire 

et continue (donc m (A) Ç g (a, F') et (z, m(^l)x) = Af (z, x, .4), donc 

< 2 ,m(^ )x>= f (z, U(t)x(t))dp(t). 
•* A 

On vérifie aisément que si <pAx = <pAy, (A Ç 33, x, y G a) alors 
m(^4)x = m(^4)y, donc m est une fonction vectorielle d'ensemble, et 
| |mG4)| | < n(A) pour A G 33. De l'inégalité | |m(^4)|| < M (A) on déduit que 
m est une mesure vectorielle à variation finie X et que X < /x. 

La mesure vectorielle m est régulière puisque xx est régulière. En outre, m 
est absolument continue par rapport à /x, et du théorème 3 on déduit que 

HA) = ( \\U(t)\\dn(t) = »(A) 
•SA 

et ceci achève la démonstration. 

On dit que deux mesures positives /x et v sont étrangères, si X < /x et X < v 
implique X = 0. 

Deux mesures vectorielles m et n à variation finie sont étrangères si leurs 
variations /x et v sont étrangères. 

Le théorème suivant est une généralisation du théorème de Lebesgue. 

THÉORÈME 5. Soit v une mesure régulière positive sur T. Toute mesure vec­
torielle régulière et à variation finie m sur T peut s écrire sous la forme 

m = n' + m' 
où n ' et m ' sont des mesures vectorielles régulières et à variation finie, telles que 
n ' soit absolument continue par rapport à *>, et que m ' soit étrangère à v. 

Démonstration. Soit /x la variation de m . D'après le théorème de Lebesgue 
(2), /x peut s'écrire sous la forme 

» = v' + M' 

où v' et \x sont des mesures régulières positives, telles que v soit absolument 
continue par rapport à v et /x' soit étrangère à v. 
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D'autre côté, m peut s'écrire 

<s f m(4)x>= I (z, Um(t)x(t)) dn(t) 

pour z g F, x G a, et A G 33, où || £/m(/)|| = 1. On a alors 

( ^ m ( ^ ) ) = f (s, Um(t)x(t))dv'(t) + f (a, Um(t)x(t))d»'(t). 
*J A *J A 

Si l'on pose 

(0, n'G4)x> = f <*, Um(t)x(t)) dv'{t) 
*>A 

et 

(s, m'(.4)x) = f <s, £7m(0x(0> <V(0, 

alors n ' et m ' sont des mesures vectorielles régulières dont les variations 
sont respectivement v et /z', car pour tout z £ F et x Ç a, la fonction 
2 —» (g, Um(t)x(t)) est mesurable aussi parr apport à *>' et par rapport à \x . En 
outre, n ' est absolument continue par rapport à v, et m ' est étrangère à *>, et 
pour tout A £ 33 on a 

m(i4) = n'(.4) + m'(A). 

Ceci achève la démonstration. 

2. Opérations linéaires sur l'espace L / . Soit z> une mesure de Radon 
positive sur T, et considérons l'espace La

p(v), 1 < p < + °°.4 Soit / une 
application linéaire de La

p(v) dans i7'. Posons 

111/111= sup L | / ( ^ x O l 
i 

le sup. étant considéré pour tous les champs étages5 x = J^Î^A^Î tels que 
les Ai soient disjoints et que Np(x, v) < 1. On a 

ll/IK lll/IIK + »• 
Remarques. 

1°. Si £ = 1 on a toujours | |/ | | = | | | / | | | . En effet, si | |/ | | = + œ, on a aussi 
HI/HI = + °°. Supposons donc que | |/ | | < + » . Pour tout champ étage 
x = 521 <pAiZi tel que Ni(x, v) < 1 on a 

Z |/(^,x<)| < Z H/11 ^ i (^ ,x < f O = | | / | | ^ i (x ,0 < H/11 
i i 

donc HI/UK H/H, d'où il s'ensuit que | | / | | = lll/lll-
2°. Si 1 < p < + co et F = C, on a toujours | | / | | = | | | / | | | . 

4Pour la définition des espaces Z#apM voir (14). 
5On peut supposer que les x» sont continus, non nécessairement de 21. 
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Supposons 11/11 < + oo. Soit 

X = X <pAi*i 
i 

un champ étage tel que les At soient disjoints et que Np(x, v) < 1. Pour 
chaque i, il existe un nombre complexe 6t tel que \0t\ = 1 et 

\f(<PAi*i)\ =eîf(<PAixi) = f(<pAidtxt). 

Alors 

]Ç 1/(^x01 = / ( E * A < M < ) < | | / | | t f p ( E VAfiiXuv) < 11/11 

donc HI/HI < ||/ | |, et par suite 
3°. Si 1 < p < + co et F 5* C, on peut avoir | |/ | | < 
Prenons T = i?, v la mesure de Lebesgue sur T, E(t) = E = R quel que 

soit t € T et 

F-£• („ ) , £ + ^ « 1 . 

Si / est l'application identique de Lv{y) dans T7', on a évidemment | | / | | = 1. 
Montrons que |(|/ | | | = + °°. En effet, pour chaque n, on peut choisir n inter-
vais disjoints (if)i<i<n et n nombres (Xï)i<f<w tels que K^t ) = 1/w et ]#f| = 1 
pour i = 1, 2, . . . , n. Pour la fonction étagée 

n 

X — JLÊ <PAi%i 
i=l 

on a Np(x, v) = 1 et 

n n n / l \ * / p 

E l/( «*«*<) I = E N,(<PA<XUV) = £ K^)]1" H = M-) • 
z=i i= i 1=1 \n/ 

On déduit alors que || |/ | | | = + °°. 
4°. L'ensemble des applications linéaires/: La

p (v) —» F' telles que 111/| 11 < + °° 
est un espace vectoriel et | | | / | | | est une norme sur cet espace. 

THÉORÈME 6. Une application linéaire f de La
p(v) dans Ff peut s écrire sous 

la forme 

(z, (/x)) = J (s, Uf(t)x(t)) dv(t) pour x 6 La
p(v) et s £ F 

où Vf e <£(®) et 

NQ(Uflv) < + - , » + i = 1, 
p ? 

si e£ seulement si \\\f\\\ < + °°. #ans ce cas f// es£ déterminé localement v-
presque partout et | | | / | | | = Nq(Uf, v). 

Démonstration. Supposons d'abord qu'il existe un champ d'opérations 
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Vf G S(@) tel que Nq(Uf, v) < + » et que pour tout 2 6 F et x G L / O ) 
la fonction t—> (zf Uf(t)x(t)) soit essentiellement *>-intégrable et 

(z,f(x))=f(z,Uf(tMt))dv(t). 

Montrons alors que | | | / | | | < + °°. Remarquons d'abord que la fonction 
t —> Il £//(£) || est *>-mesurable (remarque 1° suivant le théorème 2) donc appar­
tient à Lq(v), et 

\(z,f(x))\<j\(z,Uf(t)x(t)\dv(t) 

</l*l 11̂ /(011 |x(0l<M0 = 1*1 j\\Uf(t)H |x(0|dH0 

donc 

| /(x) | <f\\Uf(t)\\ | x ( 0 l ^ ( 0 pourx G La
p{v). 

Soit 

X = X ) <PAi*i 
i 

un champ de vecteurs étage tel que les Ai soient disjoints. Alors 

Z \f(vA<xt)\ < Z (\\Uf(t)\\ \*i(t)\ *Ai(f) dv(f) 
i i ** 

= Jll^/(0l £ <pAi(t)xt(t) dv{t) < JV.07,, ») iVP(x, ") 

donc 

| | | / | | |<i \W„iO < + ce. 

Inversement, supposons que | | |/ | | | < + °°. Pour tout A G 93 et6 x G a on a 
<pAx G La

v(y). Posons 

m ( ^ ) x =f(<pAx). 

Si A G 93 et x, y G a sont tels que <p̂ x = <^AY, on a 

m(.4)x = m(-4)y. 

Pour chaque A G 93, m (A) est une application linéaire de a dans F'. Elle 
est continue, car si x G a, A G 93 et ||x||A < 1, alors 

|m(4)x | = | / ( ^ x ) | < H/11 (jVA(t) \x(t)\p dpit))* < H/11 NP{<PA,V) 

donc m (A) G 8 (et, T7')- O n déduit que m est une fonction vectorielle d'en­
semble et 

\\m(A)\\ < 11/11 ,̂( ,̂0. 
6Si 2Ï ne vérifie pas l'axiome (i), on peut lui ajouter de champs continus pour obtenir une 

famille équivalente SI' vérifiant (i). 
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De cette inégalité il résulte que m est dénombrablement additive, donc une 
mesure vectorielle. De la condition | | | / | | | < +00 on déduira que m est à 
variation finie. En effet, soit 4̂ Ç 93, (ii)i<i<w une famille d'ensembles dis­
joints de 93 dont la réunuion est A et (Ci)i<i<w, une famille de nombres com­
plexes. Soit encore e > 0. Pour chaque i, 1 < i < n, il existe X* G a tel que 
||XJ||A < 1 et tel en outre que 

| \m(Ai)11 < \m(A ,)xf | + r V - sict7*0 
\Ci\tl 

| |m( i40 | | < \m(Ai)Xi\ + - sic* = 0. 
n 

Alors, pour tout i on a 

|mC4*)ll \ct\ < {miA^XiCil + -
n 

donc 
n n 

X) ||m(i4i)|| \d\ < X) Im^^XiCil + e 
*=i 

w / n \ 

= E l/C^.CiXOl + e = | | | / | | | iVJ Z «UrfCjXi, *) + « 

Comme e est arbitraire, on a 

Ê l|m(̂  011 \ct\< lll/lll JV,(Z ^^-"V 
1=1 \ i=l / 

En particulier, pour ct = 1, i = 1, 2, . . . , n, on obtient 
ri 

£ ||m(^)ll< | | | / | | |^(^,,) 
i = l 

donc 
M U ) < ! | | / | | | N , ( ^ I , ) < + 00 

c'est-à-dire, m est à variation finie ju; en outre /x est absolument continue 
par rapport à v, donc M est régulière. Alors m est aussi absolument continue 
par rapport à v et régulière. 

On a aussi l'inégalité 

n I n \ 
X n(At) \ct\ < lll/lll NP[Y, VAiCuv) 
*=1 \ i= l / 

qui sera utilisée dans la suite. En effet, soit e > 0. Pour chaque i, il existe 
une famille finie (Bi3) d'ensembles disjoints de 93 dont la réunion est Au telle 
que 
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MG4*)< Z l|mCB„)|| + ~- sid^O 
\Ci\n  

e 
niAt) < Z l | m ( 5 „ ) | | + - sic, = 0. 

j M 

Alors, pour chaque i on a 

n(At) \Ci\ < E | |m(3 f i) | |+J 

donc 
n 

X) /*04*) \ct\ < Z ||m(5„)|| |c«| + « 

< lll/lll #*(]£ P*^<,*)+€ = | | | / | | | ^ E <PAiCi,vJ. 

e étant arbitraire, on déduit alors 
n / n \ 

X /*(4<) |c,| < HI/HI JVplZ VAiCuv) . 

Puisque m est à variation finie et absolument continue par rapport à v, il 
existe un champ d'opérations Vm £ E(@) tel que 

(z,jxdm) = J (z, Vm(t)x(t)) dv{t) 

pour z G F et x G Z/Cni), et 

J <pdn=J | | F m ( 0 | | <p(t)dv(t) pour ^ G Z/(M)-

On prend £// = F m , donc 

J pd/z = J ||Z7/(0|| <K0 <M0 pour <p e L\ix). 

Soit 

<? = Z <PAiCi 
i 

une fonction réelle étagée définie sur T, telle que les A t soient disjoints; <p 
est M-intégrable, donc 

J 11̂ /(011 ^)dv{t)\ = J <f{t)dyi{t) < Z v(Ai) \ct\< \\\f\\\Np(<p,v). 

On déduit alors que la fonction t —> || £//(£) || est de puissance gème intégrable 
pour *> et que 

Nq{Ur,v) < HI/HI < + » . 

Il s'ensuit que La
p(v) C -C-u'O*). donc 

\ z , J x i m / = J (s, Uf(t)x(t))dv{t) pourx € I „ ' W e t z Ç F. 
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Si 

X = X) <PAi*i 
i 

est un champ de vecteurs étage tel que les At soient disjoints et que Np(x,v) < 1, 
on a, 

Z \f{<PAi&i)\ = Z |m(i4f)Xi| = Z <pAiXidm 
i i % \*J 

< E J 11 /̂(0II VAi(t) \*,(t)\dv(t) 

= f 11^/(0 II Z <PA<(t)*t (0 dKO < i W / , "WP(x, v) < NQ(U„ v) 

donc HI/HI < Nt(Uf, v) et donc 

HI/HI = Nt(Uf,v). 

Pour tout champ étage 

x = X) <^x* 

on a 

x d m = X m(^,)Xz = Z) f(<PAi*i) = A Z *u<x<) = / ( x ) . 
«/ t ï \ i / 

Si x £ Lç?{v), il existe une suite (xn) de champ de vecteurs étages telle 
que Np(x — xn, v) —» 0. Alors /(xw) —>/(x). D'autre part, x G La1 (M) et 

i V x ( x - x n , M ) = J |x(0 -x n (01^M(0 < Ill/Ill iV p(x~xw ,v) 

donc iVi(x — xw, M) —» 0. Alors Jxwdm —> Jxdm et comme /(xn) = fxndm, on 
déduit /(x) = Jxdm, donc 

(z,/(x)> = J (s, Uf{t)x(t))dv{t) pourx 6 L t t » et z 6 F. 

L'unicité de Uf se déduit comme dans la démonstration du théorème 2. Ceci 
achève la démonstration. 

Remarques. 
1°. Si Ff est de type dénombrable, on a 

/(x) = J Uf(t)x(t) dv(t) pourx 6 L / 0 ) . 

2°. S'il existe une famille fondamentale T) C Ê(@) vérifiant l'axiome (G) 
et la condition (T), alors £// € Z, *(J>). 

4J 

3°. Si l'espace i7 ou si les espaces £(/) ne sont pas de type dénombrable, il 
est possible que Uf ne soit pas uniquement déterminé localement ^-presque 
partout. 
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4°. Si / est une application linéaire de La
p(v) dans un espace de Banach 

qui n'est pas le dual d'un espace norme, il est possible q u e / n'admet pas une 
représentation intégrale quoique | | | / | | | < + °°. Par exemple, pour l'applica­
tion identique / de ^ ( (O, + °°)> *0 dans lui-même (v désignant la mesure de 
Lebesgue) on a | | | / | | | = | |/ | | = 1, mais / n'admet pas une représentation 
intégrale (voir (21)). 

COROLLAIRE 1. Pour toute application linéaire et continue f de La1 M dans 
Ff, il existe un champ d'opérations Uf G Ê(@) tel que | | / | | = Nœ(Ufl v) et que 

(z,f(x)) = J (z, Uf(t)x(t))dv(t) pourx 6 La\v) e t* Ç F. 

En effet, pour p = 1 on a | | | / | | | = | | / | | < + °°. 
Ce résultat a été démontré dans (6) pour le cas où F' est de type dénom-

brable. 

COROLLAIRE 2. Pour toute fonctionnelle linéaire et continue f sur La
p(v), il 

existe un champ de fonctionnelles x / £ fë(@') tel que Nq(xf\ v) = \\f\\ et que 
pour tout x G La

p(v) on ait 

f(x)=j(x(t),x/(t))dv(t). 

En effet, dans ce cas 111/| 11 = 11/| | < + °° , et F = C. Ce résultat a été démontré 
par C. Ionescu Tulcea (15). 
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