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ABSTRACT

Let G be a connected linear algebraic group over a number field k. Let U — X be a G-
equivariant open embedding of a G-homogeneous space U with connected stabilizers into
a smooth G-variety X. We prove that X satisfies strong approximation with Brauer—
Manin condition off a set .S of places of k under either of the following hypotheses:

(i) S is the set of archimedean places;

(ii) S is a non-empty finite set and k> = k[X]*
The proof builds upon the case X = U, which has been the object of several works.

RESUME

Soit G un groupe linéaire connexe sur un corps de nombres k. Soit U — X une inclusion
G-équivariante d’'un G-espace homogene U a stabilisateurs connexes dans une G-variété
lisse X. On montre que X satisfait I’approximation forte avec condition de Brauer—
Manin hors d’un ensemble S de places de k dans chacun des cas suivants :

(i) S est 'ensemble des places archimédiennes ;

(ii) S est un ensemble fini non vide quelconque, et k> = k[X]*

La démonstration utilise le cas X = U, qui a fait ’objet de divers travaux.
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1. Introduction

Soit k£ un corps de nombres. On note €2 ’ensemble des places de k et oop ’ensemble des places
archimédiennes de k. Notons Oy, I'anneau des entiers de k et Og ’anneau des S-entiers de k pour
un sous-ensemble fini S de 25 contenant oog. Pour chaque v € €, on note k, le complété de k
en v et O, C k, 'anneau des entiers (O, = k, pour v € o). Soit Ay I'anneau des adeles de k.
Pour un sous-ensemble fini S C 2y, soit Af I'anneau des adeles hors de S et kg := [[,cq kv. Par
exemple, soit A7° I'anneau des adeles finis et ko := Hveook ky.

On rappelle les définitions de [CX09], [CX13, §2], [BD13] et [CX15].

Soit X une k-variété algébrique et Br(X) son groupe de Brauer. Pour B sous-ensemble de
Br(X), on définit

X(Ak)B = {(l’v)vegk € X(Ay): Z inv,(&(zy)) =0 € Q/Z, V¢ € B}.

UEQk

Comme I’a remarqué Manin, la théorie du corps de classes donne X (k) C X (Ay)B.
Définissons
X(Ag)e = (X (ko)) X X(A) (1.1)

la projection, ot my(X (kso)) est 'ensemble des composantes connexes de X (ko).
Puisque, pour tout v € ook, chaque élément de Br(X) prend une valeur constante sur chaque
composante connexe de my(X (ky)), pour tout sous-ensemble B C Br(X) on peut définir :

X(Ak)j.B = {(l”v)veﬂk € X(Ag)e : Z inv,(§{(zy)) =0 € Q/Z, V¢ € B}.

vEQ
DEFINITION 1.1. [CX09, CX13] Soient k un corps de nombres, X une k-variété et S C Qf un
sous-ensemble fini. Notons Pr¥ : X(Ay) — X (AY) la projection.

(1) Si X (k) est dense dans Pr°(X(Ay)), on dit que X satisfait [’approzimation forte hors de S.

(2) Si X (k) est dense dans Pr°(X(Ax)?) pour un sous-ensemble B de Br(X), on dit que X
satisfait l’approzimation forte par rapport ¢ B hors de S. On dit aussi alors que X satisfait
I’approximation forte de Brauer—-Manin par rapport a B hors de S.
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Si S = oo, on peut s’intéresser a une question un peu plus précise tenant compte des
composantes connexes réelles : X (k) est-il dense dans X (Aj)¥ pour un sous-groupe B C Br(X)?

Pour les espaces homogenes de groupes algébriques connexes, ces questions ont fait ces
derniéres années l'objet d’une série de travaux [CX09, Har08, BD13] prolongeant des travaux
classiques.

Lorsqu’on cherche a étendre la classe des variétés satisfaisant les propriétés ci-dessus, il est
naturel de poser les questions 1.2 et 1.3 suivantes.

Question 1.2. Soient X une k-variété lisse géométriquement integre et U un ouvert de X. Si
U (k) est dense dans U (Ak).Br(U)7 sous quelles conditions peut-on établir que X (k) est dense dans
X (AP )2

Le cas qui nous intéresse est celui ou G est un groupe linéaire connexe et U est un G-espace
homogene. En général, I'inclusion k> C /%[U |* n’est pas un isomorphisme et, dans ce cas, il existe
des exemples pour lesquels U ne satisfait pas I'approximation forte par rapport a Br(U) hors
d’un sous-ensemble fini S C O non vide donné (par exemple U = G, k = Q et S = {vp} avec
vo une place non archimédienne).

Question 1.3. Soit S C € un sous-ensemble fini non vide. Soit G un groupe linéaire connexe.
Soient X une G-variété lisse géométriquement integre et U un G-ouvert de X équipé d’un
G-morphisme X — Z dans un G-espace homogene Z. Si k[X]* = k* et toute fibre de U au-dessus
d’un k-point de Z satisfait ’approximation forte hors de S, sous quelles conditions peut-on établir
lapproximation forte pour X par rapport a Br(X) hors de S?

Le principal résultat de cet article est le théoreme suivant.

THEOREME 1.4 (Cf. Théoréme 7.6). Soit G un groupe linéaire connexe sur un corps de nombres
k, et soit X une G-variété lisse géométriquement integre sur k. Supposons qu’il existe un G-ouvert
U C X tel que U = G/Gy, ou Gy C G est un sous-groupe fermé connexe. Soit S C € un
sous-ensemble fini non vide. Supposons que G'(kg) est non compact pour chaque facteur simple
G’ du groupe G*¢ (cf. (1.4)).

(1) Si S C oo, alors X (k) est dense dans X(Ak).Br(X).

(2) Si kX = k[X]*, alors X satisfait 'approximation forte de Brauer-Manin par rapport a

Br(X) hors de S.

Ce théoreme est un cas spécial d'un résultat plus général mais d’énoncé technique
(Théoreme 7.6).
Le théoreme 1.4(1) avait déja été établi dans les cas suivants :
(i) X est une variété torique, c’est-a-dire que G est un tore (Xu et I'auteur [CX13]) ;
(ii) X est une variété groupique, c’est-a-dire que G est un groupe linéaire connexe et que Go = 1
(Xu et lauteur [CX15]) ;
(iii) X est comme dans le théoreme, avec Gy résoluble connexe (résultat tout récent de Wei
[Weil6]).

Au §4, on donne une démonstration totalement nouvelle du théoreme 1.4(1), laquelle est
plus simple que celles des trois travaux ci-dessus.
Le théoreme 1.4(2) avait déja été établi dans les cas suivants :

(iv) X est une variété torique (Wei [Weil4]) ;
(v) X est une variété groupique (Xu et 'auteur [CX15]).
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Les démonstrations du théoreme 1.4, comme celle de [CX15], reposent d’'une part sur
des constructions géométriques sur un corps quelconque, d’autre part sur les théoremes
d’approximation forte avec condition de Brauer—-Manin pour les espaces homogenes établis dans
[CX09, Har08, BD13]. Les constructions géométriques du présent article s’inspirent de celles de
[CX15] et la partie arithmétique du présent article utilise une généralisation de [CDX16] (cf. §5).

Dans les quatre articles cités, on a la conclusion plus précise : dans les énoncés, on peut
remplacer Br(X) par le sous-groupe ‘algébrique’ Bry(X) C Br(X), dont la définition est rappelée
ci-dessous. Dans le cadre général ou nous nous placons, il faut utiliser tout le groupe de Brauer
Br(X). L’idée clé est la notion de sous-groupe de Brauer invariant (cf. §3), qui généralise [BD13,
§1.2).

Soit G un k-groupe linéaire connexe. Le plan de article est le suivant :

§2.3 C §2 §6 | =87
§4 §3 §5 ) §5.1

La section 2 est consacrée a divers préliminaires géométriques, notamment sur les G-variétés
et leurs torseurs sous un tore ou un groupe de type multiplicatif. Au §2.3, on étudie les torseurs
sous un groupe de type multiplicatif sur une G-variété. On montre que tout tel torseur peut étre
muni canoniquement d’une action d’un groupe linéaire H qui s’envoie sur G (Théoreme 2.7).
Pour cela, on utilise un théoreéme de Colliot-Théléne [Col08, Thm. 5.6] sur les torseurs au-dessus
d’un groupe linéaire connexe.

Au § 3, on définit la notion de sous-groupe de Brauer G-invariant Brg(X) d’'une G-variété lisse
(cf. Définition 3.1). On donne des caractérisations équivalentes sur les sous-groupes de Brg(X)
(Proposition 3.4). Ensuite, on définit la notion d’homomorphisme de Sansuc (cf. Définition 3.8)
et on généralise la suite exacte de Sansuc (cf. (3.6)). On étudie la propriété de Brg(X) par
rapport au passage a la fibre d'un G-morphisme vers un tore (Proposition 3.13). On généralise
la notion de G-espace homogene a stabilisateur géométrique connexe et on définit la notion de
pseudo G-espace homogene (Définition 3.15) qui sera utilisée aux §§4 et 6.

La section 4 est consacrée a I’approximation forte hors des places archimédiennes. On établit
le théoreme 4.2 sur l'approximation d’un point adélique de X satisfaisant une condition de
Brauer—Manin par un tel point situé sur U. Comme conséquence, on répond a la question 1.2
(Corollaire 4.5) dans ce cas. Ceci donne le théoréme 1.4(1).

Au §5, en utilisant la notion de sous-groupe G-invariant du groupe de Brauer, on combine
la suite exacte (3.6) et la méthode de [CDX16], et on généralise [CDX16, Thm. 1.2]. On
établit un théoreme de descente pour un torseur sous un groupe linéaire connexe quelconque
(Théoreme 5.9). Comme conséquence, on établit une formule sur les points adéliques d’un certain
G-espace homogene satisfaisant une condition de Brauer-Manin (Corollaire 5.13).

Au §6, pour une G-variété X munie d’'un G-ouvert U équipé d’un G-morphisme vers une
G-variété Z, on considere ’approximation d’un point adélique de X satisfaisant une condition
de Brauer—Manin par un tel point situé dans la fibre au-dessus d’un point rationnel de Z
(Question 6.1). Pour répondre & la question 6.1, on généralise [CX15, Prop. 3.6] et on établit au
§6.1 un théoréme plus fin sur 'approximation forte d’'un espace affine (Théoréeme 6.2). Ensuite,
on combine ce théoreme et 1’étude du sous-groupe de Brauer G-invariant (§3) avec la méthode
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de fibration de Colliot-Thélene et Harari [CH16] et les constructions géométriques de [CX15], et
on répond a la question 6.1 dans le cas ou Z est un certain tore (Théoremes 6.7 et 6.9). Dans le
cas ol Z est un pseudo G-espace homogene, on résoud la question 6.1 (Théoréeme 6.11) a 'aide
de tous les résultats ci-dessus (sauf ceux du §4).

Au §7, en utilisant la descente (§5), on établit d’abord un résultat (Proposition 7.4) sur
I’approximation forte pour les G-espaces homogenes a stabilisateur géométrique connexe, ce
qui généralise un résultat de Borovoi et Demarche [BD13, Thm. 1.4]. Ensuite, on combine
ce résultat avec les résultats des §4 et §6, et on établit le théoreme général (Théoréme 7.6)
sur 'approximation forte d’'une G-variété munie d’'un G-ouvert fibré sur un certain G-espace
homogene. Le théoreme 1.4 est un cas particulier du théoreme 7.6.

Conventions et notations. Soit k un corps quelconque de caractéristique 0. On note k une
cloture algébrique et I'y := Gal(k/k).

Tous les groupes de cohomologie sont des groupes de cohomologie étale. Soit X un schéma
integre. On note nx le point générique de X.

Une k-variété X est un k-schéma séparé de type fini. Pour X une telle variété, on note k[X]
son anneau des fonctions globales, k[X]* son groupe des fonctions inversibles, Pic(X) := H}, (X,
Gn) son groupe de Picard et Br(X) := HZ (X, G,,) son groupe de Brauer. Notons

Br;(X) := Ker[Br(X) — Br(Xj;)] et Bry(X) := Bri(X)/ImBr(k).

Le groupe Bry(X) est le sous-groupe ‘algébrique’ du groupe de Brauer de X. Si X est integre,
on note k(X) son corps des fonctions rationnelles.
Pour tout sous-groupe B de Br(X) (ou de Br(X)/Im(Br(k))), notons

BP .= Hom(B,Q/Z) (1.2)

le groupe des homomorphismes. On munit B de la topologie discrete et B de la topologie
compacte-ouverte.

On note Xgiyg le lieu singulier de X, et pour un sous-ensemble fermé D C X, on note Dgiyg
le lieu singulier de D comme sous-variété fermée réduite.

Un k-groupe algébrique G est une k-variété qui est un k-schéma en groupes. On note eg
I'unité de G et G* le groupe des caracteres de Gj,. C’est un module galoisien de type fini. Si G
est connexe, on note

Bro(G) := Ker(Bri(G) 5 Br(k)) = Bro(G). (1.3)

Soit G un k-groupe linéaire connexe. On note G'* son quotient torique maximal, G% son
radical unipotent, G**¢ := G /G son quotient réductif maximal, G*" := Ker(G — G¥r), G* :=
G*=" /G" et G*° le revétement simplement connexe du groupe semi-simple G*°. Alors on a G* =
(G*")* et un diagramme commutatif :

Gruc Gssuc G
i 0 i (1.4)
Gse Gss( Gred Gtor

Soit G un k-groupe algébrique. Une G-variété (X,p) (ou X) est une k-variété X munie
d’une action a gauche G xj X L X. Un ouvert U C X est un G-ouvert si U est invariant

T
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sous l'action de G. Un k-morphisme de G-variétés est appelé G-morphisme s’il est compatible
avec 'action de G. Sauf mention explicite du contraire, un G-torseur est un G-torseur a gauche.

Soit G un k-groupe algébrique connexe et X une G-variété lisse géométriquement integre.
Notons Brg(X) le sous-groupe de Brauer G-invariant (cf. Définition 3.1). Dans le cas ou X =
G /Gy avec G linéaire et Gy C G un sous-groupe fermé connexe, Borovoi et Demarche ont défini
Bri (X, G) := Ker(Br(X) — Br(Gy)) [BD13, §1.2] En fait, on a (Proposition 3.9) : Brg(X) =
Bri (X, G).

Soit T un tore. Une variété torique (T — X) est une T-variété lisse integre X munie d’une
immersion ouverte fixée T — X de T-variétés. Pour une k-algebre finie séparable K, on a une
variété torique canonique : (Resg/, G — Resg g, Ab).

Soit k un corps de nombres. Soit X une k-variété. On note X (Ay) l'ensemble des points
adéliques de X et on note X(Aj)e comme en (1.1). Soit G un k-groupe algébrique. On note
G(koo)™t la composante connexe de l'identité de G(koo) := [] G(ky).

VEOOE

2. Préliminaires sur les G-variétés et les torseurs

Dans toute cette section, k est un corps quelconque de caractéristique 0. Sauf mention explicite
du contraire, une variété est une k-variété. Dans [CX15], le résultat de structure géométrique
est [CX15, Prop. 3.12]. On en donne une généralisation (Propositions 2.2 et 2.3). Dans [CS87b,
Lem. 1.6.2], Colliot-Thélene et Sansuc ont étudié la structure des torseurs Y — X sous un
tore et obtenu la suite exacte (2.2). On précise ici les morphismes de la suite exacte (2.2)
(Proposition 2.5). Colliot-Théleéne [Col08, Thm. 5.6] a étudié la structure des torseurs ¥ — X
sous un groupe de type mutiplicatif lorque la base X est un groupe linéaire connexe. On considere
ici le cas plus général des torseurs sur une variété X munie d’une action d’un groupe G. On établit
un théoreme général (Théoreme 2.7) sur la structure de ces torseurs.

2.1 Préliminaires sur les G-variétés
On rappelle un résultat pour les variétés toriques lisses [CX13, Prop. 2.10].

LEMME 2.1. Soient T' un tore et (T — Z) une variété torique lisse. Soit Zy 1= Z\[(Z\T )sing)-
Alors (T' — Zj) est une variété torique, codim(Z\Z,, Z) > 2 et chaque Tj-orbite de (Z1\T);, est
de codimension 1 et son stabilisateur géométrique est isomorphe a G, 1.

Démonstration. Puisque (Z\T)sing est T-invariant et dim((Z\T)sing) < dim(Z\T), la variété
(T — Zj) est une variété torique et codim(Z\ 7y, 7Z) > 2.
Supposons que k = k. Dans ce cas, toutes les variétés toriques lisses de dimension d ont

un recouvrement par des variétés toriques (G?, — G!, x A"%); (cf. [CX13, Lem. 2.1]), et donc

Z1 admet un recouvrement par des variétés toriques G%m(z)_l x Al et G%m(z). Le résultat en

découle. O

PROPOSITION 2.2. Soient T' C Zy C Z comme dans le lemme 2.1. Soit G un groupe linéaire
connexe muni d’'un homomorphisme surjectif G L T de noyau connexe. Soit X une G-variété

lisse géométriquement integre munie d’'un G-morphisme dominant X i) Z. Soit U un G-ouvert
de X tel que f(U)CT.Ona:

f
(1) le morphisme f~1(Z1) —|i> Zy est plat ;
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(2) si f induit un isomorphisme Divz \1, (Z) LTS Divx\v, (Xj), alors il existe un G-ouvert

flx
X1 de X tel que f(X1) C Z1, X1 N f~HT) = U, codim(X\ X1, X) > 2 et X3 ‘—) 7y soit

lisse, surjectif a fibres géométriquement integres.

Démonstration. Par le lemme 2.1, Z; est T-invariant, codim(Z\Z1,Z) = 2 et (Z:\T); = 11, Fi,
ot F; est Tj-orbite de codimension 1. Donc f~1(Z) et f~1(T)\U C X sont G-invariants.

Pour (1), on peut supposer que X = f~1(Z;) et k = k. Puisque Z; est lisse, X est integre
et f est dominant, il existe un ouvert V C Z; tel que codim(Z1\V, Z1) > 2 et f~1(V) — V soit
plat. Donc pour chaque i, V N F; # (. En utilisant 'action de G, on voit que f|z, est plat.

Pour (2), puisque ff,, est un isomorphisme, on a

codim(f~H(T)\U, X) > et codim(f~1(Z\Z1),X) > 2.
On note X := f~HZ)\[L(T)\U et X3 := Xo\(X2\U)sing. Alors (X3\U) = D][E avec
codim(F, X3) > et toutes les composantes connexes de D sont de dimension dim(X) — 1. On

note X; := X3\ E. Alors X est G-invariant, f(X1) C Z1, X1NfY(T) = U, codim(X\ X1, X) > 2
et chaque composante connexe de (X\U)j est lisse, integre de dimension dim(X) — 1.

Puisque ff;, est un isomorphisme, (X1\U); =[], D; avec D; = f~1(F;) N X;. Alors chaque
D; est une Gg-variété lisse integre de dimension dim(X) — 1. Puisque Ker(p) est connexe, le
stabilisateur de F; comme Gj-variété est connexe. Par [CX15, Prop. 2.2], les morphismes U — T'
et D; — F; sont lisses surjectifs a fibres géométriquement integres. Le résultat en découle. O

PROPOSITION 2.3. Soient T et Ty deux tores avec Ty quasi-trivial. Soient X une variété lisse

géométriquement intégre et U C X un ouvert muni d’un morphisme U EX Ty x T. Supposons
que la composition

. — di
ATy B D o e S Divy g (X5)
est un isomorphisme de modules galoisiens.

(1) Alors il existe un homomorphisme T % T et une variété torique (Ty — A!) tels que :

(a) il existe une k-algebre finie séparable K et un isomorphisme de variétés toriques :
(Th — Al) (Resg /i Gm — Resgy AL); (2.1)
(b) si 'on note

Tox T3 Ty x T: (to,t) = (o, - d(to) ™),

alors le morphisme go f peut étre étendu a un unique morphisme X i) Al x T ;
(c) on a un isomorphisme f'* : DiV(Ale),;\(TOXT)E((Al x T)) = Divx v, (X5)-

(2) Soit G un groupe linéaire muni d’'un homomorphisme G % Ty x T'. Supposons que X est
une G-variété, U C X est un G-ouvert et f est un G-morphisme. Alors le morphisme f! est

un G-morphisme, ot I’action de G sur Al x T est induite par ¢ o .
Démonstration. Soient {D;}._, les composantes irréductibles de (X\U)z dont la dimension est
dim(X) —1. Alors Divy,\v, (Xz) = €D, Z-[D;]. Puisque A est un isomorphisme, il existe une base
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{z;} de Tj telle que A(x;) = D;. Puisque k[To]* = kX @& T, on peut supposer que z; € k[Tp]* et
{m}_, est globalement Gal(k/k)-invariant. Soit K la k-algebre finie séparable qui correspond
au Gal(k/k)-ensemble {z;}!_,. Alors Tp = Res &/k Gm, Kk, et 'immersion ouverte

Toi = Speck[ml,xl_l, ... ,:cl,ml_l] < Speck[zy,..., x| = A% = (Resg/ A}(),;

est exactement I'immersion ouverte (Resg/, Gm x — Resgy Al)z. Puisque Al = Resg/k, AL
on obtient canoniquement une variété torique Ty — Al.
Notons 7% = Spec k[tl,tl_l, ooy tn,t 1] et donc

(Al x T);, = Specklx1, ..., t1, 7Y oo b, 1]

n
Soit Ty 2 T I’homomorphisme correspondant & la composition

o T L T x T L RUT ¢ B Divy g (XG) A T

Puisque 'homomorphisme T x T 7 T5 x T est défini par (to,t) — (to — ¢*(),t), on a

(divx o f* 0 ¢")(z;) = (divy o f*)(z;) = Alw;) = D;
et
(divy o f* 0 ¢*)(t:) = ((divx o f*) — (divx o f* o p} 0 ¢"))(t:) = ((divx o f*) — (Ao ¢"))(t;) = 0.
Puisque X est lisse, et donc normale, on a

(do f) (K[A' x T)) € k[X] et donc (¢ o f)*(k[A! x T)) C k[X].

Alors 5 o f s’étend en un morphisme X i) Al x T. Un tel morphisme f’ est unique [Har77, II.
Exer. 4.2].
Pour (c), puisque dans le diagramme commutatif

. Pi " x = 7 7 div .
T —Tg x T* —= k[T x T]* /k* — Diviater)\ (=) (A" < T)p)

k k

l= J{ J{(%of)* l(f’)*
H (¢of)* -

YA o L A [ X Divyp, (X5)

les compositions horizontales sont des isomorphismes, (f’)* est un isomorphisme.
Pour (2), puisque le diagramme

GxU——G x X(M)(TO x T) x (Al x T)

-

X / AlxT

est commutatif en G x U, ce diagramme est commutatif et f’ est un G-morphisme. O
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2.2 Trivialisation d’un torseur

Les torseurs sous un tore ou sous un groupe de type multiplicatif sont étudiés par Colliot-Thélene
et Sansuc [CS87b]. Soit 7" un tore. Soient X une variété lisse géométriquement integre et U C X
un ouvert. Par [CS87b, Lem. 1.6.2], on a une suite exacte canonique :

HO(U,T) —> Homy (T*, Divx .\ (X5)) ——= H'(X,T) — H'(U,T), (2.2)

et pour chaque x € H*(U,T) = Mor(U,T), on a ®(x) : T* X kU k> v, Divx,\v; (X5)-

Pour un T-torseur Y = X tel que Y|y soit trivial, on note V := Y xx U et Trivy(V, T)
I’ensemble des trivialisations 7 : V' = T x U (un T-isomorphisme au-dessus de U). On a une
application canonique

Trivey (V, T) - Homy,(T*, Divx,\ v, (X3) (2.3)
définie par : pour chaque 7 € Trivy (V,T), le morphisme Y(7) est la composition :

T* (*—1

T 25 BT x U /R 5o RV /R 225 Divy e (V) <= Divi o, (X5),

ot Divx\v; (Xf) LN Divy:\v; (Y3) est un isomorphisme par [Col08, Lem. B.1]. On a aussi une
application canonique

HOU,T) x Trivg(V, T) S Trivg (V,T) : (x,7) = R o7 (2.4)
AT xUSTxU:(tu) = (t+ x(w),u).

LEMME 2.4. L’application © induit une action transitive de H°(U, T) sur Trivy (V,T), et pour
chaque T € Trivy(V,T), x € H(U,T), on a Y(O(x, 7)) = ®(x) + Y (7).

Démonstration. Pour x1,x2 € H(U,T), on a X1+ X2 = X2 0 X1, et donc © est une action.

Notons 7 x U 2> T. Pour deux trivialisations 71,72 € Trivy (V, T), le morphisme 507, Lest
un T-morphisme au-dessus de U, i.e. pour chaque t € T et ©w € U, on a

(rao7y )t u) = ((proTaor )(t,u),u) = (t+ (promor ')(er u),u).

Notons y := (p1 o2 07 })(er, —) € H(U,T), alors 7 = X o 71 et donc © est transitive.
Notons T x U 2 U. Pour tout 7 € Trivy (V,T) et tout x € H*(U,T), on a

pro®(x,7)=pioxeT=(pi+xop)oT=pioT+xoproT=p1oT+x0plu
dans Mor(V,T). Puisque les deux morphismes composés

divx

RIUT /R 25 BV R % Divy oy (V) et BUT /B 25 Divy . (X5) 2 Divyy (%)
coincident, on a divy o (x o p|y)* = p* odivy o x* et le résultat en découle. O

PROPOSITION 2.5. Avec les notations des (2.2) et (2.3), pour un ¢ € Homy (T, Divy \p, (X%)),
soit Y — X un torseur correspondant a ¥(¢) et soit V :=Y x x U. Alors, apreés avoir bien choisi
le signe de ¥, il existe une trivialisation 7 € Trivy (V,T) telle que Y(7) = ¢ et que, pour chaque
7€ Trivy(V,T), on ait ¥(Y(7')) = [Y].
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Démonstration. D’apres le lemme 2.4, I’énoncé est équivalent a l'existence d’une trivialisation
7 € Trivy(V, T) telle que (Y (7)) = [Y].

Etape (1). Supposons que k = k et T = G,,. Dans ce cas, T* = Z. La suite exacte (2.2) est
obtenue en appliquant H* (X, —) = Eactg(ét (Z,—) a la suite exacte de faisceaux (cf. [CS87b, Lem.
1.6.2))

0—> Gpx = jsGnmuy — DivX\U(X) -0

ou U ER X. Donc, apres avoir choisi 17+« € T™, le morphisme
Divy\p(X) < Homy(T*, Divy\ (X)) — H'(X,T) 5 Pic(X)

est le morphisme canonique Divx\;(X) — Pic(X). Par [Col08, Lem. B.1], pour chaque
trivialisation 7, on a un diagramme commutatif :

T*0 py divy
—_—

k[V] x /k>< —_— DlVY\V(Y) <i DiVX\U (X)

\ l (=1)- type l

T Pic(X)

T*

Puisque type(1p+) = [Y], le résultat en découle.

Etape (2). Supposons k = k. Notons n = dim(T). Alors T = G, T* = Z", H\(X,T)
Pic(X)®" et Hom(T™, Divx\p (X)) = Divx\p(X)®". On se réduit ainsi a 'étape (1).

Etape (3). Supposons que T' est quasi-trivial et X est projective. Dans ce cas, le morphisme
HY(X,T) — HY(Xg,T) est injectif (une conséquence de [CS87b, (2.0.2)]). Par I’étape (2), pour
chaque 7 € Trivy(V,T), on a U(Y(7))|z = [Yz], et donc ¥(Y(7)) = [Y].

Etape (4). En général, soit X¢ une compactification lisse de X et soit T un tore avec un
isomorphisme 7 % Div X:\Us (X7). Notons o* := o et Ty 2 T le morphisme correspondant
de tores. L’égalité Divxe\u; (X7) = Diviye\x; (X;) @ Divx,\p, (X}) donne des morphismes

x L . . . .
Le t TO — DIVXIE\UE (X”ﬁ) —> DlVXE\UE (X]%) et m: DIVXE\UE (X]%) — DIVXIQ\UE (XE)
tels que 7 o 1. = ¢. Par la suite exacte (2.2), on a le diagramme commutatif suivant.

Homy,(T5, Divxe\v, (XF)) = Homy,(Tg, Divx; v, (X5)) — Homy,(T*, Divx,\v (X7)

HY(X*, Ty) Ex HY(X,Ty) o HY(X,T)

Alors W.(t.) donne un Ty-torseur Y sur X€ tel que 7o .00 = ¢, 0. [Y{|x] = [Y] € HY(X,T)
et que Vy := Y|y = Tp x U. Ceci donne un diagramme commutatif :

O %

Trivy (Vo, To) = Trivy (Vo, To) Trivy (V,T)

ln l’ro ir

Homy,(T5, Div xe\p, (XF)) = Homy,(Tg, Divx;\v, (X5)) —> Homy,(T*, Div x;\v, (X7))

et le résultat découle de ’étape (3). O
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2.3 L’action d’un groupe sur un torseur
Soit .S un groupe de type multiplicatif et soit G un groupe linéaire connexe. Colliot-Thélene a
montré que tout S-torseur H sur G avec H(k) # ) peut étre muni d’une structure de groupe
telle que H — G soit un homomorphisme de groupes, s’il possede un point rationnel au-dessus
de e (cf. [Col08, Thm. 5.6]). On donne une généralisation de ce résultat (Théoréeme 2.7).

On commence par une généralisation de [Col08, Lem. 5.5].

LEMME 2.6. Soient X1, Xo deux variétés lisses géométriquement intégres. Soit S un groupe de
type multiplicatif. Supposons que X est géométriquement rationnelle et X, (k) # #. Alors pour
chaque e € X;(k) et i =0 ou 1, on a un isomorphisme canonique :

H!(X1,5)® H (X2,5) > HY(X1 x X3,5)
ott Hi(X1,8) := Ker(Hi(X1,8) <> Hi(k,S)).

Démonstration. Si S = G, I'énoncé découle de [San81, Lem. 6.5 et Lem. 6.6]. Si S est quasi-
triyial, ie. il existe une k-algebre finie étale K tel que S = Resg /i, Gy, 'énoncé découle du fait
Hi(—,S) = H (=), Gp). | | | |

En général, on note Hj(S) := H.(X1,S)® H'(X2,S) et H5(S) := H'(X; x X2,5) pour i =0
ou 1. Il existe un tore T', un tore quasi-trivial Ty et une suite exacte :

0—-S—->T1Ty—>T—0.
Elle induit le diagramme suivant commutatif de suites exactes.

0 —> HY(S) — HY(Ty) — HY(T) — H}(S) — H}(Ty) — H(T)

bl e

0 —— HJ(S) — H3(Ty) —= H3(T) —= Hy(S) —= Hy(Ty) — H;(T)

1R

1%
-~
©-
Hb—‘

Alors qﬁg est injectif pour tout groupe de type multaplicatif S. Donc ¢ est injectif. Par le lemme
des cinq, ¢OS est isomorphe pour tout groupe de type multiplicatif S. Par la méme méthode, d)OT
et gﬁ}g sont isomorphes. O

THEOREME 2.7. Soient G un groupe linéaire connexe et (X, p) une G-variété lisse géométrique-
ment integre. Soient S un groupe de type multiplicatif et Y L X un S-torseur. Alors il existe
un groupe linéaire H et un homomorphisme H 4 G tels que 1 soit surjectif de noyau S central

et que laction pg de S sur Y s’étende une action pyg de H surY qui fait de p un H-morphisme.
De plus :

(1) le groupe H est unique, i.e. si Hy ﬂ) G satisfait les conditions ci-dessus, alors il existe
un isomorphisme de k-groupes ¥ : Hi — H tel que l'on ait un diagramme commutatif :

l—>§—H -G —s1
l b | (2.5)
p
1 S H G 1
(2) si p*[Y] = p3[Y] dans HY(G x X, S), alors H= S x G ;
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(3) pour chaque choix d’une action pp, chaque homomorphisme G 2 S induit une nouvelle

. PH,$ s iy . .
action H x Y —= Y satisfaisant les conditions ci-dessus, ou

pr,¢(h,y) = (po)(h)-pu(h,y) pour chaque h € H, y €Y,

et toutes les actions satisfaisant les conditions ci-dessus sont obtenues de cette facon.

Démonstration. On suit la démonstration de Colliot-Thélene [Col08, Thm. 5.6]. D’apres le
lemme 2.6, pour chaque élément o € H'(X, S), puisque p*(a)|exxx = @, il existe un unique
B e H! (G,S) tel que p*(ar) = p3() + pi(B), o p1, pa sont les projections. Si a = [Y], on note

g =(H % G). Par [Col08, Thm. 5.6 et Cor. 5.7], il existe une structure unique de k-groupe
linéaire sur H (& (2.5) pres) telle que ¢ soit un homomorphisme de noyau S central.

Notons S <> H limmersion. Légalité p*[Y] = pi[H] + p5[Y] donne un diagramme
commutatif :
pH
—
S xY WH xY o P Y oy Y 56
T
p

eg XX —>GExX—GxX—X

tel que p. induise un isomorphisme H x°Y 5 p*Y et py := py op, soit un S x S-morphisme, ol
laction SxS Y : (s1,52,y) — ps(si-s2,y). Donc prlegxy € Homx (Y,Y) est un S-morphisme,
et donc un isomorphisme. Remplagant py par (pHIESXy)_1 o py, on peut sUPpPoser que P leqxy
est I'identité, et donc pg = pg o (i x idy).

Montrons que ppy est une action. Notons mpy la multiplication sur H. Puisque p est une
action, les morphismes pj := pg o (my x idy) et p2 := py o (idg X py) induisent un morphisme

U HxHXY P2 vV 3 Y xS S, e pulhi-ha,y) = U(h, ha,y)-pr (b, prr(hos )

pour chaque hi, ho € H et y € Y. Puisque pg est un S x S-morphisme et S est central dans H, il
existe un morphisme G x G x X LI S tel que ¥ = Uy o (1 X ¢ x p). Par le lemme de Rosenlicht
(voir [San81, Lem. 6.5]), il existe des homomorphismes x1, x2 : G — S et un morphisme X RN
tels que

W1(g1, 92, ) = x1(91) - x2(92) - x0()

pour chaque g1, g2 € G et x € X. Puisque py(eq,y) =y pour chaque y € Y, on a

x1(9) = x2(9) = xo(7) = es

pour tout z € X et tout g € G. Donc pg est une action.

Pour (1), s’il existe un groupe linéaire H qui satisfait 1’énoncé du théoreme, alors H et
action pg sur Y induisent le diagramme (2.6) tel que pg = py o p; et H x5 Y 5 p*Y. Alors
dans HY(G x X, S), on a pi[H] +p3[Y] = p*[Y], ce qui détermine uniquement H par I’argument
ci-dessus.

Pour (2), si p*[Y] =p5[Y], on a [H] =0 et, d’apres (1), ona H =S x G.

Pour (3), il est clair que py¢|sxy = ps et po pa,e = po (¢ x p). Par ailleurs, soit p; une
action satisfaisant les conditions. Alors on a un morphisme

@:HXYMYXXY—inSQS ie. py(h,y) =y, h) pa(h,y)
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pour chaque h € H et y € Y. Puisque p/y|sxy = ps, il existe G x X 24 S tel que & = ®10(1h xp).

Par le lemme de Rosenlicht (voir [San81, Lem. 6.5]), il existe un homomorphisme G 2 S et un
morphisme X X S tels que ®1(g,z) = ¢(g) - x(x) pour chaque g € G et x € X. Puisque
Py (er,y) =y pour chaque y € Y, on a x(z) = eg pour tout € X. Donc ply = pp,¢- O

COROLLAIRE 2.8. Soient G un k-groupe linéaire connexe et X1, Xo deux G-variétés lisses
géométriquement intégres munies d’'un G-morphisme X1 — Xs. Soit S un groupe de type
multiplicatif. Pour ¢ = 1,2, soient Y; — X; un S-torseur et H; le groupe linéaire donné par
le théoreme 2.7. Si Y1 = Yy xx, X; comme S-torseurs, alors Hy = Hy et, aprés avoir changé
l’action de Hy sur Y; ou I'action de Hg sur Ya, on peut imposer que Y1 = Ys X x, X1 — Y3 soit
un Hi-morphisme.

Démonstration. L’action de Ha sur Yy induit canoniquement une action de Hp sur Ys X x, X1
telle que Y2 X x, X1 — X soit un Hp-morphisme. Par 'unicité dans le théoreme 2.7, H; = H».
Le résultat découle du fait que la différence de deux actions est un homomorphisme G — S, qui
ne dépend pas de Xj;. O

COROLLAIRE 2.9. Sous les hypotheses du théoréme 2.7, si le S-torseur [Y] est trivial sur un
G-ouvert U de X, alors H= S x G.

Démonstration. En appliquant le théoreme 2.7(2) a U et le corollaire 2.8 & U — X, on obtient
le résultat. O

COROLLAIRE 2.10. Sous les hypothéses du théoreme 2.7, supposons que X = G /Gy, ou Go C G

est un sous-groupe fermé connexe. Si Y (k) # @, alors il existe un sous-groupe connexe fermé Hy
de H tel que Y = H/Hy et Hy = Gy.

Démonstration. Soient y € Y (k), = := p(y) et G = X le morphisme induit par z. Alors Yg :=
Y X x G a un k-point sur eg. Par [Col08, Thm. 5.6], Y est un groupe satisfaisant les conditions

du théoreme 2.7. Par le corollaire 2.8, Yo = H et H T ¥ est un H-morphisme. Donc Hy :=
m(y) =2 771 (2) = Go. O
3. Groupe de Brauer invariant

Dans toute cette section, k est un corps quelconque de caractéristique 0. Sauf mention explicite,
une variété est une k-variété et les morphismes sont les k-morphismes. Soit G un groupe
linéaire et soit X une G-variété lisse. On définit la notion de sous-groupe G-invariant de Br(X)
(Définition 3.1). Ensuite on établit ‘I’algébricité’ de Brg(X) (Proposition 3.7). On définit la
notion d’homomorphisme de Sansuc (cf. Définition 3.8) et on obtient un diagramme commutatif
canonique de suites exactes de Sansuc (Théoreme 3.10).

3.1 Définitions et propriétés

DEFINITION 3.1. Soient G un groupe linéaire connexe et (X,p) une G-variété lisse géomé-
triquement integre. Le sous-groupe de Brauer G-invariant de X est le sous-groupe

Bre(X) = {b € Br(X) : ("(b) — p(b)) € p} Br(G)} (3.1)

de Br(X), ot G x X &5 G, G x X 25 X sont les projections.
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Dans la proposition 3.4, pour un sous-groupe B C Br(X), on montre que B C Brg(X) si et
seulement si B est ‘G-invariant’.

PROPOSITION 3.2. Sous les hypothéses de la Définition 3.1, alors :

(1) pour toute extension de corps K/k, ’'homomorphisme 7* : Br(X) — Br(Xg) induit par
7 Xg — X vérifie 7*(Brg(X)) C Brg, (Xk) ;

(2) pour tout groupe linéaire connexe H, tout homomorphisme H i) G, toute H-variété Y et
tout H-morphisme p : Y — X (compatible avec ¢) on a p*(Brg(X)) C Brg(Y) ;

(3) pour tout G-ouvert dense U C X, on a Brg(X) = Brg(U) NBr(X) ;

(4) on a Bri(X) C Brg(X) ;

(5) pour toute G-variété Y munie d’un G-morphisme Y Ei X, si p est un torseur sous un groupe
linéaire connexe H, on a (p*)~! Brg(Y) = Brg(X), ot Br(X) r, Br(Y) ;

(6) sous les hypothéses de (5), on a

Bri(X,Y) := Ker(Br(X) — Br(Yz)) C Brg(X).

Démonstration. Les énoncés (1), (2) et (3) découlent de la définition.
Pour (4), par [San81, Lem. 6.6], Br;(G x X) = Br,(G) @ Bri(X) = pi Bri(G) + p3 Bri(X).
Pour tout a € Bri(X), on a (p*(a) — p5(a))|egxx = 0 et donc (p*(a) — p5(a)) C pj Bri(G).

id
Pour (5), puisque G X Y —— B G x X est aussi un H -torseur, par la suite exacte de Sansuc

[San81, Prop. 6.10], on a le diagramme suivant commutatif de suites exactes.

*

Pic(H) — Br(X) —2—= Br(Y)

l lp; lp;,y

Pic(H) —= Br(G x X2 Br(@ x Y)

Donc, pour tout a € (p*) ™! Brg(Y), on a

p*(a) — p5(a) € pi Br(G) + Im Pic(H) C pi Br(G) + p; Br(X).
Puisque (p*(a) — p3(a))|egxx = 0, on peut voir que p*(a) — p5(«) € pj Br(G).
Par (4) et (5), Brl(X Y)C Brg(X) O

Le lemme suivant est bien connu.

LEMME 3.3. Soient X, Y deux variétés lisses intégres et Y 2 X un morphisme fidélement plat
a fibres géométriquement intégres. Soit B C Br(k(X)) (resp. B C Br(U) avec U C X un ouvert)
un sous-groupe. Alors

p* (BNBr(X)) = (p*B)NBr(Y).

Démonstration. Pour tout x € X, la fibre Y, est integre et H'(k(x),Q/Z) — H'(k(Y:),Q/Z)
est injectif. En appliquant la suite exacte naturelle [Col95, (3.9)] & X et & Y, on obtient le
résultat. |

PROPOSITION 3.4. Sous les hypothéses de la Définition 3.1, pour un sous-groupe B C Br(X), les
énoncés ci-dessous sont équivalents :
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(1) B C Brg(X) ;
(2) p*B+pi Br(G) = p5B + pi Br(G) ;

(3) pour toute extension de corps K/k et tout g € G(K), I'action py : Xg £ Xg induit un

morphisme Br(Xf) s, Br(Xg) tel que
Py B +ImBr(K) = "B + Im Br(K), (3.2)

ot X 5> X ;
(4) pour tout b € B, toute extension de corps K/k et tout g € G(K), on a

(o (b) — (b)) € Im Br(K),

ot et py sont définis dans (3) ;

(5) pour toute extension de corps K/k telle que k soit algébriquement clos dans K, et tout
g € G(K), on a (3.2), ot et pj sont définis dans (3).

Démonstration. Les implications (4) = (3), (3) = (5) sont claires.

Pour (2) = (1), on note i, : X G x X limmersion fermée. Pour b € B, il existe
b € B et a € Br(G) tels que p*(b) = p5(b') + pi(a). Puisque poi. = pyoi. = idx et que py o,
se factorise par Speck, on a b — b € ImBr(k) et donc

GGXidX
e

(p"(b) = p2(b)) € (p1 Br(G) + Im Br(k)) = py Br(G).

gXidX

Pour (1) = (4), on note iy : Xg —— G x X le morphisme et A := ImBr(K). Alors
T o pg = poiget ™= pzoiz Puisque iy (p] Br(G)) C A, on a

pim*(b) + A =i (p; Br(G) + p* (b)) + A = i}, (p} Br(G) + p3(b)) + A = 7% (b) + A.

Pour (5) = (2), notons X, — X la projection et X, 2 G x X Dimmersion canonique.
Alors Br(G x X) — Br(X,,,) est injectif. Par le lemme 3.3, p] Br(ng) N Br(G x X) = p] Br(G).
Donc il suffit de montrer que :

(inp")B + ImBr(ne) = (i;p3) B + Im Br(ne).
Le résultat découle de py o iy =m et poi, =70 py,. O
Soient X une variété lisse géométriquement integre et U C X un ouvert non vide. Supposons

que D := (X\U) est lisse de codimension 1. Par le théoréme de pureté pour la cohomologie étale
a support dans un fermé lisse (cf. [Mil80, § VL.5]), on a une suite exacte :

H*(X,Q/Z(1)) - H*(U,Q/Z(1)) - H'(D,Q/Z) — H*(X,Q/Z(1)) - H*(U,Q/Z(1)).

Puisque Pic(X) — Pic(U) est surjectif et Br(X) — Br(U) est injectif, d’apres la suite exacte de
Kummer, on a la suite exacte (cf. Grothendieck [Gro68])

0 — Br(X) — Br(U) % HY(D,Q/z) — H3(X,Q/Z(1)) — H3U,Q/Z(1)). (3.3)
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Soit G un groupe linéaire connexe. Si X est munie d’une G-action p : G x X — X respectant
U, on a un diagramme de suites exactes :

0 —— Br(X) Br(U)
0* 0% l%

0——= Br(G x X) 2% Br(G x U) — HY(G x D,Q/Z)

HY(D,Q/Z)

N 0 . . .
ol G x X — X est soit pa soit p. On a le lemme suivant.

LEMME 3.5. Avec les notations et hypothéses ci-dessus, on a :

(1) p5 plaBre)) = Pplo@re)) ;
(2) pour tout b € Brg(U), il existe un revétement fini étale galoisien abélien D’ L D tel que
D’ soit une G-variété, m soit un G-morphisme et que 7*(9(b)) =0 € HY(D',Q/Z).

Démonstration. Puisque pj ;; Br(G) C Im(Res), 'énoncé (1) découle de la proposition 3.4(2).
Pour b € Brg(U), soit n € Z Vordre de d(b). Alors d(b) € H'(D,Z/n). Soit D' 5> D un
Z/n-torseur tel que [D'] = A(b). Par (1), p p[D'] = p4[D'] € HY(G x D,Z/n). D’apres le
théoréme 2.7(2), D’ est une G-variété. O

LEMME 3.6. Soient G un groupe linéaire connexe et P un G-torseur. Alors Brg(P) = Bri(P).

Démonstration. D’apres la proposition 3.2(1) et (4), il suffit de montrer que Brg(FP;) = 0. On
peut supposer k =k et P = G.

Si G est un tore de dimension n, alors G = G}, est un ouvert de A™ canoniquement. Soit
X = A"\[(A™\G)sing]. Alors codim(A™\ X, A™) > 2, Br(X) =0, G est un ouvert de X et X\G =
LI~ D;, chaque D; étant un G-espace homogene de stabilisateur G,,. D’apres [CX15, Prop. 2.2],
pour tout revétement fini étale galoisien D LN D; tel que D) soit une G-variété integre et que
m; soit un G-morphisme, le morphisme 7; est un isomorphisme. D’apres le lemme 3.5(2) et (3.3),
Brg(G) € Br(X) = 0.

Si G est réductif, soit T" le tore maximal de G. Par la décomposition de Bruhat, il existe un
ouvert U de G tel que U = A™ x T' x A", ou 2n = dim(U) — dim(7") (voir la démonstration de
[Col07, Prop. 4.2]). Donc Br(G) — Br(T') est injectif. Le résultat découle de la proposition 3.2(2).

En général, par [CDX16, Lem. 2.1], le morphisme Br(G™%) — Br(G) est un isomorphisme.
Le résultat découle de la proposition 3.2(2). O

PROPOSITION 3.7. Soient G un groupe linéaire connexe et (X,p) une G-variété lisse
géométriquement intégre. Pour tout b € Brg(X), on a (p*(b) — p5(b)) € pi Bre(G).

eq Xidx
R AN

Démonstration. Pour la définition de Br.(G), voir (1.3). Notons X G x X. Puisque
p2o(eq xidx) = po(eq xidx), il suffit de montrer que, pour tout b € Brg(X), on a (p*(b)—p5(b)) €
pi Bri(G).
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On peut supposer k = k. Un point z € X (k) induit un morphisme G 5, X. Notons m la
multiplication sur G. Alors on a le diagramme suivant commutatif.

p53—p*

Br(X) 2% Be(G x X) <2 Br(Q)

li; l(idcxiz)* l:

Br(G) ——= Br(G x G) =<— Br(G)

Pa—m Pq
Le résultat découle du lemme 3.6, de la proposition 3.2(2) et de 'injectivité de pj. O

3.2 L’homomorphisme de Sansuc
Soient G' un groupe algébrique connexe et (X, p) une G-variété lisse géométriquement integre.

Notons G x X 25 G, G x X %5 X les deux projections. Soit Brg(X) le sous-groupe de Brauer
G-invariant de X (Définition 3.1). Pour la définition de Br.(G), voir (1.3).
Par [San81, Lem. 6.6], on a Br,(G' x X) = Br,(G) @ Bry(X), et donc pj|g;, (@) est injectif.

Par la proposition 3.7, il existe un unique homomorphisme Brg(X) A Br.(G) tel que
pyoA=p" —pi:Brg(X)— Br(G x X). (3.4)

DEFINITION 3.8. Soient G un groupe linéaire connexe et (X, p) une G-variété lisse géométrique-

ment intégre. L’unique homomorphisme Brg(X) A Br.(G) satisfaisant (3.4) est appelé
l’homomorphisme de Sansuc.

PROPOSITION 3.9. Sous les hypothéses de la définition 3.8, on a :

(1) pour toute extension de corps K/k, et tous x € X(K), g € G(K), o € Brg(X), on a
(9-2)" (@) = g"(Me)) + 2" () € Br(K);
(2) si X(k) # @, alors, pour tout x € X(k), on a
A=pr—x", (3.5)

ot G X :gw> g-z, Speck > X est le point z et Br(X) SN Br(k) C Br(G).
(3) si X = G/Gqy avec Gy C G un sous-groupe fermé connexe, alors
Brg(X) = Bri(X, G) := Ker(Br(X) — Br(Gyg)).

Démonstration. Pour (1), on a

(g-2)"(a) = (g,2)"(p" () = (g,2)" (pa(@) + p1(A(a))) = g"(A(@)) + 2" (a) € Br(K).

Dans le cas (2), pour tout a € Brg(X), on obtient (p* — p3)(@)|axz = (p5 — %) ().
L’énoncé (3) résulte de la proposition 3.2(2) (5) et du lemme 3.6. O

Si X l) Z est un G-torseur, par définition, ’homomorphisme de Sansuc Al (x) est

~

exactement le morphisme dans la suite exacte de Sansuc a isomorphisme canonique Br.(G) =
Br,(G) pres (cf. [BD13, Thm. 2.8]).
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THEOREME 3.10. Soient G' un groupe linéaire connexe, Z une variété lisse géométriquement

intégre et X i) Z un G-torseur. Notons G x X % X Iaction de G. Alors I ’homomorphisme de
Sansuc A induit le diagramme suivant commutatif de suites exactes, fonctoriel en (X, Z, f, G).

Pic(X) — > Pic(G) — = Br(Z) —L > Brg(X) —2> Bre(G) 2 Bra(G)

F e

Pic(X) — Pic(G) — Br(Z) — Br(X) Br(G x X)

Démonstration. D’aprés Borovoi et Demarche [BD13, Thm. 2.8], on a une suite exacte

) p*—ps

Pic(X) — Pic(G) — Br(Z) 1> Br(X Br(G x X)

fonctoriel en (X, Z, f,G), telle que (p* — p3)(Br1(X)) C pjBre(G). Le résultat découle de la
proposition 3.7. O

COROLLAIRE 3.11. Soient 1 - N — H ¥ G — 1 une suite exacte de groupes linéaires connexes
et (X, p) une G-variété lisse géométriquement intégre.

(1) On aBrg(X) =Bry(X).

(2) S’il existe une H-variété Y et un H-morphisme Y % X tels que Y — X soit un N-torseur,

alors Br(X) 2, Br(Y) satisfait (p*) ! Brg(Y) = Brg(X) et on a une suite exacte (o1 \ est
I’homomorphisme de Sansuc), fonctorielle en (X,Y,p,N) :

Pic(Y) — Pic(N) % Bra(X) %> Bra(Y) 3 Bre(NV).

Démonstration. Puisque H x X w—X> G x X est un N-torseur, par le diagramme (3.6), on a le
diagramme suivant commutatif de suites exactes.

Pic(N) Br(G) Bry(H) —— Br.(N)

ke

Pic(N) — Br(G x X) R Bry(H x X) — Bro(N)
Donc (¢%)~H(pi Bry(H)) = p; Br(G). Puisque Br.(H) C Bry(H) C Bry(H) (Proposition 3.2(4)),
la proposition 3.7 donne (1).
Appliquons la proposition 3.2(5) au N-torseur p : Y — X (avec l'action de H). On a (en
utilisant (1))
X(Pic(N)) € (p*)71(0) € (p*) ' (Bru(Y)) = Bru(X) = Brg(X).
Une application du diagramme (3.6) au N-torseur ¥ — X donne (2). O

Comme conséquence, par le lemme 3.6, on a une suite exacte [San81, Cor. 6.11] :

Pic(N) — Bri(G) — Bri(H) — Bre(N). (3.7)
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LEMME 3.12. Soient G, N deux groupes linéaires connexes et X une G-variété lisse
géométriquement integre. Soient H := N x G et P une H-variété telle que P soit un N-torseur

surk. Soient Y := Px X et Y 25 P, Y 5 X les deux projections. Si P(k) # @ ou H3(k,k*) = 0,
on a un isomorphisme :

(p%,p3) : Bra(P) @ Brg(X)/Im Br(k) = Bry(Y)/Im Br(k).
De plus, cet isomorphisme induit un isomorphisme : (p%, p3) : Bry(P) @ Bre(X) 5 Bry(Y).

Démonstration. Par la proposition 3.2(1) et le lemme 3.6, on a Bry(P) = Bri(P). D’apres le
corollaire 3.11(2) et I'isomorphisme Br.(/N) = Br,(N), on a le diagramme suivant commutatif
de suites exactes.

Pic(P) —> Pic(N) — Br(k) — Bri(P) — 2> Bry(N)

A

Pic(Y) — = Pic(N) — Brg(X) —2> Bry (V) — Brg(N)

Puisque P(k) # @ ou H3(k,k*) = 0, par [San81, Lem. 6.7 et 6.8], 91 et 2 sont surjectifs. Alors
on a une suite exacte

0 — Br(k) — Bri(P) @ Bra(X) 2 By (v) - 0. (3.8)
Puisque le morphisme Br(Xj) — Br((P x X)z) = Br(Yz) est injectif, on a une suite exacte :

(p}.p3)
N

0 — Br(k) — Bri(P) @ Bri(X) Bri(Y) — 0.

Le résultat en découle. O
PRroroOSITION 3.13. Soient T un tore et 1 — Gy — G ﬂ T — 1 une suite exacte de groupes

linéaires connexes. Soient X une G-variété lisse, géométriquement integre et X — T un G-

morphisme. Notons Br,(G) LA Br,(Go) 'homomorphisme induit par Gy C G. Alors, pour tout
t € T(k), la fibre X; est Go-invariante et on a un isomorphisme naturel Pic(Xj) = Pic(X, 1) et
deux suites exactes naturelles

01 L5 E[X]/k™ — k[X4]/k* — 0 et Bre(T) — Brg(X) — Brg,(X;) — coker(¥).

Démonstration. D’apres [CX15, Prop. 2.2], X; est lisse, géométriquement intégre. Puisque T est
commutatif, X; est Gy-invariant. Notons :

Xt—i>G><Xt:a:|—> (eg,x) et GxXtﬁ>X:(g,:Jc)l—>g-:E.
Alors poi est 'immersion X; C X. On fixe des actions
G x Gy GxXi:(g,90) % (¢, 2) = (99'95 90 @) et GxGornG:(g,90) xg — gg'g5"
Par définition, X = G x% X, et on a un diagramme commutatif de G x Go-morphismes

XtTGXXt?G

ip it-w(—)
f

tel que les colonnes soient des Gy-torseurs.
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D’apres [San81, Lem. 6.5 et Lem. 6.6], on a
k(G x Xy [k = k[G] k™ @ k[X]* /k* et Pic(Gy x X, ) = Pic(Gy) ® Pic(X, 5).

Par la suite exacte de Sansuc [San81, Prop. 6.10 et Cor. 6.11], on a le diagramme suivant
commutatif de suites exactes.

0 T* K] e) Pic(T5) Pic(Gj) Pic(Gyz) — 0
0— HXE o MORXIT L MG pic(Xy) — Pie((G x X0)y) — Pic(Goz)

Puisque Pic(T}) = 0, une application du lemme du serpent donne I'isomorphisme et la premiére
suite exacte de I’énoncé. o

D’apres (3.8), on a un isomorphisme : Br.(G) & Brg,(X:) M Braxa, (G x Xi). Le
corollaire 3.11 donne le diagramme suivant commutatif de suites exactes.

Ac

PiC(Go) — Brl(T) Brl(G) BI‘E(G())

L

Pic(Gy) — Brg(X) —— Braxa, (G x X;) — Bre(Go)

Br(X;)/Im(Br(k))

D’apres la proposition 3.9(2), Coker(d) = Coker(Ag). Puisque py o = id et i* o p; = 0, on a
Brg,(X¢) = Im(:*) = coker(p}). Une chasse au diagramme donne 1’énoncé. O

COROLLAIRE 3.14. Sous les hypothéses de la proposition 3.13, soient U C X un G-ouvert et
B C Brg(U) un sous-groupe. Alors, pour tout t € T'(k), de fibre Uy C X} SN X,ona:

i7(B N Br(X)) = (if (B) N Br(X,)).
Démonstration. D’apres la proposition 3.13, on a le diagramme suivant de suites exactes.

Br.(T) —— Brg(X) —— Brg, (X¢) — coker(?))

S )

(2

Bre(T) — Brg(U) — Brg, (U;) — coker (1))
Une chasse au diagramme donne 1’énoncé. O
3.3 Pseudo espace homogeéne
Soit G un groupe linéaire connexe. Pour les besoins de cet article, on introduit la notion de
pseudo G-espace homogene. Elle généralise la notion de G-espace homogene avec un k-point a
stabilisateur géométrique connexe (cf. exemple 3.16(1)).
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DEFINITION 3.15. Soit G' un groupe linéaire connexe. Une G-variété Z est appelée pseudo G-
espace homogeéne si Z est lisse, géométriquement integre, Pic(Zz) est de type fini, Z(k) # @ et
Ker(\)/Br(k), Brg, (Z;,) sont finis, oit A : Brg(Z) — Bre(G) est I'homomorphisme de Sansuc (cf.
Définition 3.8).

Fixons z € Z(k) et notons p, : G — Z : g g-z. D’apres (3.5), le groupe Ker(A)/Br(k) est
fini si et seulement si Ker(p?) N Brg(Z) est fini, ot Br(Z) 2> Br(G).

Ezample 3.16. Soit G un groupe linéaire connexe.

(1) Soit Gy C G un sous-groupe fermé connexe. Alors G/Gy est un pseudo G-espace homogene.

(2) Soient W une variété lisse géométriquement integre et Z — W un G-torseur. Si Pic(W) est
de type fini, Br(W')/Br(k), Br(W3) sont finis et Z (k) # ¥, alors Z est un pseudo G-espace
homogene.

Démonstration. L’énoncé (1) résulte de [BD13, Thm. 2.8] et de la proposition 3.9(3). L’énoncé
(2) résulte du corollaire 3.11(2). O

PROPOSITION 3.17. Soient G un groupe linéaire connexe et Z un pseudo G-espace homogéne.
Soient T un tore, Z' — Z un T-torseur et H le groupe linéaire connexe déterminé dans le
théoréme 2.7. Si Z'(k) # @, alors Z' est un pseudo H-espace homogeéne.

Démonstration. Fixons 2’ € Z'(k) et z € Z(k) 'image de z. Notons p,y : H— Z' :h+ h- 2 et
p::G— Z:gw g-z Dapres la suite exacte de Sansuc [San81, Prop. 6.10], Pic(Z';) est de

type fini. Par le corollaire 3.11(2) et (3.7), on a un diagramme commutatif de suites exactes :

Pic(T) —— Brg(Z) —— Bry(Z') —— Br(T)

e

Pic(T) —— Bri1(G) — Bri(H) —— Br.(T)

et un isomorphisme Brg, (Zj) — Bry, (Z7). Ainsi Bry, (Z7) est fini. Puisque Ker(p}) est fini, le
groupe Ker(p?,) est fini et Z’ est un pseudo H-espace homogene. O

ProproSITION 3.18. Soient G un groupe linéaire connexe et Z un pseudo G-espace homogéne.
Alors Brg(Z)/Bri(Z) est fini.

Démonstration. Ceci vaut car Brg(Z)/Br1(Z) est un sous-groupe de Brg, (Z%). O
Pour un corps de nombres, le lemme suivant est bien connu.

LEMME 3.19. Supposons que k est un corps de nombres. Soit M un I'p-module de type fini avec
M #0.0na:

(i) si M est sans torsion, alors H?(k, M) est infini ;
(ii) M est sans torsion ssi H'(k, M) est fini.
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Démonstration. Si M est fini, par 'approximation tres faible de M (cf. le cas G = 1 de [Har07,
Thm. 1]), il existe un sous-ensemble fini Sy C €2 tel que, pour tout sous-ensemble fini S C €, avec
SN Sy =@, Vhomomorphisme H'(k, M) — @,cq H' (ky, M) soit surjectif. Il existe un nombre
infini de v € Q4 tel que l'action de Ty, sur M soit triviale. Dans ce cas, H'(ky, M) # 0. Donc
H'(k, M) est infini.

En général, la suite exacte 0 > Moy =& M — Mpee — 0 induit une suite exacte

MEE % HY(k, Myoy) — H(k, M),

free

ot Mior C M est le sous-module torsion maximal et Mpee := M/Mior. Ainsi Mpee est de type
fini et donc Im(¥) est fini. Si H'(k, M) est fini, M est donc sans torsion. Par ailleurs, si M est
sans torsion, H!(k, M) est fini. Ceci donne (ii).

Si M est sans torsion, la suite exacte 0 — M —> M — M/n — 0 (n € Z=2) induit une suite
exacte : H'(k, M) — H'(k,M/n) — H?(k, M) = H?(k,M). Alors H'(k, M/n) est infini et (ii)
implique (i). O

LeEMME 3.20. Supposons que k est un corps de nombres. Soit ¢ : M — N un homomorphisme de

I'y-modules de type fini sans torsion. Si Ker(H?(k, M) LN H?(k,N)) est fini, alors ¢ est injectif
et coker(¢) est sans torsion.

Démonstration. Notons I := Im(¢), K := Ker(¢) et C := coker(¢). Alors I et K sont de type
fini sans torsion et on a deux suites exactes :

HY(k, 1) — H2(k,K) — H2(k, M) 2% H2(k, 1)
et 0
H'(k,N) - H'(k,C) - H*(k,I) = H?(k,N).

Ainsi H'(k,I), H'(k,N) et Ker(#;) sont finis. Alors H?(k,K) est fini et donc K = 0
(Lemme 3.19). Ainsi Ker(fs) est fini. Alors H'(k,C) est fini et donc C est sans torsion
(Lemme 3.19). O

LEMME 3.21. Supposons que k est un corps de nombres. Soient G un groupe linéaire connexe,

¥ . . P Lo
T un tore et G — 1" un homomorphisme. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) Ie groupe Ker(Bri(T") v, Bri(G)) est fini ;
(ii) le morphisme 1) est surjectif de noyau connexe ;
(iii) la G-variété T est un pseudo G-espace homogéne.

Démonstration. D’apres ’'exemple 3.16(1), on a (ii) = (iii). Par la phrase apres la définition
3.15, on a (iii) = (i). Pour (i) = (ii), puisque ¢ se factorise par G**, on peut remplacer G
par G%" et supposer que G est un tore. Dans ce cas, puisque Br,(T) & H?(k,T*), le noyau de

H?(k,T) ¥, H?(k,G*) est fini. Le lemme 3.20 ci-dessus donne (ii). O

Soient G un groupe linéaire connexe et Z un pseudo G-espace homogene (cf. Définition 3.15).
Soient (Z'")* := k[Z]*/k* un I'y-module libre de type fini et Z'°" le tore correspondant. Pour
tout z € Z(k), on a un morphisme canonique Z —> Z%" tel que 7.(z) = ezior (Rosenlicht). Soit
¥, la composition G — G - z — Z 55 Ztor,
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PROPOSITION 3.22. Le morphisme 1, ne dépend pas du choix de z, et ¢’est un homomorphisme
tel que Z*°* soit une G-variété et 7, soit un G-morphisme.
De plus, si k est un corps de nombres, la G-variété Z*°* est un pseudo G-espace homogéne.

Démonstration. Notons p : G X Z — Z Daction de G. Par le lemme de Rosenlicht, v, est un
homomorphisme. D’apres le lemme 2.6, on a un isomorphisme canonique
pip5
HY (G, Z'"") & H(Z, Z*) T HOY(G x Z,Z%) : (¢, 7)) — 1), - T,
0

tel que O(m, 0 p) = ((72 © p)|axz, (T2 0 p)legxz) = (s, 7). Alors m, 0 p = 1), - 7, et m, est un
G-morphisme.

Pour tout 2’ € Z(k), on a m, = m,(2')"! - 7, et donc (7, 0 p) = (¢, 7. (2)7L - 7). Ainsi
wz’ = wz

La suite spectrale de Hochschild—Serre donne une suite exacte

W: ‘Brl

Pic(Z) — Pic(Z;)'* — Bry(Z2'") —= Br(2).
Puisque Pic(Z;) est de type fini et Bri(Z'°") est de torsion, le groupe Ker(7}|p,, ) est fini. Puisque

: ¥ZlBe
Ker(Brg(2) LN Br(G)) est fini, le groupe Ker(Bry (Z%") i) Br(G)) est fini. Si k est un corps
de nombres, une application du lemme 3.21 donne ’énoncé. O

DEFINITION 3.23. Dans la proposition 3.22, une fois qu'on a choisi z € Z(k), le morphisme
Z 5 ztor et appelé le quotient torique maximal. Il ne dépend du choix de z qu’a translation
pres. Si k est un corps de nombres, le morphisme G' — Z'" dans la proposition 3.22 est surjectif
de noyau G connexe. Le groupe G est appelé le stabilisateur de G sur Z%r.

4. L’approximation forte hors des places archimédiennes et la question 1.2

Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention explicite, une variété est
une k-variété. Soit G un groupe linéaire connexe. Pour répondre a la question 1.2, on établit le
théoréme 4.2. Comme conséquence, on montre le théoréme 1.4(1).

Rappelons la notion de sous-groupe de Brauer invariant (cf. Définition 3.1).

LEMME 4.1. Soit G un groupe linéaire connexe. Alors I’homomorphisme induit par ’accouplement
de Brauer-Manin G(Ay)e Ya, Br,(G)P est ouvert, ot1 (—)P := Hom(—,Q/Z) (cf. (1.2)).

Démonstration. Dans G(Ag)s, les sous-groupes ouverts compacts forment une base topologique
de eg. Pour tout tel sous-groupe C, I'image 0 (C) C Bry(G)” est compacte, et donc fermée. 11
suffit alors de montrer que cette image est d’indice fini. Par la finitude du nombre de classes de
G [PR94, Thm. 5.1], il existe un tel sous-groupe Cj tel que le double quotient Co\G(Ax)e/G(k)
soit finie. Puisque IIT!(G) est fini, d’apres [Dem11, Thm. 5.1], 0c(Cp) est d’indice fini. Pour tout
tel sous-groupe C, le quotient Cy/(C' N Cy) est fini, car Cy est compact. Donc 65 (C) est d’indice
fini. ]

THEOREME 4.2. Soient G un groupe linéaire connexe, X une G-variété lisse géométriquement
intégre et U C X un G-ouvert. Soient A C Br(X) un sous-groupe fini et B C Brg(U) (cf. (3.1))

un sous-groupe. Supposons que (B NKer(\))/(B NImBr(k)) est fini, ott Brg(U) A Br.(G) est
I’homomorphisme de Sansuc (Définition 3.8). Alors, pour tout ouvert W C X (Ay) satisfaisant
WATBIOBIX) o g on a W N U (Ag) B 0.
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Démonstration. On peut supposer que Im Br(k) C B. Apres avoir rétréci W, on peut supposer
que tout élément de A s’annule sur W et W = W, x Wy avec W C X (koo), Wr C X (AT°) tel
que Wy soit compact.

Pour tout w € Wy, il existe un ouvert Wy, C Wy contenant w et un ouvert C,, C G(A*>)
tel que C, - Wy, C Wy. Puisque Wy est compact, il existe un sous-ensemble fini I C Wy tel que
Uwer Ww = Wy. Soit Cy le sous-groupe de G(A*°) engendré par (,,c; Cy. Alors Cy - Wy C Wy
et C est ouvert dans G(A™). Soit C' := (eq)s X C§ C G(Ay). Alors C - W = W et I'image de
C dans G(Ag)e est ouvert.

Notons G(Ay) Ya, Br,(G)P et U(Ay) %, BD les applications induites par 'accouplement
de Brauer-Manin, ott (=) := Hom(—, Q/Z) (cf. (1.2)). D’aprés le lemme 4.1, 0 (C) C Bry(G)”
est un sous-groupe ouvert d’indice fini. Puisque (B N Ker()\))/(Im Br(k)) est fini, (AP 065)(C) C
(B/Im Br(k))” est un sous-groupe ouvert d’indice fini, ott ’'homomorphisme

A: B C Brg(U) = Bro(G) = Br,(G) induit AP := Hom()\, Q/Z) : Br,(G)? — (B/ImBr(k))".
Donc il existe un sous-groupe fini B; C B tel que
Ker((B/ImBr(k))? % (B1)P) ¢ (AL 0 0c)(C), (4.1)

ou ¥ est induit par By C B — B/Im Br(k).
D’apres le lemme formel d’Harari [Har94, Cor. 2.6.1], WNU(A)B! # @. On a le diagramme
suivant.

G(Ar) U(Ar)

e B

Bro(G)? 27~ (B/Im Br(k))P —2~ (B;)P

Soit u € W NU(A)P1, alors 9(0y(u)) = 0 et, d’aprés (4.1), il existe g € C tel que g™' -u € W
et (AP 00¢)(g9) = 0y (u). D’apres la proposition 3.9(1), on a Oy (gt - u) = 0. O

Remarque 4.3. Dans le théoreme 4.2, si G = 1, alors ce théoréeme est équivalent au lemme formel
d’Harari [Har94, Cor. 2.6.1].

Comme conséquence directe, on a le suivant.
COROLLAIRE 4.4. Avec les hypothéses et notations du théoréme 4.2, pour tout sous-ensemble
fini S C Q, s’il existe un ouvert X1 de X tel que U C X et X satisfasse ’approximation forte
par rapport a Br(X;1) N (A+ B) hors de S, alors X satisfait 'approximation forte par rapport a
Br(X) N (A+ B) hors de S.
COROLLAIRE 4.5. Avec les hypothéses et notations du théoréme 4.2, s’il existe un ouvert X

de X tel que U C X; et X1(k) soit dense dans Xl(Ak).Br(Xl)m(AJFB), alors X (k) est dense dans

Soit G un groupe linéaire connexe. Pour la notion de pseudo G-espace homogene, voir la
Définition 3.15.
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THEOREME 4.6. Soient G un groupe linéaire connexe et Z un pseudo G-espace homogéne. Soient
X une G-variété lisse, géométriquement integre et U C X un G-ouvert muni d’un G-morphisme

UL 7. Soient A C Br(X) et B C Brg(U) (cf. (3.1)) deux sous-groupes finis. Alors, pour tout
ouvert W C X (Ay,) satisfaisant WBrX)NA+B+["Bra(2)) L g5 .

(1) ona WNU(Ay)AtBH"Bra(Z) L g .

(2) si G(koo)t - Z(k) est dense dans Z(Ay)P¢(%) il existe z € Z(k) de fibre U, tel que

(Gkoo)T - W) N U (AR)ATE £ 0.

Démonstration. Notons Brg(Z) 2z, Br,(G), Brg(U) 2o, Br,(G) les homomorphismes de

Sansuc (cf. Définition 3.8). Puisque Ker(Az)/(Im Br(k)) est fini et Az = Ay o f*, le quotient

(Ker(Ay) N (B + f*Brg(Z)))/Im Br(k) est fini. Une application du théoréeme 4.2 donne (1).
D’apres [Conl2, Thm. 4.5], Papplication U(Ay) — Z(Ay) est ouverte et on obtient (2). O

Démonstration du théoréme 1.4(1). D’aprés un théoreme de Kneser et Platonov (cf. [PR94,
Thm. 7.12]), G*°(k) est dense dans G*(A;°"). Par la proposition 3.9(3) et approximation forte
pour les espaces homogenes a stabilisateur géométrique connexe (Borovoi et Demarche [BD13,

Thm. 1.4]), U(k) est dense dans U (Ak).BrG(U). Une application du théoreme 4.6(2) au quintuple

(G,U ¢ X,U T=9% 1,0 ¢ Br(X),0 € Bra(U))

donne 1’énoncé. O

5. La descente par rapport au groupe de Brauer invariant

Dans toute cette section, k£ est un corps de nombres. Sauf mention explicite du contraire, une
variété est une k-variété. La méthode de descente des points adéliques est établie par Colliot and
Théléne et Sansuc dans [CS87b]. Dans [CDX16], Demarche, Xu et ’auteur étudient la méthode de
descente des points adéliques orthogonaux a certains groupes de Brauer dans le cas des torseurs
sous un tore. On suit leur méthode et considere ici le cas plus général des torseurs sous un groupe
linéaire connexe (Théoreme 5.9).

Pour la notion de sous-groupe de Brauer invariant, voir la définition 3.1.

5.1 Un cas spécial (III'(G) = 1)
Soient G un groupe linéaire connexe, X une variété lisse géométriquement integre et Y’ L X un
G-torseur (& gauche). Pour tout o € Z!(k, ), soient P, le G-torseur & droite correspondant et

G, le tordu par 1-cocycle o. Alors P, est un G,-torseur a gauche. Soit Y, P2, X le tordu de Y,
ie. Y, =P, xCY. Alors Y, est un G,-torseur a gauche sur X. Soit Brg, (Ys) le sous-groupe de
Brauer G,-invariant de Y, (Définition 3.1).

LEMME 5.1. Supposons que III'(G) = 1. Alors pour tout sous-groupe B C Brg(Y), on a :

p(Y (AP (0B = (v (A)P),
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Démonstration. Puisque p*((p*)~'B) C B, on a p(Y (A;)?) C p(Y(Ak)p*((p*)*lB))‘
Par le théoreme 3.10, on a le diagramme suivant commutatif de suites exactes.

(p*)"'B B Br,(G)

L

Br(X) — Brg(Y) —2> Bro(G)

Il induit un diagramme commutatif avec suite exacte :

G(A) Y(Ap) —— X(Ay)

D *D

Br,(G)P? —— BP " ((p*)"'B)P

ot (—)P := Hom(—,Q/Z) (cf. (1.2)) et ag, ay, ax sont induits par 'accouplement de Brauer—
Manin. Par la proposition 3.9, pour tout y € Y (Ay) et tout g € G(Ag), on a

ay(g-y) = (A" o ag)(g) + ay (y).

Puisque IT1*(G) = 1, par la suite exacte de Poitou-Tate de G (Demarche [Dem11, Thm. 5.1]),
ag est surjectif. Pour tout y € V(AP (@) 7'B) on a z := p(y) € X(Ax)P) B, Alors (p*P o
ay)(y) = ax(z) = 0 et il existe g € G(Ay) tel que (AP 0 ag)(g9) = ay(y). Donc ay (g™t -y) =0
et plg™ - y) = . O

PROPOSITION 5.2. Soient G un groupe linéaire connexe, X une variété lisse géométriquement
integre et Y & X un G-torseur. Soit A C Br(X) un sous-groupe et, pour chaque o € H'(k,G),
soit B, C Brg, (Y,) un sous-groupe. Supposons que I1I' (G) = 1 et que, pour tout o € H'(k,G),

on a (p5)~Y(B,) C A, ot Br(X) Lo, Br(Y,). Alors on a :

Xat=" U poa(anfrrh).
ceH(k,G)
Démonstration. Le résultat découle de [CDX16, Thm. 1.1] et du lemme 5.1. O

COROLLAIRE 5.3. Soit T un tore quasi-trivial. Soient X une variété lisse, géométriquement
integre et Y L X un T-torseur. Soient U C X un ouvert et V = p~1(U). Alors pour tous

sous-groupes A C Br(U), B  Bry(V), si (p*) " (B) C A, o Br(U) > Br(V), on a
X(Ak)Br(X)ﬂA _ p(Y(Ak)Br(Y)ﬂ(B+p*A))'

Démonstration. Par le lemme 3.3, on a (p*) " }(Br(Y) N (p*A + B)) = Br(X) N A. D’apres la
proposition 3.2, on a (Br(Y) N (p*A+ B)) C Brp(Y). L’énoncé résulte de la proposition 5.2. O

5.2 Applications des résolutions coflasques

Par [CS87a], un I'y-module M de type fini est appelé coflasque si M est sans torsion et, pour
tout sous-groupe fermé I' C I'y, on a H'(I', M) = 0. Un k-tore T est appelé coflasque si T* est
coflasque. Alors H'(k,T*) = 0 et, pour tout v € Q, on a H'(k,, T*) = 0. On renvoie & [CS87a,
Prop. 1.3] pour les résolutions par tores coflasque et tores quasi-triviaux.
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- 3 ~ 3 ~ 1
LEMME 5.4. Soit T un tore. Alors H°(k,T*) = [[,coo, H (b, T") = [0, H (ko, T7).

Démonstration. Pour tout v € ooy, puisque 'y, = Z/2, on a H3(k,, T*) = H'(ky,, T*). Par la
ligne 3 de la démonstration de [HS05, Prop. 5.9], on a H3(k, T*) = [Toeoo, H3(k,, T*). Le résultat
en découle. O

LEMME 5.5. Soit
1>GA HS TS

une suite exacte de groupes linéaires connexes avec 1" un tore.

(1) Si H3(k, T*) = 0, alors ’homomorphisme Br,(H) ¥, Br,(G) est surjectif.
(2) SiG est réductif, alors ’homomorphisme 0 : T(k) — H'(k,G) induit par cette suite exacte
vérifie Im(9) C Im(H'(k, Z(G)) — H'(k,Q)), ott Z(G) est le centre de G.

Démonstration. Par la suite exacte de Sansuc [San81, Cor. 6.11], on a une suite exacte de I'y-

modules
0->T"-H"—-G" -0
et un isomorphisme de I'y-modules Pic(Hj) — Pic(Gg). Par [CX09, Lem. 2.1] (modulo

H?(k,k*) = Br(k)), on a le diagramme suivant commutatif de suites exactes.

H2(k, H*) — Broy(H) — H(k, Pic(Hy)) — H3(k, k* & H*)

b X

H%(k,G*) — Bry(G) — H'(k,Pic(Gy)) — H3(k,k* © G¥)

Si H3(k,T*) = 0, alors 1; est surjectif et 1) est injectif. Ceci donne (1).

Pour (2), puisque G est réductif, H est réductif et ’homomorphisme Z(H) — H'" est
surjectif. Donc la composition Z(H) — H — T est surjective. Soit S := Z(H)NG C Z(G). Ceci
induit le diagramme suivant commutatif de suites exactes.

l1—S—ZH)—T——1

Ll

1 G H T 1

Ainsi Im(9) C Im(H!(k, S) — H'(k,G)) et on a (2). O

PROPOSITION 5.6. Soit G un groupe réductif connexe. Alors il existe un groupe réductif connexe
H, un tore T et une suite exacte :

AT A N

tels que I (H) = 0, H3(k, T*) = 0 et Br,(H) v, Br,(G) soit surjectif.
De plus, si G est un tore, on peut imposer que H soit un tore quasi-trivial.

Démonstration. Puisque G est réductif, il existe une suite exacte 0 - S — G — G*d — 0 telle

que S soit le centre de G et G*? soit le groupe adjoint de G. Alors S est un groupe de type
multiplicatif. Par [CS87a, Prop. 1.3], il existe un tore quasi-trivial Ty et un homomorphisme
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injectif S X Ty tels que T := Ty/S soit un tore coflasque. Alors, pour tout v € oo, on a
H'(k,,T*) = 0. Par le lemme 5.4, on a H(k,T*) = 0.
Soit H := G x° Ty. Alors H est un groupe linéaire et on a deux suites exactes

1>GCS5HET 51 et 1>T)— H— G4 1.

Par le lemme 5.5(1), le morphisme Br,(H) v, Bry(G) est surjectif. Par [San81, Cor. 5.4, on a
11! (G*d) = 0. Puisque Tp est quasi-trivial, on a IIT'(H) = 0. O

PROPOSITION 5.7. Soit X une variété lisse géométriquement intégre. Supposons que X (k) # 0
et que Pic(X}) est de type fini. Alors il existe un tore quasi-trivial T et un T-torseur ¥ — X
tels que Pic(Yy) = 0 et H3(k,k[Y]*/k*) = 0.

Démonstration. 11 existe un ouvert U C X tel que Pic(Uj) = 0. Soient Tj un tore tel que 1§ :=
Divx,\v, (Xj) et Yo — X le Ty-torseur induit par 'homomorphisme ¥ de la suite exacte (2.2). Par
la suite exacte de Sansuc [San81, Prop. 6.10], Pic(Y ;) = 0. Soit 71 le tore tel que T} = k[Yo]* /k*.
Puisque X (k) # @ et que Tj est quasi-trivial, on a Yy(k) # @. A un point de Yo(k) on associe un
morphisme Yy = T} (envoyant ce point sur er,) tel que T} iR k[Y]* /k* soit un isomorphisme.

D’apres [CS87a, Prop. 1.3], il existe une suite exacte 0 — Ty — T3 — 17 — 0 telle que T,
soit quasi-trivial et que T3 soit coflasque. Soit Y := Y X7, T35 un T» torseur sur Yj. Par la suite
exacte de Sansuc [San81, Prop. 6.10], Pic(Y}) = 0, k[Y]*/k* = Ty et, d’apres le lemme 5.4, on
a H3(k, k[Y]*/k*) = 0.

Soit T := T x Ty. Puisque Tp, Ty sont quasi-triviaux, on a H'(Tp, Tz) = 0 et, d’apres [Col08,
Cor. 5.7], toute extension centrale de Ty par Ty est isomorphe a Ty x Ty. D’apres le théoréme 2.7,
il existe une action de T sur Y compatible avec les actions Ty sur Y et Ty sur Yy. Alors Y est
un 7T-torseur sur X. O

5.3 Le cas général

Soient G un groupe linéaire connexe, X une variété lisse géométriquement integre et Y L X un
G-torseur (& gauche). Pour tout o € Z!(k,G), soient P, le G-torseur & droite correspondant et

G, le tordu par le 1-cocycle o. Alors P, est un G,-torseur & gauche. Soit Y, P2, X le tordu de
Y,ie Y, =P, xCY. Alors Y, est un G,-torseur a gauche sur X. Soit Brg, (Y5) le sous-groupe
de Brauer G,-invariant de Y, (Définition 3.1).

Notons 67, : P, x Y — Y,. Le lemme 3.12 donne un isomorphisme canonique :

(p%,p3) : Bra(P,) @ Brg(Y)/ImBr(k) = Brg, xq(Py x Y)/Im Br(k).
Ceci induit un morphisme canonique
0. )*
0% : Bre(Y,)/ImBr(k) 5L Bre, wa(Py x Y)/Im Br(k) — Bre(Y)/Tm Br(k).

Soit Q,-1 le torseur inverse de P, (cf. [SkoO1, p. 20, Exemple 2]). Alors Q,-1 est un
G,-torseur & droite et aussi un G-torseur & gauche. Notons o~ ! := [Q,-1] € H'(k,G,). Pour
tout Go-torseur & gauche Y' — X, soit Y/, := Y’ xG Q,-1 (un G-torseur & gauche sur X).

-1
LEMME 5.8. On a Y = (Y;),-1 et 'homomorphisme ©F, est un isomorphisme d’inverse @%’, ),

800

https://doi.org/10.1112/50010437X17007709 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X17007709

APPROXIMATION FORTE POUR LES VARIETES AVEC UNE ACTION D'UN GROUPE LINEAIRE

Démonstration. On a (Yy),-1 = P,x% P, x%Y 2 Gx%Y 2 Y. On a un isomorphisme canonique

p1x03 9 (e7h
P, xY —— P, xY, d’inverse p; x HYG . Par le lemme 3.12, on a :

Bry(Py) ® Brg(Y)/ImBr(k) = Brg, xq(Py X Y)/Im Br(k)

et
Bry(P,) ® Brg, (Ys)/ImBr(k) = Brg, xg(Py X Ys)/Im Br(k).

Le résultat en découle. O

Pour un sous-groupe B, C Brg, (Y,) contenant Im Br(k), on note 6{:(30) C Brg(Y) 'image
inverse de ©%,(B,). Alors @gﬁ:l)(é\‘{j(Bg)) = B,.

THEOREME 5.9. Soient G un groupe linéaire connexe, X une variété lisse géométriquement
intégre et Y 2 X un G-torseur. Soit A C Br(X) un sous-groupe et, pour chaque o € H(k,G),
soit B, C Brg, (Y,) un sous-groupe contenant Im Br(k). Supposons que, pour tout o € H'(k,G),

on a
(p:')_1< Z @(}T/; (Ba—l-cr’)) CcA
o'elll"(Gy)

*

ott Br(X) 2% Br(Y,) et Y, o := (Yy)or. Alors on a :

X(A2 = (J  po(Yo(Ap)Brtrsd),
ceHY(k,G)

Démonstration. La démonstraction ci-dessous suit celle de [CDX16, Thm. 4.1].
Par [CDX16, Thm. 1.1], il suffit de montrer que, pour tout o € H'(k,G), on a :

5 +p* . A
Po (YU(Ak)pUA) C U pa+a’(Ya+a/(Ak)BU+o Poto ).
o'elll' (G,)

On peut supposer que o = 0. Pour tout v, puisque H'(k,, G*) = 0, le morphisme Y (k,) —
(G™4 <9 Y)(ky) est surjectif. Puisque IIT'(G) = IIT'(G™4) [San81, Prop. 4.1] et que l'on a
Br(Y) = Br(G™! x¢Y) [CDX16, Lem. 2.1], on peut supposer que G est réductif.

Par la proposition 5.6, il existe un groupe linéaire connexe H, un tore 1" et une suite exacte :

1—>G£>H£>T—>1

tels que MY (H) = 0, H3(k,T*) = 0 et Bry(H) v, Br,(G) soit surjectif. Par [Ser65, Prop. 36 du
Chapitre 1], on a une suite exacte d’ensembles pointés :

1 G(k) — H(k) — T(k) 2 HY(k,G) — H'(k, H),
telle que, pour tout ¢ € T, on ait d(t) := [¢p~1(¢)]. Alors ' (G) C Im(9) et, pour tout t € T'(k),
on a Gy = G (Lemme 5.5(2)).

Soient Yy := HxCY et Y i) Yy le morphisme canonique. Alors Yy PR X est un H-torseur

sur X et T x Yy =2 T x X. Alors on a un morphisme canonique Yy 5 T tel que, pour tout

teT(k),onaput(t)=e¢l(t) xOY = Yo (). Notons pu~(t) % Yy. Par la définition de @?,(t),
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on a: Oy ' oiy =i*. Par la proposition 3.13, le lemme 5.8 et la surjectivité de 1*, les morphismes

Bry(Yy) N Brg(Y) et Bry(Yy) RN Brg(pu~1(t)) sont surjectifs.
Notons

B := BI‘H(YH ( Z @({/ ) C BI‘H(YH>
celllY(G)

Alors (pi) " H(B) C A et By C iy B. Puisque 1 0 se factorise par Speck, on a p* Bri(T) C B

Pour un y € Y(A)P 4, par le lemme 5.1, il existe y; € Yir(A)BPu4 tel que pr(y1) = p(y).
Alors il existe h € H(Ay) tel que y; = h-y. Donc u(y1) € ¢(H(Ag)) NT(Ag)B1 (™),

Par [CDX16, Prop. 3.3], on a :

T(AR)P T = T(k) - p(H(Ag)PUD).
Donc il existe hy € H(Ay)P1 (1) tel que
t:=p(h-y1) € T(k) N ¢(H(Ag)).
Donc 9(t) C I (G). Puisque Bry(H) = Bri(H) (Lemme 3.6), par la proposition 3.9(1),
Y2 = hi -y € Yir(Ap)PHPHA et done yo € p () (Ay) P20 PO,

Le résultat découle de py(y2) = pu(y2) = p(y)- O

COROLLAIRE 5.10. Sous les hypothéses du théoréme 5.9, soit
X(k) S H' (8, G): 20> [p7'(2)]

le morphisme canonique. Supposons que pour tout o € H'(k,G), la variété Y,, satisfait le principe
de Hasse par rapport a B, + p} A. Alors

XA = ] po(Ya(Ap)Ptred),
o€Im(0)

Démonstration. Pour tout o € H'(k,G), si Y,(Ag)BTPs4 £ @ alors on a Y, (k) # @ et donc
o € Im(0). Le résultat en découle. O

COROLLAIRE 5.11. Soient G un groupe linéaire connexe, X une variété lisse géométriquement
intégre et Y 5 X un G-torseur. Soit Bri(X,Y) := Ker(Br(X) — Br(Y3)). Alors on a :

X(ARPE = (] po (Yo (Ag)PR07),
ceH(k,G)

Démonstration. Pour tout o € H'(k,G), puisque le morphisme Br(Yz) — Br((P, x Y)z) est
injectif, on a Bry(X,Y,) C Br;(X,Y). Donc Br(X,Y,) = Bri(X,Y) = (p*) ! Bry(Y).

Pour tout o € H'(k,G), par le lemme 3.12 et le lemme 5.8, le morphisme ©% induit
un isomorphisme Br,(Y,) = Br,(Y). Donc é\‘{:(Brl(Yg)) = Br;(Y). Le résultat découle du
théoreme 5.9. O

Remarque 5.12. La démonstration du théoreme 5.9 n’utilise pas ’approximation forte pour les
espaces homogenes a stabilisateur géométrique connexe (Borovoi et Demarche [BD13, Thm. 1.4]),
mais elle utilise [BD13, Thm. 2.8].
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COROLLAIRE 5.13. Soient G un groupe linéaire connexe, Gy C G un sous groupe fermé connexe
et Z := Go\G. Notons G = Z la projection. Alors on a

Z(Ap)Po) = m(G(AR)P D) - Z(k).

Démonstration. Puisque G = Z est un Go-torseur & gauche, pour tout P, € H'(k,Go) (un
Go-torseur a droite), le tordu P, xG0 G est un G torseur a droite. Donc P, x©°0 G satisfait le
principe de Hasse par rapport & Bri(P, x%° G) (Sansuc, cf. [Sko01, Thm. 5.2.1]). Le résultat
découle du corollaire 5.10. O

C’est clair que le corollaire 5.13 vaut aussi pour Z := G/Gy.

6. La méthode de fibration et la question 1.3

Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention explicite du contraire, une
variété est une k-variété. Pour traiter la question 1.3, on est amené a étudier la question :

Question 6.1. Soit G un groupe linéaire. Soient X et Z deux G-variétés lisses géométriquement

integres. Soient U C X un G-ouvert et U 2 Z un G-morphisme. Soient B C Br(U) un sous-
groupe fini, S C € un sous-ensemble fini non vide et W C X(Aj) un ouvert. Sous quelles
conditions peut-on montrer que, si WEBUNEBH"Bra(2) -L ¢ alors il existe z € Z(k) de fibre U,
tel que ((G(ks) - W) NU.(Ay))" # 07

Dans [CH16], Colliot-Thélene et Harari étudient la méthode de fibration au dessus de Al. On
suit leur méthode et répond a la question 6.1 d’abord dans le cas ou Z est un tore quasi-trivial
et f s’étend & un morphisme de X vers une Z-variété torique standard (Théoreme 6.7). Ensuite,
en utilisant ce résultat, on résoud cette question dans le cas ot Z est un tore (Théoreme 6.9).
En utilisant la descente (§5.1), on établit le théoreme 6.11 dans le cas plus général ou Z est
un pseudo G-espace homogene. Ceci sera utilisé dans la §7 pour traiter le cas d’'un G-espace
homogene Z a stabilisateur géométrique connexe.

6.1 L’approximation forte raffinée pour ’espace affine

Pour un ouvert U d’un espace affine A" satisfaisant codim(A™\U, A™) > 2, 'approximation forte
hors d’une place vy a été établie par Fei Xu et auteur dans [CX13, Prop. 3.6], et raffinée
lorsque la place vy est archimédienne dans [CX15, Prop. 4.6 et Cor. 4.7 ], ou I'on montre que
U(k) NT(kyy)™ C A"(ky,) est dense dans U(A}°) pour une variété torique (T < A™) comme
(6.1) ci-dessous. On généralise maintenant ce résultat au cas ou vy est une place quelconque.

THEOREME 6.2. Soient K une k-algébre finie séparable de degré n et
(T'— A") := (Resg/x Gm — Resgyy, A (6.1)

la variété torique correspondante. Soit U C A™ un ouvert tel que codim(A™\U, A™) > 2. Soient
vo une place et Dy, C T(k,,) un sous-groupe ouvert d’indice fini. Alors, pour tout ouvert W C
U(A") non vide et tout ouvert Wy C A™(k,,) non vide D,,-invariant, on a

U(k) N (Wo x W) # 8.
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Démonstration. Etape (0). Par approximation faible pour le tore quasi-trivial 7', il existe un
o € T(k)NWy. Ainsi on a D,, C a~!-Wj. En remplacant U par a~'U et W par a~1W, on peut
supposer que Wy = D,,. Si vg est complexe, on a D,, = T'(ky,) et I’énoncé découle de [CX13,
Prop. 3.6]. On suppose que vy n’est pas complexe.

Etape (1). Supposons que vy € ooy, et T = G™. Puisque D,, C T(ky,) est ouvert et donc
fermé, le sous-groupe D,,, contient la composante connexe de l'identité de T'(k,,). Ainsi I’énoncé
est équivalent a [CX15, Prop. 4.6].

Etape (2). Supposons que vg & cog, n =1 et T = G,,. On a U = Al. Par définition, Il existe
un sous-ensemble fini S C Qx\{vp} contenant ook, un élément a, € k, pour chaque v € S et
0 < e <1 tels que

H{xEkzv:|xfav]<e}x H O, CW.

veS vg SU{vo}

X

0o L existe un

On fixe une uniformisante m,, de k,,. Pour le sous-groupe d’indice fini D,, C k
entier N > 0 tel que

N i N
U(l + Wvoovo) ’ 7[-;0 - DUO'
€L

Par approximation forte sur Al, il existe a, 8 € k* tels que

1
aEkvOXH{xekv:]m‘—a@\<26}x H O,

veS vgSU{vo}
et
ﬁEkUOXH{xEkv:|x|<;e}x H O,.
veES vgSU{vo}
D’apres la formule du produit, | := —vy(8) > 0 et donc wfjo B € Oy . Alors il existe m € Z assez

grand tel que
(Bt )™ € (L+ 7 Oy) et vo(af™™) > N.

Ainsi
a+6mN _ W_mlN(ﬁﬂl )mN(l —|—O¢B_mN) e (1 +7T1];\50v0)71—y_0mlN c Dvo-

vo vo

Ceci implique que a + 8™ € D,, x W.

Etape (3). Supposons que vy ¢ oo, T' = G, et, sous cet isomorphisme, Dy, =[], D; avec
D; C k;;, un sous-groupe ouvert d’indice fini. On établit le résultat en utilisant la projection
A" — Al sur le premier facteur. L’argument donné pour vy réel dans [CX15, Prop. 4.6] vaut
pour tout vy en remplacant R par D;.

Etape (4). En général, d’aprés (1) et (3), il reste & montrer qu’il existe des sous-groupes
ouverts {D;};"_; de k; d’indice fini et un isomorphisme

Y Resg/y A' S A" tels que HDi C P(Dyy,).-
i=1

Si v est réel, ceci est établi dans la démonstration de [CX15, Cor. 4.7]. On peut alors supposer
que vy ¢ ooy et K = k(6) soit un corps.

Soit {w;}; les places de K au-dessus de vy et, pour tout j, soient 7; une uniformisante de
Ky, et O; 'anneau des entiers de K, Pour m,, une uniformisante de k,, et pour chaque j,
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soit e; 1= w;(my,) < n. Puisque Dy, est un sous-groupe ouvert de T'(ky,) = [[; Ky, il existe un

entier N € Z~q tel que
11 [Uu + wjvoj)wéN] C Dy, (6.2)
j Hlez

cN

Apres avoir remplacé 6 par 0 + 7, % avec ¢ > 0 suffisamment divisible, on peut supposer que

w](G) = —ech, ijjCN

€(1+7m0)) et (mym, “)° € (1+m)0)). (6.3)
Soit M := en?N. Alors, pour tout j et tous entiers m,m’ avec 0 < m <m’ <n—1, on a

Im’ — m||w;(0)| < nejeN < M et donc 0 < (w;(8™) — wj(Hm/)) < M.
Donc, pour tous a,a’ € k; satisfaisant M |vg(c) et Mlvg(a), on a

wi(a!) > wi(a) siwj(ad™) < w;(/6™),
wi(a) = w;i(a’) st wj(ad™) > w;(a/0™). (6.4)

wj(aﬁm)#wj(alﬁm/) et {

Donc

wi(a/0™) — wj(ozG”"l”) > M — (m' —m)(—w;(0)) siwj(ad™) < wj(a/em:),
wi(ad™) —w;i(a'6™) > (m' —m)(—w;(0)) si w;(ad™) > w;(a'0™).

L’élément 6 induit un isomorphisme 9 : Resgy, Al — A", qui est défini par

n—1
Res e AN(A) = 3 A0 B A"(A) = A" 3 a6 > (ap, ..., an1)

pour toute k-algebre A. Soit
D= J+m)Ou)miat C K,
leZ

un sous-groupe ouvert d’indice fini. D’apres (6.3), on a D C (J;c5(1+ ﬂjVOj)ﬂé-N. Pour tout j et
tout (zo,...,2n—1) € D", il existe un 0 < i; < n — 1 tel que

wj(xijeia‘) = min 1{w] (2:6")} = w; <Z $291>

o<i<n—
ol la deuxieme égalité découle par (6.4). Pour ¢ # i;, d’apres (6.5), on a

X . , —ii)e;icN > N sit > 14
(2:0°) — w;(z;.0%) > (Z ’L])€]C = 7
wj(@i0") — w;(wi,6") {M — (i —i)ejeN > N sii <ij.

Alors .
n—
¢_1(£120, R ,xn_l) = Z 1'191 S .Z‘Z'].eij (1 + W;VO]') C U(l + F;VOj)ﬂ'éN
i=0 leZ
D’apres (6.2), on a D™ C (D). O

On rappelle la définition des variétés toriques standards [CX13, Déf. 2.12].
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DEFINITION 6.3. Soit K une k-algebre finie séparable. La variété torique standard par rapport
a K/k est la sous-variété torique (Resg , Gm <> Z) de (Resg , Gm <> Resgy, A') avec

7 = RGSK/k Al\[(ResK/k AI\RGSK/]C Gm)sing]'

COROLLAIRE 6.4. Soit (T' — Z) une variété torique standard. Soient vy une place de k et D,,, C
T(ky,) un sous-groupe ouvert d’indice fini. Pour tout fermé F C Z de codimension > 2 et tout

ouvert non vide W C (Z\F)(Ay), si (Dy, - W) N (Z\F)(Ag) =W, alors on a T'(k) "W # (.

Démonstration. Puisque codim(Resg ANZ, Resg Al) > 2, une application du théoreme 6.2
donne le résultat. O

6.2 Fibration sur une variété torique standard
On a besoin d'une généralisation du théoreme de Tchebotarev ‘géométrique’ (Ekedahl [Eke90,
Lem. 1.2]) :

LEMME 6.5. Soient X, Y, Z des schémas intégres de type fini sur O, et Y L X, X i) Z deux
Op-morphismes. Supposons que f et f op sont lisses a fibres géométriquement intégres et p est
fini étale galoisenne de groupe de Galois I'. Soit C' une classe de conjugaison de T" et ¢ := |C|/|T'|.
Pour chaque place v € Qy, et chaque z € Z(k(v)), soit No(z) le nombre de x € X, (k(v)) tel que
le Frobenius Fr, de x soit dans C. Alors

Nc(z)
| X (k(v))]

ot la constante dans O(—) ne dépend ni de v ni de z.

—c=O(lk(v)| 7%

Démonstration. Le résultat découle de la démonstration standard de [Eke90, Lem. 1.2] avec la
formule des traces de Lefschetz

Yo o x(En) = Y (SRR, HI(X V),

zeX (k(v)) 0<i<2dim(X>)

ou Vj est défini dans la démonstration de [Eke90, Lem. 1.2]. Puisque R'fiV, est constructible
et H(Xz, Vi) = (R fiVy)z, les dimensions des HE(Xz, V5,) sont bornées uniformément. De plus,
la valeur absolue de la valeur propre de Fr* en H(X;,V,) est inférieure ou égale & |k(v)|”/2. Le
reste de la démonstration est la méme que celle de [Eke90, Lem. 1.2]. a

LEMME 6.6. Soient Z un ouvert de A" satisfaisant codim(A™\Z, A™) > 2 et V un ouvert de Z.
Soient {C;}icr les composantes connexes de Z\V et k; la fermeture intégrale de k dans k(Cj).
Alors la suite exacte (3.3) induit un isomorphisme

0 : Bro(V)> P H' (k:,Q/2Z). (6.6)

Démonstration. On peut supposer que Z\V est lisse. Puisque codim(A™\Z,A") > 2, on a
Br(Z) = Br(k) et H(Z;,Q/Z(1)) = 0 pour i = 1,2. Puisque V (k) # @, le morphisme

H3(Z,Q/7(1)) — H3(V,Q/Z(1)) & H*(Z;,Q/Z(1))
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est donc injectif (suite spectrale de Hochschild—-Serre). La suite exacte (3.3) induit un diagramme
commutatif de suites exactes :

Br(2) Br(V) —— &, H'(Ci,Q/Z) —— H*(2,Q/Z(1)) — H*(V,Q/Z(1)

| | | |

Br(Zg) = 0——Br(Vz) —= @, H'(C; 3, Q/Z) — H*(Z;, Q/Z(1))

d’ou le résultat. O

THEOREME 6.7. Soient (T <> Z) une variété torique standard, G un groupe linéaire connexe
et G5 T un homomorphisme surjectif de noyau connexe. Soient X une G-variété lisse,

géométriquement intégre et X i) Z un G-morphisme lisse surjectif a fibres géométriquement
intégres. Notons U := X xz T. Soit B C Brg(U) (cf. (3.1)) un sous-groupe fini. Soient vy € Q
une place et G(ky,)? C G(ky,) un sous-groupe d’indice fini. Alors, pour tout fermé F C X de
codimension > 2 et tout ouvert W de (X \F)(Ay) satisfaisant WBrONBHIIG Bre(T)) £ g5 i] existe
t € T(k) de fibre F; C X, tel que

codim(Fy, X¢) =2 et (X \F)(AR)Z N (Gky)? - W) # 0.

Démonstration. Puisque f est lisse, il existe un fermé F) C Z tel que f(X\F) = Z\F}.

Soient {C;}icr les composantes connexes de Z\T et D; := X Xz C; les composantes connexes
de X\U. Par hypothese, les variétés C; et D; sont lisses integres. D’apres (3.3), on a une suite
exacte :

0 — Br(X) N (B + flj Bre(T)) — (B + fljs Bre(T))> D H' (D;.Q/2).

Par le lemme 3.5, pour tout i, il existe un revétement fini étale galoisien abélien D;gDi tel que
D! soit une G-variété integre, ; soit un G-morphisme et d(b) € H'(D!/D;, Q/Z).

Soient k; la fermeture intégrale de k dans k(C;) et k! la fermeture intégrale de k dans
k(D;). Par hypothese, la fermeture intégrale k dans k(D;) est k;. D’apres [CX15, Prop. 2.2], le
morphisme D! — C; xy, ki est lisse & fibres géométriquement integres.

Soit By := Br(X) N (B + f|{; Bre(T)). D’apres le lemme 3.3, (f|;; Bre(T)) N Br(X) =0 et
donc Bx est fini. D’apres la proposition 3.2(2) et (3), on a Bx C Brg(X). D’apres le lemme 6.6
pour T et la suite exacte (3.3), on a le diagramme suivant commutatif de suites exactes.

B— @ HY(D/D:,Q/Z)

| |

0— By — (B + f|}; Bre(T)) — 2~ @, H'(D;,Q/Z)

T

0 —— Br(T") = Br,(T)

=3

@, H' (k;,Q/Z)
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Alors Im(8y) C @, H'((D] Xk k)/D;,Q/Z). Ceci induit le diagramme suivant commutatif
de suites exactes.

B 0 @, H'(D}/(D; %, k}),Q/Z)

i~

0—— (Bx + [l Bre(T)) — (B + fIf; Bre(T)) == @, H' (D} xx k)/(Di x1, k), Q/Z)
(6.7)

Soit Brg(X) A Br.(G) 'homomorphisme de Sansuc (cf. Définition 3.8). Apres avoir rétréci
le sous-groupe d’indice fini G(k,,)°, on peut supposer que tout élément de A(By) s’annule sur
G (ky,)°. Par la proposition 3.9, pour tout x € X (Ay), on a que tout élément de By est constant
sur G(ky, )" - .

Soient [ := dim(Z), T'; := Gal(D./k!D;) et Wy := (G(ky,)? - W) N (X\F)(Ay).

Puisque T est quasi-trivial, il existe des extensions de corps L;/k telles que T =
Resnj L;/k Gy, En fait, Hj L;j =[], ki, mais on ne l'utilise pas. Soit Q2 I’ensemble des places
v € ) totalement décomposées dans la fermeture galoisienne de k./k pour tout ¢ et de L;/k
pour tout j. Alors €y est infini et pour tout v € Q, on a T}, = Gﬁmkv. Par la définition 6.3, on a

Iy, = Specky[tl,...,tl]\ U V(tn,tm) et Tp, = Specky[tl,tl_l,...,tl,tl_l].

n#m

Soit S un sous-ensemble fini de 2 tel que vg U ocop C S. On agrandit S de fagon a avoir les
propriétés suivantes :

(a) Le k-morphisme f s’étend en un Og-morphisme lisse a fibres géométriquement integres
X — Z de Og-schémas lisses, tel que pour tout point fermé z € Z\Fy, la fibre f~!(z) possede
un k(z)-point x ¢ F, ou F est I'adhérence de F' dans X et F; est 'adhérence de F; dans Z. Ceci
est possible par les estimées de Lang-Weil [Sko90, Thm. 1, étape 3|. Par le lemme de Hensel,
pour tout v ¢ S, Papplication (X\F)(O,) — (Z2\F1)(Oy,) est donc surjective.

(b) Les extensions k;/k et ki/k; induisent des revétements finis étales Oy, s/Os et
Ok 5/ Ok, s-

(c) Le sous-schéma C; := C; C Z est lisse a fibres géométriquement intégres sur Oy,,s. Soient
D, =Cixz X, T := Z\UZCZ et U =T xz X.

(d) Les éléments de Bx appartiennent & Br(X') et les éléments de B appartiennent a Br(lf).

(e) Le revétement Dl’- NN D; s’étend en un Og-revétement fini étale galoisien abélien DZ/- — D;
tel que D; soit un schéma sur Oy g, les résidus des éléments de B soient dans I YD!/D;,Q/Z)
et D, — C; X0y, s Ok;, g soit lisse a fibres géométriquement integres.

(f) 1l existe un ouvert Wy C W1 C (X\F)(Ag) tel que

WX =Wy #£0, W= (Glky)" - Wa) N (X\F)(Ag) et Wa =Wy, x Wy, x [[(A\F)(O0)
v¢S

avec Wy, C [les foo} (X \F)(ky) un ouvert et Wy, C (X\F)(ky,) un ouvert.
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(g) Pour tout v € Qp\ (20 N'S), on note C; , := C; X0y, s Oy, Diy =D X0y, s O, et DLU =
D] X0,/ ¢ Ov. On a un diagramme commutatif de schémas integres :

Dg,v Diy Ciw Oy

) )

i . l - : l (6.8)

D, ——D; X0y, s Okg,s —C; XOy;.s @k;,s — Spec Okg,s

De plus, on a I'; = Gal(D;/(D; xo, ¢ Ok .s)) = Gal(Dg,v/Di,v)-

(h) Pour tout v € Qp\(QoNS), tout o € I'; et tout ¢ € Civ(k(v)) avec ¢ ¢ Fi, la fibre (D; ),
posséde un k(v)-point d avec d ¢ F dont le Frobenius est 0. Ceci est possible en appliquant le
lemme 6.5 & (6.8).

(i) Pour tout v € Qo\ (29 N S), on note (—)o, = (=) X, s Op et on a

v

Zo, = Spec O, [t1, ..., t \U V(tn,tm), To, = SpecOult1, t7 ... ]

n#m

et il existe une partition {1,...,1} =[], I; telle que C; 0, = U,cr. V(tn) C Z et que V(t,) = C; .
Pour chaque 4, on choisit une place v; € Qp\(QNS) et un n; € I; tels que pour i # j, on ait
v; # Vj. Soient Ci,nz‘ = V(tnl) C C@@Ui, ,Di,ni = Ci,ni Xz X et

E; :={(t1,...,t;) € Oéi iy, € myz\mgz et t, € (912 pour n # n;}

un ouvert de Z(O,,). Alors Cin;, = Ciw;s Dim;, = Din, €t D Xp Djp, = Ll[k;’ K] D . Donc le
Frobenius en un point de D; ,, (k(v;)) pour le revétement D;/D; est dans I';.

Pour tout b € B et tout P; € X(O,,) avec f(P;) € E;, on a P, := P;(k(v;)) € Djpn,(k(v;)). On
a la formule [Har94, Cor. 2.4.3 et pp. 244-245] (voir [CH16, Formule (3.6)])

b(P) = Bi(b)(Frp,) € Q/Z, (6.9)

ol Frp € I'; C Gal(D]/D;) est le Frobenius en P; pour le revétement D;/D; et

(’92- . BI‘(U) 2) HI(D;/DHQ/Z) - Hl( 11}2/DZ vzaQ/Z) HOm(F“@/Z)

Par la fonctorialité du résidu, I'application 9 de (6.7) satisfait 9 = €D, 0;.

Notons T'(ky,)? := ©(G(ky,y)°). Puisque H(k,,, Ker(¢)) est fini [PR94, Thm. 6.14], le sous-
groupe T(ky,)? C T'(ky,) est d’indice fini. D’aprés [Con12, Thm. 4.5], f(W3) est un ouvert de
(Z\F1)(Ag). Pour tout z € (Z\F1)(ky,), ouvert (X,\F%)(ky,) est dense dans X (k,,). Donc

(T(ku)° - f(We)) N (Z\F1) (k) = f(Weo) et (T(keo)® - f(W2)) N (Z\F1)(Ag) = f(Wa).

Par le corollaire 6.4, il existe t € T'(k) N f(Wa) tel que t|,; € E; pour tout i et que codim(F,
X)) = 2. Alors il existe (P,) € Wa tel que f(P,) =t.

Soit t; € Z(k(v;)) la spécialisation de ¢, alors t; € Cj p, (k(vi)) et t; ¢ F1. D’apres (6.7), on a
un diagramme avec suite exacte :

D;((Din; )t \Fr,) (k(vi)) (Xe\F1)(Ag) N W

e

@, i O~ (B + flj; Bre(T))P —% (Bx + f|f; Bre(T))”
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ol ay est I'accouplement de Brauer-Manin, (—)P := Hom(—,Q/Z) (cf. (1.2)) et, pour u €
f7(¢;), Pélément Fr(u) est son Frobenius. Donc Fr est surjectif par (h). Puisque Reso ay = 0,
il existe {o0;}; € @, tel que 0°({0:}) = ay({P,}). Alors il existe u; € ((Din,)t; \Fr:)(k(v;))
tel que Fr(u;) = Fr(P,,) — 0;. Par le lemme de Hensel, il existe un point Q,, € (X:\F:)(Oy,)
relevant u;. Soit Q, := P, pour tout v distinct de 1'un des v;. Par (6.9), {Q,} € (X:\Fi)(A)5.
Donc {Q,} € (X \F})(Ax)E N (G(kyy)? - W), d’ott le résultat. O

6.3 Fibration sur un tore

LEMME 6.8. Soient X et Z deux variétés lisses géométriquement integres, et X i) Z un
morphisme lisse surjectif a fibres géométriquement intégres. Soit U C X un ouvert tel que f|y
soit surjectif. Soient W C X (Ay) un ouvert et x € W. Alors il existe u € W N U(Ay) tel que

fu) = ().

Démonstration. Pour chaque z € Z, la fibre X, est lisse integre et 'ouvert U, C X, est donc
dense. Soit {z,}, = f(x). Pour chaque v, 'ouvert U, (k,) est dense en X, (k). Puisque f|y est
surjectif, le morphisme f| est lisse a fibres géométriquement integres. Apres avoir fixé un modele
entier Y — Z de f|y, on a que, pour presque toute place v, le morphisme U(O,) — Z(O,) est
surjectif (la démonstration de [Conl12, Thm. 4.5]). Le résultat en découle. O

Le théoreme suivant, d’énoncé un peu technique, joue un role clé dans la démonstration du
théoreme 6.11.

THEOREME 6.9. Soient T, Ty deux tores avec Ty quasi-trivial, G un groupe linéaire connexe,
G5 TyxT un homomorphisme surjectif de noyau connexe et Go C G un sous-groupe fermé

connexe. Soient X une G-variété lisse géométriquement integre, U C X un G-ouvert et U ER
To x T un G-morphisme. Soit B C Brg(U) (cf. (3.1)) un sous-groupe fini. Supposons que :

i — -, div
(1) la composition T o, T x T* EiR kU Jk =5 Divx\v; (Xf) est un isomorphisme ;

(2) pour I'action de Go sur X, le morphisme k[X|* /k* — k[Go]*/k* défini par Sansuc [San81,
(6.4.1)] est injectif.

Alors, pour tout vy € Q, tout sous-groupe ouvert d’indice fini G(ky,)? C G(ky,) et tout
ouvert W C X(Ay,) satisfaisant WBX)NBH"Bri(ToxT)) £ g5 j] existe t € (Ty x T)(k) de fibre
Uy, tel que

(G(kuy)" - Go(koo)™ - W) NUL(AR)P # 0.
Démonstration. Par la proposition 2.3, apres avoir remplacé f par $ o f et ¢ par 5 o (p avec <$
un automorphisme de Ty x 7', on peut supposer que :
(i) il existe une variété torique (Tp — Al) satisfaisant (2.1) ;
(ii) le morphisme f s’étend en un G-morphisme X I ZonZ=AlxT DTy x T ;
f*
(iii) on a fx(U) C Ty x T et un isomorphisme Div .\ (7 x7); (ZF) LN Divx\v; (Xg)-

Soit Zo := AN[(AN\Tp)sing]. Alors (Ty = Zp) est une variété torique standard et

Zl = ZO x T = Z\[(Z\TO X T)sing]-
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D’aprés la proposition 2.2, il existe un G-ouvert X; C X tel que f(X1) C Z1, X1 N fx'(T) =U,

Ixlx;

codim(X\ X1, X) > 2, Br(X) = Br(X;) et que le morphisme X; —— Z; soit lisse surjectif a
fibres géométriquement integres.

Notons ¢ : X I AU T 5 7. Pour chaque t € T(k), notons X1 := ¢~ 1(t) N X1, U; :=

UnNnXig, Xig LN Xiet Xq; ﬁ) Zp. On a le diagramme suivant.

X, X X G

T N T

Zoxt—-s 21 2 Zgx T——=A' xT |¢ TyxT

| A VA

tC T — T T

On a les propriétés ci-dessous :

(a) le morphisme f; satisfait les hypotheses géométriques du théoréme 6.7 par rapport a
Ker(G LEMA T)—> Tp ;

(b) I'homomorphisme Gy 2225 T est surjectif et donc (pa 0 ©)(Go(koo) ™) = T(koo) ™

(c) soient By := B + f*Bri(To x T) et By C (Br(X) N B;) un sous-groupe fini tels que
le morphisme By — (Br(X)nN B;)/(Br(X)N f*Bri(To x T')) soit surjectif, alors ifB N
BI‘(XLt) C Z?BQ

L’énoncé (a) est clair.

Pour (b), d’apres [CX15, Prop. 2.2], ¢ est lisse surjectif a fibres géométriquement integres.
Donc k[T]* /k* RN E[X]*/k* est injectif. Notons k[X]*/k> O, k[Go* /k* et k[T)* /K> b,
k[Go]* /k* les morphismes définis par Sansuc [San81, (6.4.1)]. Ainsi O = Ox o ¢* est injectif.
Par 'argument de Sansuc [San81, p. 39|, 07 = ((p2 0 ¢)|G,)*. Alors Gy P22 T est surjectif.

Pour (c), d’apres le lemme 3.3, on a

BI‘(Xl) N f* BI‘1(T() X T) = f;( BI‘1(Z1) = (Z)* Brl(T) et BN BI‘(Xl) = By + (Z>* Bl‘l(T).
Par le corollaire 3.14, on a
I:;BQ = Z;(Bz + qf)* Bl“l(T)) = ’LI(Bl N BI“(Xl)) = Z:Bl N BI‘(XLt) D ZZB N BI‘(Xl’t).

Ceci donne (c).

On considere l'ouvert W de I’énoncé. Apres avoir rétréci W, on peut supposer que tout
élément de By s’annule sur W.

On note Wi := W N X1 (Ay). Soit z € W Bi(T) En appliquant le lemme 6.8 au triple

(X1 X, X 2 T,W), on voit qu’il existe z1 € Wy, tel que ¢(z1) = ¢(z). Donc Wf)* Bri(T) # 0
et p(W1)BrT) £ g,

Soit W := Go(koo)t - Wi. D’apres (b), on a ¢p(Wa) = T'(koo)™ - ¢(W1). Puisque T satisfait
lapproximation forte par rapport & Bri(T") hors de ooy (Harari [Har08, Thm. 2]), il existe ¢ €
T(k)N¢(Wa). Donc X ¢(Ay) N Wy # @. Puisque I'accouplement de Brauer-Manin est constant
sur Go(koo) ¥, d’apres (c), (X1(Ay) N Wa)i BOBr(Xue) £ ¢

Soit W3 := G(ky,)? - Wa D Wa. D’aprés le théoreme 6.7, il existe u € W3 N Us(A)%P tel que
fe(u) € To(k). U
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COROLLAIRE 6.10. Avec les hypothéses et notations du théoréme 6.9, soit F' C X un sous-schéma
fermé Go-invariant de codimension > 2. Alors, pour tout vo € . et tout W C (X\F)(Ag)
satisfaisant WEBH(XNBHBra(ToxT)) £ ¢ ] existe un t € (Ty x T)(k) tel que

codim(FNU, Uy) 22 et (G(kyy)? - Golkoo)™ - W) N(UNF NTL)) (AR)E # 0.
Démonstration. Avec les constructions et notations de la démonstration du théoréeme 6.9, soit
V~V1 = W N (Xl\F)(Ak), WQ = Go(/{?oo)+ . Wl et Wg = (G(k‘vo)o . WQ) N (Xl\F)(Ak)

Le résultat découle du méme argument que dans la démonstration du théoreme 6.9, en remplagant
Wi, Wa, Wy par Wi, Wo, Wi. 0

6.4 Fibration sur un pseudo espace homogéne

Soit G un groupe linéaire connexe. Rappelons la notion de pseudo G-espace homogene (cf.
Définition 3.15). Soit Z un pseudo G-espace homogene, on peut définir son quotient torique
maximal Z > Z%" et le stabilisateur de G sur Z'" (cf. Définition 3.23).

THEOREME 6.11. Soient G un groupe linéaire connexe, Z un pseudo G-espace homogéne, Z ~>
Z%r le quotient torique maximal et Gy le stabilisateur de G sur Z'°'. Soit X une G-variété

lisse géométriquement intégre telle que k[X]*/k* = 0. Soient U C X un G-ouvert et U 1z
un G-morphisme. Soient A C Br(X), B C Brg(U) (cf. (3.1)) deux sous-groupes finis. Pour tout
ouvert W C X (Ay,) satisfaisant WBrCONA+B+H"Bra(2)) L g5 on a

(1) pour toute place vy € €, et tout sous-groupe ouvert d’indice fini G(ky,)? C G (ky,), il existe
un t € Z%*"(k) de fibre Uy LY Zy, tel que

(G(kyy)® - W) N Uy(Ay,) A+ B Brag(Z) £ g,

(2) s’il existe un sous-ensemble fini non vide S C €y tel que, pour tout sous-groupe ouvert
d’indice fini Go(ks)? C Go(ks) et tout t € Z*°*(k) de fibre Z;, I'adhérence Go(ks)? - Z;(k)
contient Z;(A)B"¢0 (%Y alors, pour tout sous-groupe ouvert d’indice fini G(ks)° C G(ks),
il existe un z € Z(k) de fibre U, tel que (G(kg)? - W) NU,(A)A+E £ 9.

Démonstration. On considere (1).

Soient Ty un tore tel que Ty = Divy,\v, (Xz) et Yo — X le Tp-torseur induit par
I’homomorphisme ¥ de la suite exacte (2.2).

D’apres la proposition 5.7, il existe un tore quasi-trivial T} et un Tj-torseur 2 PL20 7 tels
que Pic(Z; ;) = 0 et H3(k,k[Z1)¢/k*) = 0. Par le théoréme 2.7, il existe un groupe linéaire
connexe H muni d’un homomorphisme surjectif H — G de noyau central T} tel que Z; soit une
H-variété et que py z soit un H-morphisme. De plus, Z;(k) # @ et, d’apres la proposition 3.17,
Z1 est un pseudo H-espace homogene.

Soient Ty := Ty x T1 et Vi := U Xz Z;1 un Ti-torseur sur U. Puisque 17 est quasi-trivial,
d’apreés [CS87b, Rem. 1.6.3], 'homomorphisme H'(X,Ty) — HY(U,T}) est surjectif. Ainsi il
existe un Tij-torseur Y7 — X tel que [Y1]y = [V1]. L’isomorphisme canonique

0: H'(X,Tp) ® HY (X, Th) — HY (X, Ty)

donne un T)-torseur Y — X tel que [Y] = 0([Yo], [Y1]). Maintenant on obtient des T}-torseurs
Z1 — Z, Vi = U et des To-torseurs Y — X, V — U tels que f*[Z1] = [Vi], [Y]|ly = [V] et
[V] = [To x V.
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Par le théoreme 2.7, le corollaire 2.8 et le corollaire 2.9, il existe un homomorphisme surjectif

Tox H i G de noyau central T et un diagramme commutatif de Ty x H-variétés et de Ty x H-
morphismes :
fv

//\
Y <——2V=—=T ><V1—>T()><Zl.d*>T0><ZJ{Or

e N - T o1

X p—=-y— 1t 7 7 g

ol T est une trivialisation, Z; —> Z5°" est le quotient torique maximal, fy := (id X 7)o fi o7
est la composition et pz := p1 7z o pa.

Montrons :
(a) on peut supposer que la composition
T 2 BT x VAP /R D> BV /B 5 Divy. v, ()
est un isomorphisme ;

b) le stabilisateur Hy de H sur Z°" est connexe et donc les morphismes fi/, 7, w1 et mo f sont
1
lisses a fibres géométriquement integres [CX15, Prop. 2.2] ;

(c) on a

X (Ay)BrOONBHBre(2) = (v (A,)BrINP*B+(f10m)" Brrgsa (Tox 21y, (6.11)

(d) il existe un sous groupe fini By C Bryy g (V) tel que
Bi+ fi Bri(To x Zi%) = (f1 o 7)* Broyxu(To x Z1) C Br(V);
(e) pour tout (to,t1) € (To x Zj°")(k), la restriction Bry,xm(To X Z1) — Brp,(Z14,) est
surjective, ot Vg 4, M tox Z14, — (to,t1) est la fibre de V/ Jrem, Tox Zy — Ty x Zt°*.

L’énoncé (a) résulte de la proposition 2.5. La proposition 3.22 et le lemme 3.21 donnent(b).
Pour (c), puisque Pic(T2) = 0 (car T est quasi-trivial), par le corollaire 3.11 et la suite exacte
de Sansuc [San81, Prop. 6.10], on a deux diagrammes commutatifs de suites exactes

p}‘BrG

0 —= Bra(2) 22 Bryy i (To % Z1) — Bra(Ts) et 0—> Br(Z) —2= Br(Ty x Z)

lf*BrG i(floﬂ*lmw l: if* lmoﬂ*
0 — Brg(U) Plerg Brr,x (V) Br,(T3) 0— = Br(U) — "~ Br(V)

et (p*) ! Brpyxu(V) = Brg(U). Donc (p*)~1((f1 o 7)*Broyxu(To X Z1)) = f*Brg(Z). Une
application du corollaire 5.3 au torseur Y 2 X sous le tore quasi-trivial 75 et aux sous-groupes :

(B+ f*Brg(Z2)) ¢ Br(U) et (fio7) Brryxu(To x Z1) C Brryxu (V) C Brp, (V)

donne (c).

Pour (d), par la construction, on a k[Z{"]* = k[Z1]*, Pic(Z, ;) = 0 et Zi(k) # 0. Par la
suite spectrale de Hochschild-Serre et [San81, Lem. 6.6], on a Bry(Ty x Zi") = Bry(Ty x Z1).
L’énoncé (d) découle de la proposition 3.18.
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Pour (e), puisque H(k, Z;°"*) = 0, d’apres le lemme 5.5, le morphisme Bry(H) — Bry(Ho)
est surjectif. La proposition 3.13 donne (e).

On considere 'ouvert W de 1’énoncé. Apres avoir rétréci W, on peut supposer que tout
élément de A s’annule sur W. D’apres (c) et (d), on a (p_l(W))Br(Y) (" B+ Bitfyy Bra(Tox Z1)) oL gy,

Par la suite exacte de Sansuc [San81, Prop. 6.10] et I'hypothese k[X]* /k* = 0, le morphisme
canonique k[Y]*/k* — k[To]*/k* est injectif. Puisque p*B + By C Brr,xu (V) est fini, une
application du théoreme 6.9 au quintuple

(To x H— To x 2, To C To x H,V C Y,V 2% Ty x 21 p*B + B)) (6.12)
montre qu’il existe
€ [(To % H) (kug)° - To (ko) T -p~ (W] NV (AR BB tel que (to, £1) := fir(v) € (Tp x Z1) (k),

ot (Ty x H)(kyy)? := (G (ky,)?). ) )

D’apres (d) et (e) on a v € Vi 1) (Ak)” BHfilGeg.0) Brito (1) pone ¢ .= 7 gror ((to,t1)) €
Z' (k) et u = p(v) € (G(ky)? - W) N U (Ag)PH " Breo(Z) | Ce qui donne (1).

On considere (2).

Fixons vg € S. On a le plongement canonique de groupes G'(ky,) C G(kg). Puisque G (ks)® C
G(kg) est ouvert d’indice fini, les sous-groupes

G(ky)? := G(ks)° N G(kyy) C G(kyy) et Go(ks)? := G(ks)’ N Go(ks) C Go(ks)

sont ouverts d’indice fini. Pour tout t € Z*"(k), Uensemble W; := (G(ky,)? - W) N Up(Ay)A+5

est ouvert dans Uy(Ag). D’apres (1), il existe t € Z%"(k) tel que Wf Brag(71) # () et donc
fr(Wy)Breo(Z) £ ¢ Drapres [Conl2, Thm. 4.5], f,(W;) C Z;(Ay) est ouvert. Par hypothese, il
existe z € Zy(k) N fi(Go(ks)? - Wy) et ceci établit (2). O

Remarque 6.12. On peut établir le théoreme 4.6 par la méthode de la démonstration du
théoreme 6.11. Mais I’argument donné au §4 est plus simple.

COROLLAIRE 6.13. Avec les hypothéses et notations du théoréme 6.11, soit F' C X un sous-
schéma fermé de codimension > 2. Alors, pour tout vy € ), tout sous-groupe ouvert d’indice
fini G(ky,)? C G(ky,) et tout ouvert W C (X\F)(Ay) satisfaisant WEH(X)NA+B+"Bra(2)) - g
il existe un t € Z**(k) tel que

codim(FNULU) 22 et (Gllg) - TW) N (UA(F N TL))(Ag) PHAT Braa(Z) 2 g,

Démonstration. Avec les constructions et notations de la démonstration du théoreme 6.11,
d’apres (6.11), on a

(X\F)(A)BrOONBHBra(Z)) — p((Y\p~LF)(A,)BrOINE@ BEBS Bra(ToxZi))

Une application du corollaire 6.10 au quintuple (6.12) donne le résultat. a
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7. Le résultat principal

Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention explicite du contraire, une
variété est une k-variété. Dans cette section, on établit le résultat principal : le théoréme 7.6 (ou
le théoreme 7.5 sur la version de la fibration).

Rappelons la notion de sous-groupe de Brauer invariant (cf. Définition 3.1).

Soit G un groupe linéaire connexe. Soit S C {2 un sous-ensemble fini. On considere tout
sous-groupe ouvert d’indice fini G(kg)? de G(kg). Alors G(kg)? est fermé dans G(kg) et on a
directement :

LEMME 7.1. Si S = ooy, alors G(keo)™ C G(keo) est un sous-groupe ouvert d’indice fini et tout
tel sous-groupe G (kg)? contient G (koo) ™.

LEMME 7.2. Soit G un groupe linéaire connexe et simplement connexe. Soit v € ), une place.
Supposons que G est unipotent ou que G est semi-simple et absolument simple avec G(k,) non
compact. Alors G(k,) ne posséde pas de sous-groupe ouvert d’indice fini non-trivial.

Démonstration. Si G = G, ceci vaut car G(k,) = k, est uniquement divisible. Dans le cas ou
G est unipotent, ceci vaut car il existe une filtration de G de facteurs G, [Bor91, Cor. 15.5(ii)].
Ceci vaut aussi pour tout tel G défini sur k.

Dans le cas ol G est semi-simple, simplement connexe et absolument simple avec G(k,) non
compact, si v € ooy, ceci vaut par E. Cartan (cf. [PR94, Prop. 7.6]). Si v ¢ ooy, ceci vaut car
G(ky) est engendré par les k,-points des sous-groupes unipotents de G sur k, (la conjecture de
Kneser—Tits établie par Platonov, cf. [PR94, Thm. 7.6]). O

PROPOSITION 7.3. Soit G un groupe linéaire connexe et simplement connexe. Soit S C ) un
sous-ensemble fini non vide tel que G'(kg) soit non compact pour chaque facteur simple G' du
groupe G*. Alors, pour tout sous-groupe ouvert d’indice fini G(ks)? C G(ks) et tout G-torseur
P sur k, I'ensemble G(kg)? - P(k) est dense dans P(Ay,).

Démonstration. On peut supposer que P(Ay) # (. Puisque Br,(G) = 0, par le principe de Hasse
pour un G-torseur (Kneser, Harder et Chernousov, cf. [Sko01, Thm. 5.1.1(e)]), on a P(k) # .
Alors on peut supposer que G = P.

Si G est soit unipotent soit semi-simple, simplement connexe et absolument simple, par
hypothese il existe une place v € S tel que G(k,) soit non compact. D’apres le lemme 7.2,
G(ky)? == G(ks)? N G(ky) est exactement G(k,). Une application de I’approximation forte de G
(Kneser, Platonov, cf. [PR94, Thm. 7.12]) donne 1’énoncé.

Si G est semi-simple, simplement connexe et simple, il existe une extension fini K/k et un K-
groupe linéaire semi-simple, simplement connexe et absolument simple G’ tel que G = Resy Jk G'.
L’énoncé en découle.

Pour une suite exacte de tels groupes 1 — G1 — Go f) G3 — 1, si I’énoncé vaut pour GG et
G'3, montrons qu’il vaut pour Gs. Pour un tel Go(kg)?, les sous-groupes

G3(ks)? := ¢(Ga(ks)?) € Gz(ks) et Gi(ks)? := Ga(ks)" N Gi(ks) C Gy(ks)

sont ouverts d’indice fini. Ainsi, pour tout ouvert W C Ga(Ay), 'image ¢(W) C G3(Ay) est
ouvert [Con12, Thm. 4.5]. Donc il existe t € G3(k) tel que (Ga(kg)? - W) N ¢~L(t) # @. Puisque
¢~ 1(t) est un torseur de Gy, on a

(Ga(ks)® - W) N (Gi(ks) - ¢~ () (k) # 0,
d’ou le résultat.
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En général, le groupe G possede une filtration de facteurs soit unipotents soit semi-simples
simplement connexes et simples. Une application de la méthode de fibration ci-dessus donne
I’énoncé. O

PROPOSITION 7.4. Soient G un groupe linéaire connexe, et Z un G-espace homogéne a
stabilisateur géométrique connexe. Soit S C € un sous-ensemble fini non vide tel que G'(kg)
soit non compact pour chaque facteur simple G' du groupe G*¢. Supposons que S = oo ou que
k[Z])* = k*. Alors, pour tout sous-groupe ouvert d’indice fini G(kg)? C G(kg) et tout ouvert
W C Z(Ay) satisfaisant WB'a(2) L ¢ on a Z(k) N (G(ks)? - W) # 0.

Démonstration. Le cas ou S = oo, a été établi par Borovoi et Demarche [BD13, Thm. 1.4]. Ici,
on donne une démonstration unifiée des deux cas considérés.

Puisque 'obstruction de Brauer—-Manin au principe de Hasse est la seule pour un espace
homogene & stabilisateur géométrique connexe (Borovoi [Bor96], cf. [Sko01, Thm. 5.2.1(a)]), on
a Z(k) # . Un k-point de Z permet de définir un G-morphisme 7 : G — Z tel que Z =2 G/Gy
avec Gg C G un sous-groupe fermé connexe.

Par la résolution flasque [Col08, Prop. 5.4], il existe un groupe linéaire connexe H et un

homomorphisme surjectif H KA G tels que Ker(1)) soit un tore et H soit quasi-trivial, i.e. H%r
soit quasi-trivial et H® = H®. Alors Z est un H-espace homogene & stabilisateur géométrique
connexe, H% = G*¢ et, d’apres le corollaire 3.11 et la proposition 3.9, on a : Brg(Z) = Bry(Z2).
Le sous-groupe H (ks)? :=y~1(G(ks)?) C H(kg) est ouvert d’indice fini. Alors on peut remplacer
G par H et supposer que G est quasi-trivial.

Notons G 4 G** le quotient torique maximal. Alors ¢ est lisse & fibres géométriquement
integres et donc G(Ay) — G'™(Ay) est ouvert [Conl2, Thm. 4.5]. D’apres le corollaire 5.13, il
existe un ouvert Wy C G(Ayg) et un point z € Z(k) tels que w(W7) -z C W et WFMG) # 0.
Puisque G satisfait I’approximation forte par rapport a Bri(G'¥") hors de ooy (Harari [Har08,
Thm. 2]), il existe

t € G*(k) N (G (koo) ™ - 4(W1)).

Notons G la fibre de ¢ au-dessus de t et G="(kg)? := G(ks)? N G*=*(kg). Ainsi G; est un
GSSU-torseur. D’apres la proposition 7.3, 'ensemble G5%(kg)? - Gy (k) est dense dans Gy(Ay).

Dans le cas ot S = ooy, puisque 'homomorphisme G(kso)™ — G (ko)™ est surjectif, il
existe

a € Gy(Ar) N (G(koo)™ - W1) et donc g € Gy(k) N (G (kg)? - G(koo)™ - W1).

Par le lemme 7.1, on a G%%(kg)? - G(koo)™ C G(kg)® et donc g - z € Z(k) N (G(kg)® - W).

Dans le cas ol k[Z]* = k*, par la suite exacte de Sansuc [San81, Prop. 6.10], G{* — G*°*
est surjectif et donc Gy — G — G'" est surjectif. Ainsi Go(koo)™ — G (ko)™ est surjectif.
Alors il existe a € G¢(Ag) N (Go(koo)t - W1) et done

g € Gi(k) N (G="(kg)? - Golkoo) ™ - W1).
Ainsi g- 2z € Z(k) N (G(ks)? - W). O

THEOREME 7.5. Soient G un groupe linéaire connexe, Gy C G un sous-groupe fermé connexe
et Z := G/Gy. Soient X une G-variété lisse géométriquement intégre, U C X un G-ouvert

et UL 7 un G-morphisme. Soient A C Br(X) et B C Brg(U) (cf. (3.1)) deux sous-groupes
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finis. Soit S C j un sous-ensemble fini non vide tel que G'(kg) soit non compact pour chaque
facteur simple G’ du groupe G*¢. Supposons que S = oo ou que k[X]*/k* = 0. Alors, pour
tout sous-groupe ouvert d’indice fini G(ks)? C G(kg) et tout ouvert W C X (Ay) satisfaisant
WBHON(A+B+f"Bra(2)) £ ¢ j] existe un z € Z(k) de fibre U, tel que

(G(kg)? - W) NU.(AR) P £ 0.

Démonstration. Le cas ou S = oo découle du théoreme 4.6(2) et de la proposition 7.4.

Soit  : Z 5 Z'' le quotient torique maximal de Z et G; C G le stabilisateur de G sur
Z'r (cf. Définition 3.23). Pour tout t € Z*°"(k), notons Z; la fibre de 7 au-dessus de t. Alors Z;
est un Gi-espace homogene a stabilisateur géométrique connexe. Par la proposition 3.13, on a
k[Z:* = kX. D’apres la proposition 7.4, I'adhérence Go(ks)? - Z;(k) contient Z;(Ay)Br¢0(%2),

Le cas ot k[X]* = k> découle du théoreme 6.11(2) (avec les méme notations sauf remplacer
Gy par G1). O

THEOREME 7.6. Soient G un groupe linéaire connexe, Gy C G un sous-groupe fermé connexe
et Z := G/Gy. Soient X une G-variété lisse géométriquement intégre, U C X un G-ouvert et

UL 7 un G-morphisme. Soient A C Br(X) et B C Brg(U) (cf. (3.1)) deux sous-groupes finis.
Soit S C Qy un sous-ensemble fini non vide tel que G'(kg) soit non compact pour chaque facteur
simple G’ du groupe G*.
(1) Si S = ooy, et, pour tout z € Z(k) de fibre U,, 'ensemble U, (k) est dense dans U, (Ay)3+5,
alors X (k) est dense dans X(Ak)?r(x)m(AHBJrf* Bra(2)),
(2) Si k[X]* = k* et, pour tout z € Z(k), la fibre U, satisfait I'approximation forte

de Brauer—Manin par rapport & A+ B hors de S, alors X satisfait 'approximation forte de
Brauer-Manin par rapport a Br(X) N (A+ B+ f*Brg(Z)) hors de S.

Démonstration. Ceci suit immédiatement du théoréme 7.5. O

LecasouU 2 Z, f =id et A= B =0 donne le théoreme 1.4.
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