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I. Le probleme pose

J'ai longtemps hesite" a donner cette conference. J'ai craint de
deborder largement le cadre des themes proposes a Rattvik.
Cependant, je pense que la question que je voudrais exposer se
rattache plus ou moins a la question que nous avons discute"e
aujourd'hui et qui consiste a choisir pour un risque determine la
fonction de distribution adequate.

Ma premiere reflexion a ce sujet pourra paraitre surprenante: je
ne suis pas du tout convaincu que nous devons toujours et a tout
prix essayer de trouver une representation analytique du risque
etudie. Remarquons que Ton ait ou non une telle possibilite, elle
ne change rien au fait que Ton a traite dans le passe et que Ton
continue a pratiquer l'assurance des risques divers sans avoir une
representation mathematique plus au moins bien approchee de la
fonction de repartition du risque couru 1).

II y a, par ailleurs, de bonnes raisons de craindre que Ton arrive
jamais a une solution unique; en effet ce qui inte"resse la Compagnie
ce"dante c'est la partie de la fonction de repartition qui correspond
aux petits et moyens sinistres: par contre pour le reassureur c'est

*) Conference du Colloque 1961 a Rattvik.
*) Nous avons de par notre formation math^matique, une satisfaction

d'ordre intellectuel quand nous avons pu adjoindre une telle formule a un
probleme pratique. Mais ceci n'est qu'une deformation qui resulte d'une
attitude tres subjective, rien ne dit que nous avons raison lorsque nous vou-
lons, a priori, imposer, a nous memes et aux autres, une telle solution au pro-
bleme reel. Par contre, cela ne veut pas dire que nous ne devons pas etudier le
probleme du classement de nos lois, aussi il est particulierement int£ressant
comme l'a fait notre collegue M. Delaporte de situer les lois de distributions
des risques divers sur le diagramme de Karl Pearson. Mais il r6sulte 6galement
de nos discussions d'aujourd'hui, qu'il est bien plus delicat de choisir sur
ce diagramme ,,le point repr£sentatif" c'est a dire la loi de distribution parti-
•culiere qui ,,theoriquement convient actuellement".
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242 LE TEST DE LA MAJORITE CONFIRMEE

la partie relative aux grands sinistres qui importe. Comme des lors,
en pratique, c'est le reassureur qui imposera la distribution corres-
pondant a ses propres risques et qui sera definie a l'echelle inter-
nationale. Celle-ci sera tout naturellement differente de celle admise
par la Compagnie ce'dante pour une production plus locale. II y a la, en
fait, des exigences pratiques qui conduisent a des solutions multiples.

Par ailleurs, il n'est pas necessaire pour conclure des affaires, de
connaitre avec une tres grande precision la fonction de repartition
du risque; celle-ci pourrait etre obtenue, en pratique, par juxtaposi-
tion de differentes branches deduites de distributions de Pearson
de types differents par exemple (cela n'a pas d'importance au sens
du calcul des probabilites du moment que la fonction de distribution
soit croissante de 0 a 1). D'autre part, pour passer a un domaine
familier, ce qui nous donne la securite en assurance vie, c'est pas
tenement le fait que la table de mortalite est regie par la loi de
Makeham (la representation analytique de la fonction de distribu-
tion n'y fait rien), c'est avant tout parce que la mortalite qui
resulte de la fonction de distribution de Makeham est plus forte
que la mortalite resultant de la fonction de distribution reelle
qui elle reste inconnue. En d'autres termes, ce qui importe en
pratique c'est de faire un choix judicieux de faeon a ce que les
resultats enregistres soient en general favorables a l'organisme
assureur. Des lors se pose le probleme beaucoup plus large et beau-
coup plus important de comparer ,,les resultats obtenus, en utilisant
deux distributions differentes et a la suite de cette comparaison
de prendre la decision de choisir telle distribution plutot que telle
autre". Encore une telle decision nous semblera rationnelle si elle
est prise sur la base du critere que nous aurons admis souvent tres
subj ectivement''.

II. La methode de comparaison

Permettez-moi de sortir du cadre du sujet trait6 a Rattvik et faire
appel aux donnees plus generates du monde re"el.

Le probleme du choix d'une distribution appartient a la classe
generate de la „ comparaison des e"venements dont les resultats sont
ateatoires". Cela revient a introduire une me'thode — unop6rateur
au sens abstrait — qui ,,induit un ordre" au vu des resultats alea-
toires des epreuves.
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Prenons, comme premier exemple, deux joueurs d'echec Pierre
et Paul. Les re"sultats des parties successives sont, en general,
al^atoires sauf si l'un des joueurs est reellement de force supeneure.
Si Pierre gagne chaque partie contre Paul, nous n'hesitons pas a
decider que ,,Pierre est meilleur que Paul". Mais lorsque les joueurs
sont de force a peu pres egale (c'est le cas lors d'un championnat
mondial) les re"sultats deviennent de plus en plus aleatoires et la
decision est plus longue a tomber. Mais cet exemple nous fournit
deja tous les elements fondamentaux qui sont necessaires pour
mettre le probleme en route. Nous le schematisons ci-apres

Pierre

Paul

espace numerique de S

Fig. 1

Pierre mis en presence de Paul, joue une serie d'epreuves.
La suite d'epreuves constitue un jury progressif, chaque epreuve

nouvelle constitue un nouveau membre du jury, dont l'importance
doit avoir le meme ,,poids" qui celui des epreuves prec6dentes.
Au sens de la the"orie du jury, cela veut dire qu'au ,,stade atteint"
les m 6preuves, une permutation entre les membres du jury ne peut
affecter la decision finale — done la regie de decision doit etre
invariante par rapport aux permutations des epreuves. Toutes les
regies de decision ne satisfont pas a un tel critere. Mais dans la
vie courante, les jeux admettent de telles regies.
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244 L E TEST DE LA MAJORITE CONFIRMEE

Par exemple: l'operateur de decision qui consiste:
1) A donner a une epreuve la valeur + i si Pierre gagne

la valeur — i si Paul gagne
la valeur o si le jeu est nul.

2) de faire apres m epreuves la somme 5 des points acquis sur
1'ensemble des epreuves.

3) de decider que Pierre gagne, done que Pierre est meilleur que
Paul, des que S = + 2.

de decider que Paul gagne des que S = — 3.
de decider de continuer une nouvelle epreuve, si n'atteint pas ces

limites e'est a dire si — 2 < S < + 2 .
Cette regie de decision sequentielle est symetrique par rapport a

chacun des joueurs, done aucun ne peut justifier, a priori, d'un
avantage. De plus, si on execute une permutation quelconque entre
les epreuves, la somme finale S au moment de decider garde une
valeur invariante. La regie de decision possede la double propriete
d'etre:

a) symetrique par rapport aux joueurs — (si on permute Pierre
et Paul dans le schema le resultat de la regie ne change pas.

b) symetrique par rapport aux membres du jury, qui est con-
stitue par l'ensemble des epreuves subies par les deux joueurs.

D'apres la theorie du jury, ou des decisions collectives, cette
double propriete est essentielle. En conclusion, l'ordre a etablir
entre Pierre et Paul est induit par le jury des epreuves. La decision
tombe en introduisant un operateur etablissant une liaison entre le
domaine des epreuves et l'espace numerique. Cet operateur n'est
pas quelconque, il doit posseder les proprietes de symetrie 6noncees
ci-dessus.

Comme deuxieme exemple, nous nous proposons de comparer
deux agents Pierre et Paul d'une compagnie. A cet effet nous
disposons des resultats hebdomadaires de ces producteurs.

Si nous repre"sentons les resultats echelonnes dans le temps, nous
obtenons deux trajets stochastiques et e'est a partir de ces grafiques
que nous devons appliquer une regie de decision.

Nous pouvons tres facilement passer au schema de la fig. 1, il
suffit de considerer les resultats hebdomadaires comme des e'preuves
constituant un jury et nous pourrons appliquer la regie de l'exemple
precedent.
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i) Nous obtenons ainsi:

Epreuves £i £2 £3 £4 £5 £6 £7
Points acquis +1 +1 —1 —1 —1 +1 +1
Total progressif +1 +2 1 0 —1 o +1

et la regie de decision admise ne permet pas de departager Pierre et
Paul sur l'ensemble de ces sept epreuves considerees. Pierre n'est
ni meilleur ni pire que Paul et nous convjendrons de les classer ex
aequo. Cela revient a constater qu'ils sont equivalents au sens de la

production en

unites monet;iires

O Pierre

Paul

Fig. 2.
trajet de Pierre
trajet de Paul

regie de decision admise, ou bien, que cette regie n'est pas suffisa-
ment forte pour les de"partager.

Conside"rons comme dernier exemple, le probleme de la comparai-
son de deux lois de probability's representatives d'un m6me phe"no-
mene. Ces deux lois seront de"finies par leur fonction de distribution,
la premiere est inconnue, elle est relative par exemple aux sinistres
re"ellement subis, nous la designerons par ,,Pierre", la seconde est
connue, c'est la loi analytique ou empirique qui est supposed
repr^senter le phenomene, nous la d&ignons par ,,Paul". Le pro-
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246 LE TEST DE LA MAJORITE CONFIRMEE

bleme consiste a classer Pierre et Paul. A cet effet, nous retournons
au schema de la fig. 2. En abcisse, nous portons la suite des sinistres
declares, en ordonne"e le cout du sinistre. Le trajet stochastique
de Pierre est ainsi obtenu directement.

Pour obtenir celui de Paul, nous pouvons engendrer par la me'tho-
de de Monte Carlo une suite de montants de sinistres fictifs confor-
mes a la loi designee ,,Paul". Des lors, nous sommes revenus au cas
de 1'exemple precedent et le processus de decision suit.

Remarquons, d'ailleurs pour le cas de 1'exemple 2, que si Pierre
represente le producteur ,,moyen" nous aurions ete amenes a
engendrer de la meime maniere une sequence de Monte Carlo con-
forme au producteur moyen (sequence de Poisson par exemple),
car il est difficile d'admettre que le producteur moyen est un
individu dont les resultats hebdomadaires sont uniformes (cela
revient a dire que le trajet stochastique de Pierre sera represente
par une horizontale). Nous concluons: quel que soit le probleme,
il nous sera toujours possible par le processus indique" d'etablir
un jury d'epreuves. Ensuite ce jury doit faire choix d'une regie
de decision. L'exemple 1 nous-en a indique une telle regie. Mais il
est bien certain qu'on peut en imaginer bien d'autres qui re'pondent
aux axiomes de syme"trie 6nonces.

III. Les regies de decision du jeu de tennis

La pratique des jeux a conduit a admettre certaines regies de
decision qu'il est interessant de mettre en lumiere.

De toute antiquity, l'homme quel que soit le jeu auquel il parti-
cipe, n'a pu admettre qu'il soit battu sur le re"sultat d'une epreuve
unique. II ne considere le resultat acquis — c'est a dire que son
adversaire est plus fort que lui si, lors d'un enchainement de jeux
successifs, le gain est plus souvent acquis par son adversaire.

L'enchainement des jeux definit la regie ,,de decision" du jeu.
A ce titre l'examen de la structure du jeu de tennis est plus particu-
lierement instructive.

L'examen reVele trois types differentes d'epreuves, auxquelles
sont soumis Pierre et Paul a trois stades successifs.
— le jeu ordinaire
— le set, comportant une suite de jeux ordinaires
— la partie, comportant une suite de sets
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nombre dc jeux
gagne"s par Pierre

zone de decision

Pierre gagne.

0 Points de decision

-f- Points de nullitc

zone '•

d'indecision

H—1—1—"—1—

zone de decision

Paul gagne

nombre de jeux

1 2 3 4 5 6 gagncs par Paul

Fig- 3

Examinons la regie de decision d'un set. A cet effet, trac.ons le
diagramme plan de la fig. 3. Supposons au depart une boule a
l'origine o
— elle se deplacera d'une unite a droite chaque fois que Paul gagne
— elle montera d'une unite chaque fois que Pierre gagne.

Des lors on voit que Pierre gagne un set

1) s'il atteint l'horizontale 6 (il gagne par 6/0 6/1 6/2 6/3 6/4)
2) ensuite s'il atteint les scores de 7/5 8/6 etc . . . e'est-a-dire s'il

gagne par deux points d'ecart.

Remarquons qu'une telle regie de decision possede differentes
proprietes

1) elle est sequentielle, au sens de Wald.
2) elle est parfaitement symetrique par rapport aux joueurs.
3) si a un stade quelconque du jeu, on intervertit l'ordre des

e"preuves, on ne modifie jamais le point final atteint par la boule.

Une telle regie possede les proprietes de double symetrie, admises
comme axiomes, ce qui montre que Ton peut construire de multiples
regies ayant ces memes proprietes de symetrie et satisfaisant
aux axiomes.

En realite aux trois stades on utilise trois regies differentes qui
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gagnes par Paul

Fig- 4

sont toutes semblables, car elles peuvent etre de"finies par trois
diagrammes satisfaisant aux axiomes.

Mais les schemas des fig. 4 et fig. 5 sont differents puisque la
regie de decision de la fig. 5 comporte un nombre maximum de sets

Pierre gagnc

Paul

gagne

nombre de "sets"

gagnes par Paul

Fig. 5
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qui est 5, alors que, the'oriquement du moins, le nombre d'epreuves
dans les autres cas peut etre infini.

Ce que nous retenons ^galement de cette etude, c'est le fait
qu'il y a des e'preuves a difficulty's croissantes.

1) des e'preuves d'ordre 1, qui sont les jeux ordinaires
2) des e'preuves d'ordre 2, les sets
3) l'^preuve d'ordre 3, la partie.

Nous avons ainsi assemble' les mat6riaux necessaires a notre test.

IV. Le test de la majorite confirmee

Nous savons, d'apres la the'orie de Wald que le test sdquentiel le
plus economique est obtenu par le schema sym6trique analogue aux
tests des fig. 3 et 4, mais ou les horizontals sont supprime'es c'est
a dire le test de'fini par la figure 6

nombre d"'<5preuves"

gagnfes par Paul

Fig. 6

c'est a dire

1) Pierre gagne s'il atteint les scores

2/0 3/1 4/2 . . . N + 2/N

2) Paul gagne s'il atteint les scores

0/2 1/3 . . . N/N + 2
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3) le jeu continue pour tout score interme'diaire du type N + i/N,
N/N, N/N + 1 (cas de nullite ou de non classement).

Or danslecas N/N\es joueurs sont ,,a egalite" des parties gagnees
dans le cas N + i/iV ou N/N + 1 l'un des joueurs atteint la majorite
des epreuves gagnees.

Dans le cas N + 2/iV ou N/N + 2 l'un des joueurs confirme qu'il
a la majorite des nombres des epreuves gagnees. C'est la raison pour
laquelle nous appelons cette regie de decision: le test de la majorite
confirmee.

Ce test possede les proprietes suivantes:
i°) les propriet6s de symetrie par rapport aux deux joueurs et par

rapport aux epreuves.
2°) en vertu de la maniere dont il a ete construit, il est impossible

a tout autre test imaginable de comporter en moyenne un nombre
plus petit d'epreuves tout en confirmant la majorite des epreuves
gagnees. C'est par suite un text optimum au sens de Wald. Des lors
nous pouvons imaginer, comme au jeu de tennis une superposition
d'epreuves d'ordre different avec la convention:

i°) un joueur gagne une £preuve d'ordre N + 1, si au diagramme
de la fig. 6, il gagne le test au nombre d'epreuves d'ordre iV

2°) les Epreuves d'ordre 1 sont les epreuves ordinaires et la regie
de decision du test d'ordre K.

Pierre est meilleur que Paul, s'il gagne une epreuve d'ordre K;
K etant un entier positif dont la valeur serafixee conventionnellement.

V. Courbe operationnelle d'un test d'ordre K de la majorite confirmee
et ses proprietes asymtotiques

Nous pouvons a ce stade abandonner la methode de recherche
operationnelle qui nous a conduit au travers de la theorie du jury
au test d'ordre K, pour aborder les problemes plus connus de la
theorie de la statistique mathematique. Designons par p, la pro-
babilite a priori pour que Pierre gagne une epreuve ordinaire,
nous calculons la probabilite a priori P(p) pour qu'il gagne l'epreuve
d'ordre K (avec P1 (p) = p pour convention).
Theoreme 1 Nous avons:
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En effet la formule est exacte pour K = i

Supposons qu'elle soit valable au stade n. Si nous reprenons la
figure 2, les probabilites d'atteindre les points de coordonne"es

(2,0) (1,1) (0,2)

sont respectivement:

Pn = (PHP) )2 In = 2P"(P) [l - P«(p)] rn = [l - Pn{p)f

avec pn +qn + rn = i

Des lors, puisqu'au premier point Pierre gagne; qu'au second
point les ,.coups anterieurs sont nuls" (ce qui revient a dire qu'au
point de vue du jeu (i, i) est equivalent au point de depart (o, o)),
qu'au troisieme point Pierre perd. Nous obtenons par decomposition

Pn+1(P) =P« +qnP
n + l(P)

Pn I
d'oii P"+1{p) =

Pn
De cette formule nous de'duisons directement que

P" + 1 (P) __Pn _\ Pn (P)

par suite tn

Pn W \ P
Nous pouvons, suivant les methodes classiques, definir la courbe

ope'rationnelle du test d'ordre K.
Pour cela, fig. 7, nous considerons la fonction qui d^finit Pk(p)

en fonction de la valeur de la probability a priori p. Le graphe de
cette correspondance de'finit la courbe op6rationnelle du test.

Nous avons obtenu de la Compagnie francaise des „ Machines
Bull" le calcul des courbes operationnelles de ces tests. Elles sont
annexe's a cette 6tude sous forme de tableau. Nous tenons a exprimer
notre gratitude a la maison Bull pour le concours qu'elle a bien
voulu nous accorder dans cette etude.
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Proprietes des courbes operationnelles

A) Quel que soit leur ordre K

en particulier PK (1/2) = x/2
Car si

PI + PI
done PK{Pi) +PK(p2) = l

il en resulte que toutes les courbes sont syme'triques par rapport au
point central C, qui leur est commun.

B) Si nous comparons deux courbes operationnelles successives on
constate que

( o<p<1l2 Pk + 1{p) < Pk{p)

La deuxieme inegalite resulte de la premiere, par application de
la propriete A.

Si P < 1/2 > ! done a fortiori > i
P \ P I

or

p-() h
pi \ p i \

- 1 = p h { p ) '

Test ideal — Comparaison du test ideal et du test d'ordre k,
Probabilite de I'erreur de classement

A) Le test ideal n'est pas difficile a d^finir

En effet si la probabilite a priori pour Pierre gagne contre Paul p est
inferieure a 1fi, le test ideal doit classer Paul avant Pierre.

Si la probabilite a priori pour que Pierre gagne contre Paul est
superieure a x/2, le test ideal doit classer Pierre avant Paul.

Si cette probabilite vaut 1/2, alors Pierre et Paul sont a 6galite\
D6signons par P*{p) la courbe ope"rationnelle du test ide"al.
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Nous devons avoir

P*(p) = o pour p < i/a
P*(P)= Va Pour p = V,
P*{p) = i pom p>1/2

Elle est represented a la figure 7.

253

valeur de

P"(P) P*(P)

c
g

/I
f
(p)

test d'ordre k

test d'ordre k-\-i

test ideal

valeur de p

Fig. 7

B) Comparer le test ideal avec le test reel, revient a calculer les
chances d'erreur en prenant une mauvaise decision apres un test
d'ordre k. Si p < l/2, il y a une probabilite PK{p) pour que Pierre
gagne contre Paul, alors que nous admettons comme axiome dans
le test ideal que Pierre doit perdre.

Done la probabilite PE{P) de I'erreur est telle que

PE(P) = P*(p) pour p < V2

Si p> 1I2, il y a une probability 1 — PK(p) pour que Pierre perde
contre Paul, alors que nous admettons que Pierre doit gagner.

La probabilit6 de commettre une erreur est par suite definie par
la courbe sym6trique de la figure 8.

Des propri6tes des courbes operationnelles de tests, il resulte que
I'on peut toujours faire un test tel que I'erreur de decision en dehors de
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e-voisinage de p — 1/a soit plus petit que toute limite de tolerance TQ
arbitrairement petite.

C) En pratique cela revient a se fixer un seuil determine pour la
limite de tolerance; ou ce qui revient au meme a choisir conven-

probabilit^ d'une
fausse interpretation pt

tionnellement un point R, point de risque, en dessous duquel la
courbe du test doit passer.

Par exemple, si e = 0,05 et k = 4, la probabilite de l'erreur en
dehors du domaine 0,45 < p < 0,55
est limitee a 4 %

Si Ton veut diminuer la grandeur de l'intervalle central, il faut
pousser le test a des ordres plus eleves.

En conclusion: Les tests de la majonte confirmee, pousses suffisam-
ment loin, permettent le classenient de Pierre et Paul avec un risque
d'erreur qui peut rendu arbitrairement petit, sauf dans le cas de la
stride egalite des joueurs. De toute facon le risque de fausse inter-
pretation est mathematiquement e'value; c'est I'objet principal de
Vinference statistique.
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Test de la majorite confirmee
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Epreuve
ordinaire

O.OI

0.02
0.03
0.04
0.05

0.06
0.07
0.08

o.og
O.IO

O.II

0.12
0.13
0.14

0.15

0.16
0.17
0.18
o.ig

0.20

0.21
0.22
0.23
0.24
0.25

Test
d'ordre 2

O.OOOIO
0.00041

o.ooog6
0.00173
0.00276

0.00406
0.00563
0.00750

o.oog6g
0.01220

0.01506
0.01826
0.02184

0.02582
0.03020

0.03501
0.04026
0.04597
0.05215

0.05882

0.06600

o.o736g
0.08191
0.09068
O.IOOOO

Test
d'ordre 3

O.OOOOI

0.00002
0.00003

0.00006
O.OOOIO

0.00015

0.00023
0.00035

0.00050
0.00070
O.OOIOO

0.00131

0.00176
0.00232
0.00302

o.oo38g

0.00496

o.oo62g
o.oo7go
0.00985
0.01220

Test
d'ordre 4

O.OOOOI
0.00002

0.00002
0.00004
0.00006
O.OOOIO
0.00015
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256 LE TEST DE LA MAJORITE CONFIRMEE
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