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SUR LΊNEGALITE FONDAMENTALE DE H. CARTAN

POUR LES SYSTEMES DE FUNCTIONS ENTIERES

NOBUSHIGE TODA

§ 1. Introduction

Soit / = (/ό, fu φ 9 fn) (n ^ 1) un systeme transcendant dans le plan
| 2 | < o o ; c'est-k-dire, les fonctions /0,/i, •••,/„ sont entieres sans zeros
communs k toutes et

l i m

r-oo l o g Γ

oύ T(r9 f) est la fonction caracteristique de / definie par Cartan ([1]):

T(r9f) = i Γmaxlog|/Xrβ'0|Λ - maxlog|/,(0)| .
2τr Jo o^y^ o^y^

Soient X un ensemble de combinaisons (=jέ 0) lineaires, homogenes a
coefficients constants de fθ9 fu , /n et lineairement distinctes λi + 1 a h
+ 1 et λ le nombre maximum de relations lineaires, homogenes a coeffi-
cients constants et lineairement distinctes qui existent entre les /0, fu ,
fn. On note que 0 <£ ί ^ n — 1.

Π y a longtemps que Cartan ([1]) a demontre Γinegalite fondamentale
suivante quand λ = 0:

Theoreme de Cartan. Pour q combinaisons Fl9 —9Fq (q ^ n + 2)
quelconque dans X,

( g - n - l)T(r, /) < Σ #.(r, 0, F,) + S(r)
ϊ = l

oύ Nn(r9 0, F )̂ designe la fonction Nn(r9 Ft) dans [1] et

S(r) = O(ίogr)+O (log Γ(r, /)) (r <s E ) ,

J5J etant un ensemble de r de mesure lineaire finie.
Et puis il a espere demontrer Γinegalite suivante quand λ > 0

(originairement pour les fonctions algebroϊdes ([1])):
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6 NOBUSHIGE TODA

CONJECTURE DE CARTAN. Pour q combinaisons Fu ,Fq (q^>n + λ
+ 2) quelconque dans X,

(q-n-λ- ϊ)T(r, f)<± Nn.λ(r, 0, Ft) + S(r) .

On ne sait pas si cette conjecture serait vraie a present.
II y a quelques annees, C. Sung ([3]) a donne une proposition plus

precise que cette conjecture, mais malheureusement, on peut donner un
contre exemple pour cette proposition facilement et elle n'est pas vraie.

Pour cette conjecture, on a donne quelques resultats. Par exemple,

I. (qf _ n _ i _ ^ _ λ))T(r, f)<± Nn.λ(r, 0, Ft) + S(r). ([5])
i = l

Π. S'il y a λ + 1 combinaisons etant proportionnelles dans X,

(q-n-λ- QT(r, f) < g N(r, 0, Ft) + S(r) . ([5])

(Dans ce theoreme, on peut echanger N(r, 0, Ft) pour Nn-λ(r, 0, F{) facile-
ment.)

Dans ce memoire, on demontre que la conjecture de Cartan est vraie
quand q = n + λ + 2 sans autre restriction. De plus, on donne quelques
resultats concernant les combinaisons exceptionnelles au sens de Nevan-
linna.

On utilise les symboles usuels de la theorie de Nevanlinna ([2]).

§ 2. Preliminaires

1. Soient /, X et λ comme dans Γintroduction. D'abord on note qu'il
est facile a demontrer que le nombre maximum de relations lineaires,
homogenes a coefficients constants et lineairement distinctes entre n + 1
combinaisons quelconque dans X est aussi λ. Soient Fu , Fq (q ̂  n + 1)
q combinaisons quelconque dans X, alors i l y a τ ι + 1 — λ combinaisons
lineairement independantes sur C dans {FJf=1 (soient gl9 '9gn+1-λ telles
combinaisons) telles que tous les elements de X sont representes par
gu - - -ygn+i-x ^ coefficients constants:

(FeX,arteC).
Evidemment, g = {gu -,gn+ί-λ) est un systeme transcendant dans \z\

< oo. On dit que telles gu -,gn+1-λ forment une base de X.
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SYSTEMES DE FONCTIONS ENTIERES 7

On donne quelques lemmes qui seront utilises apres.

LEMME 1. IΓ(r, /) - Γ(r, g)\ < 0(1).

C'est trivial d'apres les definitions de T(r9f)9 T(r9g) et g.

LEMME 2. Soient Hl9 , Hk (2 <̂  k ^ n + 1) & combinaisons quelconque

dans X. Alors,

oώ | | i ϊ i, , flifcH signίfie le wronskian de Hί9 , HM. (Voir [1])

2. On peut supposer que gt = Ft (i = 1, , n + 1 — X) sans restric-

tion de generality. Soit

et par la relation equivalente " ~ " introduite dans [6], on classifie X°.

Soient

xη~ ={z1°,..

A, = {Ft (1 ^ ί ^ n + 1 — Λ); il y a au moins une F dans

Zί0 telle que aFi ^=0} (ί = 1, ,p) ,

oύ aFi est le coefficient de Ft quand on represente F par Fl9 ,Fn+1-λ

(voir (1));

Ao = {FJίi 1 ^ - U At ,
ί = l

vt = le nombre d'elements dans At (t = 0,1, , p) .

On sait que

i) Atι OAti = φ ft =£ 4),

π) Σ f - β ^ = Λ + l - λ

L E M M E 3. Quand q^n + λ + 2, p = I et v0 = 0.

Demonstration. II suffit de prouver ce lemme dans le cas q — n + λ

+ 2 parce que p et v0 diminuent quand q augmente par definition de la

relation " ~ " . Supposons qu'il existent au moins deux classes n'etant pas

vides entre Ao, Aί9 , Ap. Soient X* = {Fn+1_,+i}J=1 et Ax = {Fu - , FV1}

sans restriction de generality. Alors,

ι>i <Ln — λ et μ^λ .
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8 NOBUSHIGE TODA

En effet, maintenant, p0 Φ 0 ou vz Φ 0 et par ii), o n a v ^ n - λ Et

puis, si μ > λ, le nombre maximum de relations lineaires, homogenes a

coefficients constants et lineairement distinctes entre les Fu , FV1,

Fn+2-x> , Fn+2 est au moins λ + 1 parce que, pour chaque element dans

JSL?, quand on represente par Fu •• ,F1l+i-a» tous les coefficients de Fvl+l9

- * -9 Fn+i-x sont egaux k nul. En considerant que vt + X + l<£n+l9

c'est contraire k la definition de λ. Par consequent, il faut que μ <[ λ.

D'autre part, pour chaque element dans X° — Xί, tous les coeflScients

de Fu - -,FV1 sont egaux k nul quand on represente par Fu , JF^+^a et

le nombre des elements dans X° — XJ est 2ί + 1 — JM qui est plus grand

que ou egal a λ + 1 parce que μ^λ. Cela veut dire qu'il existent au

moins λ + 1 relations lineaires, homogenes έi coefficients constants et

lineairement distinctes entre lesF v l + 1 , , Fn+ί_λ, Fn+1_λ+μ+ι, . . . , Fn+2+μ. En

considerant que ra+1 — λ — vι + λ + l = n + 2 — vx <L n + 1, c'est aussi

contraire a la definition de λ.

Cela veut dire qu'il faut p = 1 et v0 = 0.

§ 3. Theoremes

Soient f,Xetλ comme dans Γintroduction.

THEOREME 1. Soient Fu , F n + ; + 2 n + ^ + 2 combinaisons quelconque

dans X, alors on a

T(r,f) < n+Σ Xn->(r, 0, Fd + S(r) .

Demonstration. On peut supposer que ί\, , Fn+1.λ forment une base

de X. On represente F3 (j = n + 2 - λ, , n + λ + 2) par Fu , Fn + 1_,.

Pour simplifier, on met Fn+1_λ+k = ίίfc.

( 2 ) ifΛ = « „ # + + ^T O +i-Λ+i-, (A = 1, , 2i + 1) .

I. D'apres le lemme 3, il y a au moins une combinaisons dans {fli, ,

Hu+i] telle que le nombre de coefficients differents de zero a (2) est au

moins deux. On peut supposer que Hx est telle combinaison.

Soient

C'est-a-dire,

)i Φ 0> * * * 9 αiί(l)W l Φ 0 5

= 0 (i ^ i(lX, , i(l)W l) (2 ̂  Hi! ^ 7Z + 1 - λ) .
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( 3 ) Hi =«= ocU{ί)lFi{ί)ί + + an(i)m i i i(i)m i

Alors, de (3), on obtient

(4) αi«i) A * = HJΓIA irn = 1, , mx)

oύ

et

De (4), on a Γinegalite

(5 ) max log \F<\ ̂  log |fl;| + log+
+ Σ log+ MΠ + 0(1).

Quand mx = n + 1 — λ, en integrant k regard de θ de 0 jusqu'a 2π, on a

Γinegalite suivante d'apres les lemmes 1 et 2 comme d'habitude:

T{r,f) < N(r, 0, Hx) + m(r, 1/4) + Σ m(r, J f ) + 0(1)

= 2V(r, 0, Hd + Σ χ JV(r, 0, FiWJ - N ( r , 0, \\Ft(lH, ••-, FiWJ\) + S ( r )

^ 2Vκ.λ(r, 0, ffO + * £ ' iVn.Λ(r, 0, F4) + S(r) .

Π. Quand mί < n + 1 — λ, d'apres le lemme 3, il y a une combinaison

Hk dans {H2, , -H^+i} e^ u n i ^ els que

fli « iϊ fc , αM = 0 , et aki Φ 0 ,

oύ la relation " « " est definie dans [6]. On peut supposer que Hk = H2.

Soient

{ί; aH = 0, α2 i ̂  0} = {ΐ(2X, , ΐ(2)m2} ,

et

H2FU2)l ' * ' FUZ)m_χF2FUZ)vι+t

oύ
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7y» _ _ V~~» Tp TT _ ι

On note que

{i; au φ 0, a2i Φ 0} Φ φ et F2 =έ 0

parce que fli « fl2. Alors, on obtient

(7 ) α2<(8)mF<(2)m = F2ΔψjΔ2 (m = 1, , m2) .

De (7), on a Γinegalite

1(8) max log \Ft\ ̂  log \F2\ + log+ m2

Σ
m = l

et de (6)

(9 ) log |F2 | ̂  max log \Ft\ + 0(1) ^ max log |F,| + 0(1) .
auΦO

Φ0

Quand m^ + m2 — n + 1 — λ, de (5), (8) et (9), on a

max log |F, | ^ log \HX\ + log+
log+

+ Σ

0(1),

de sorte qu'en integrant a regard de Θ de 0 jusqu'a 2π on obtient Γine-
galite suivante d'apres les lemmes 1 et 2:

T(r,f) < N(r, 0, HJ + m(r, 1/J.) + m(r, 1/J2)

+ Σ »»(Λ Λm) + Σ Mr, Δϊ) + 0(1)
ra = l m = l

= iV(r, 0, Hd + N(r, 0, H2) + " g ' iV(r, 0, FJ

- N(r, 0, | |F 1 ( I ) 1 , , F i ( I ) mJ|) - N(r, 0, \\H2, Fum, • • -,FW)mβ + S(r)

et en tenant compte de la multiplicite des zeros de HuHs,Flr • ,Fn+ι.x

r, 0, H r, 0, H2) n.λ(r, 0, Ft) + S(r) .

III. Quand mx + m2 < n + 1 — λ, d'apres le lemme 3, il y a au moins une
Hj dans {HS9 - - -,H2X+i} et un i tels que

fli « fl, ou iϊ2 « iϊ,

et
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SYSTEMES DE FONCTIONS ENTIERES 11

<*H = 0 , a2i = 0 , aJt Φ 0 .

On peut supposer que Hj = ίf3. Soient

{i; eta = otu = 0, α3 i ̂  0} = {1(3),, . , i(3)m8} ,

J 3 = || Hz, F i ( 3 ) l , ,

Λ m 11^ ^i() ' * '

ou

H3Fii3)l - - Fi{z)m_xFzFiiz)m+1

2_, oίuri — — ti%

Parce que Hx « H2 ou H2 « iϊa,

{i;α M #0, |α M | + | α M | ^ 0 } ^ # et F3 ^ 0 .

Alors, on a

et de cela, on a

1
(10) max l o g | Ή | ^ l o g | F 3 | + log+ 0(1)

et

(Π) log |F 8 | ^ max log \Ft\ + 0(1) .
anΦO OU ct2iΦ0

Des inegalites (5), (8), (9), (10) et (11), on a

max log |F, | ^ log |fli| + Σ Σ log+ |4Γ| + 0(1) .

Quand mx + m2 + m3 = n + 1 — λ, en considerant que

{i; alt ΦO ou a2iφ 0 ou a3iφ 0} = {1,2,- -,71+1- λ} ,

on a Γinegalite suivante comme dans II:

Tir, f)<± NΏ.z(r, 0, Hk) + " £ ' JV..4(r, 0, F,) + S(r) .
Λ=l i = l

IV. En general, en tenant compte du lemme 3, il existe un nombre
s (1 ̂  s ^ 2λ + 1) tel que

m2
+ ms = n+ 1 — λ ,
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12 NOBUSHIGE TODA

oύ mu m2, , ms sont deίinis comme dans I — III. Alors,

{Ft\ aιt ΐ 0 o u % ^ 0 o u . . o u asί Φ 0} =

par consequent, comme dans EH, on a

max log|F ί |^log|#1 | +

et comme dans Π,

(12) T(r,f)<±Nn_λ(r,O9

Quand s < 2λ + 1, en ajoutant

s mic

ΣΣ

V ΛΓ (r Π

a la droite a (12), on a

iVm.2(r, 0, Ft) + S(r) .

( ^ 0)

, 0, Ft) + S(r)

parce que Hk = F n + 1 . , + f c (* = 1, -., SU + 1).

N.B. 1. En general, on ne peut pas echanger le nombre "n + λ + 2"

pour un autre nombre plus petit. (Voir Γexemple dans [6].)

Pour F dans X, on met

TirJ)

Quand δ(F) > 0, on dit que F est exceptionnelle au sens de Nevanlinna.

COROLLAIRE. Pour Fl9 - -9Fn+i+2 n + λ + 2 combiπaisons quelconque

dans X,

i = l

([6], Corollaire 2).

Ici, on considere le cas oύ Γegalite est realisee dans ce corollaire.

LEMME 4. S'il existent Fu • , Fn+ί+μ dans X telles que

Σ S(F{) + δ(Fn+ί+j) >n+l (j = l, --,μ),
i = l

alors, λ ̂  μ. ([6], Lemme 8)
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THEOREME 2. Quand λ > 0, s'il existent {ίϊ

<}J£ί+2 dans X telles que

n+λ+2

alors, il existe un i0 tel que

3(FU) = 0 et δ(Ft) = 1 (i Φ Q .

Demonstration. On peut supposer sans restriction de generalite:

Si

<5(Fn+J+2) > 0 ,

alors,

Par consequent, de (13), on a les inegalites suivantes:

Σ W ) + δ(Fn+ι+1) >n+l U = 1, , λ + 1) .
t = l

Alors, du Lemme 4,

Λ^,?+ 1,

qui est absurde. Cela veut dire qu'il faut

d(Fn+λ+2) = 0

et de (13),

1 (i = l, . . , n + ^ + 1).

N.B. 2. Dans ce cas, Γordre de / est positif entier ou infini et / est
a croissance reguliere ([41, Theoreme 3).
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