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SUR L’INEGALITE FONDAMENTALE DE H. CARTAN
POUR LES SYSTEMES DE FONCTIONS ENTIERES

NOBUSHIGE TODA

§1. Introduction

Soit f= (fo,fi, -+, f.) (n = 1) un systéme transcendant dans le plan
|2] < o0; c’est-a-dire, les fonctions f,,f;, ---,f, sont entiéres sans zéros
communs 3 toutes et

lim T, f) = oo
< logr

ol T'(r,f) est la fonction caractéristique de f définie par Cartan ([1]):

T(r,f) = 2 [ max log |f,(re®)| d§ — max log |£,(0)| .
9 Jo osjsn 0s/sn

Soient X un ensemble de combinaisons (= 0) linéaires, homogeénes a
coefficients constants de f,,f;, - - -, f. et linéairement distinctes n + 1 a n
+ 1 et 2 le nombre maximum de relations linéaires, homogénes a coeffi-
cients constants et linéairement distinctes qui existent entre les f,,f, - - -,
f.. On note que 01 n—1.

Il y a longtemps que Cartan ([1]) a démontré 1'inégalité fondamentale
suivante quand 2 = 0:

Théoréme de Cartan. Pour g combinaisons F,,.-.--,F, (g =n+ 2)

quelconque dans X,
(@ — n = DT, < 3 N, 0, F) + S(r)
ol N,(r, 0, F,) désigne la fonction N,(r, F,) dans [1] et
S(r) = O(ogr) + O(log T'(r,f)) (re E),

E étant un ensemble de r de mesure linéaire finie.

Et puis il a espéré démontrer l'inégalité suivante quand 1 >0
(originairement pour les fonctions algébroides ([1])):
" Received June 30, 1978.
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CoNJECTURE DE CARTAN. Pour g combinaisons F,, .-, F, (q=n+ 2
+ 2) quelconque dans X,

@—n—=2=DT0,H) < 3} Noitr, 0, F) + S() .

On ne sait pas si cette conjecture serait vraie &4 présent.

I1 y a quelques années, C. Sung ([3]) a donné une proposition plus
précise que cette conjecture, mais malheureusement, on peut donner un
contre exemple pour cette proposition facilement et elle n’est pas vraie.

Pour cette conjecture, on a donné quelques résultats. Par exemple,

L @—n=1—ir—DT0,N <3 Neir,0,F) + S¢). (5D
II. S’il'y a 2+ 1 combinaisons étant proportionnelles dans X,
(@—n—2—DTC,N < Z NGO F)+ S¢) . (5D

(Dans ce théoréme, on peut échanger N(r, 0, F,) pour N,_/(r,0, F,) facile-
ment.)

Dans ce mémoire, on démontre que la conjecture de Cartan est vraie
quand ¢ = n + 1+ 2 sans autre restriction. De plus, on donne quelques
résultats concernant les combinaisons exceptionnelles au sens de Nevan-
linna.

On utilise les symboles usuels de la théorie de Nevanlinna ([2]).

§2. Préliminaires

1. Soient f, X et 1 comme dans l'introduction. D’abord on note qu’il
est facile & démontrer que le nombre maximum de relations linéaires,
homogénes a coefficients constants et linéairement distinctes entre n + 1
combinaisons quelconque dans X est aussi . Soient F,, .-, F,(g=n+1)
g combinaisons quelconque dans X, alors il y a n + 1 — 1 combinaisons
linéairement indépendantes sur C dans {F;}., (soient g, -, g,.:-, telles
combinaisons) telles que tous les éléments de X sont représentés par
81,y 8ns1-; & coefficients constants:

(1) F=ong + - + Grni1-28n41-2

(FeX, apcC).
Evidemment, g = (&, - - -, &x+1-2) est un systéme transcendant dans |2
< oo. On dit que telles g;, - - -, g,.:-, forment une base de X.

https://doi.org/10.1017/50027763000019395 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000019395

SYSTEMES DE FONCTIONS ENTIERES 7

On donne quelques lemmes qui seront utilisés apres.
LemMe 1. |T(r,f) — T(r, 8)] < OQD).
C’est trivial d’aprés les définitions de T'(r,f), T(r, g) et &.

LemMmE 2. Soient H,, - -+, H, (2 < k < n + 1) k combinaisons quelconque
dans X. Alors,

m(r> ”III, ) -Hk“/Hl te Hk) = S(r) ’
ou |H,, - - -, H,| signifie le wronskian de H,, ---, H,. (Voir [1])

2. On peut supposer que g, = F, (i=1,---,n+ 1 — 2) sans restric-

tion de généralité. Soit
X' = {Fi}g=n+2—l

et par la relation equivalente *“~” introduite dans [6], on classifie X°.

Soient

X|~={X,---, X} (@A=p=n+1-27
A, ={F, A<i<n+1-—12;il y a au moins une F dans
X telle que ay, + 0} ¢t=1---,p),

oll ap, est le coefficient de F, quand on représente F par F,,---, F,, .,
(voir (1)); -

»
Ao = {Fi ?:11_1 - zL=)1At ’
v, = le nombre d’éléments dans A, (¢t =0,1,---,p).

On sait que

1) A,l n Aca = ¢ (t1 * tz)’
i) Py, =n+1-—2

LeMMme 3. Quand g=>n-+ 21+ 2, p=1cety, =0.

Démonstration. 11 suffit de prouver ce lemme dans le cas g =n 4+ 1
+ 2 parce que p et y, diminuent quand g augmente par définition de la
relation “~”. Supposons qu’il existent au moins deux classes n’étant pas
vides entre A, A, ---, A,. Soient X{ = {F,.,_.,;}i-, et A, ={F,, ---,F,}

sans restriction de généralité. Alors,

n==n—2 e pu2.
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En effet, maintenant, v, # 0 ou v, # 0 et par ii), onay, <n — 1. Et
puis, si g > 2, le nombre maximum de relations linéaires, homogenes a
coefficients constants et linéairement distinctes entre les F,, ---, F,,
F,.o -+, F,., est au moins 2 + 1 parce que, pour chaque élément dans

7, quand on répresente par F,, ---, F,,, ,, tous les coefficients de F,,.,,
-, F,,,_, sont égaux & nul. En considérant que vy, +1+1<n+1,
c’est contraire & la définition de 2. Par conséquent, il faut que g < A,

D’autre part, pour chaque élément dans X° — X7, tous les coefficients
de F,, -, F, sont egaux & nul quand on représente par F,, ..., F,,,_, et
le nombre des éléments dans X° — X? est 22+ 1 — 4 qui est plus grand
que ou égal & 1+ 1 parce que g < 4. Cela veut dire qu'il existent au
moins 4 + 1 relations linéaires, homogénes & coefficients constants et
linéairement distinctes entre les F,, ., - -+, Fryioyy Frvizipirs = s Fryarpe En
considérant que n +1— 22—y, + A+ 1=n+2—y <n-+ 1, c’est aussi
contraire a la définition de A.

Cela veut dire qu’il faut p =1 et v, = 0.

§3. Théoremes
Soient f, X et 2 comme dans l'introduction.

TutoriME 1. Soient F,, -+, F,,.;.. n + 1 + 2 combinaisons quelconque
dans X, alors on a :

T f)<'S: Ny, 0, F) + S(r) .

Démonstration. On peut supposer que F,, - - -, F,,,_, forment une base
de X. On représente F, (j=n+2—2,---,n+2+2) par F, -+, F,,\_,
Pour simplifier, on met F,,,_;., = H,.

(2) szalel'{" +“kn+1—1Fn+1-x (k=1,"‘a21+1)-

I. D’aprés le lemme 3, il y a au moins une combinaisons dans {H,, - --,
H,,.:} telle que le nombre de coefficients différents de zéro a (2) est au
moins deux. On peut supposer que H, est telle combinaison.

Soient

X101y, ¢ 0’ Tty ali(l)ml + 0 3
ali=0(i$i(1)17"'si(1)m1) (2§m1§n+1—2)-

C’est-a-dire,
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(3) H, = ay), Fiy, + -+ + @uyn Ficom, -
Alors, de (3), on obtient
(4) oy Fine = HidP 4, m=1,..-,m)
ol

4y = | Fupr s Foym I Fectrs + - Fuctom,
et

”me ) E(l)m_n H, thm+u tty Fz(nml I

ap =
Ft(m ot Ftcl)m_lﬂxFut)Ml e thm

De (4), on a l'inégalité

(5) max log |F;| < log |H,| + log*

a13#0

J—\ + 3% log* |47| + OQV) .
4, m=1

Quand m, = n + 1 — 1, en intégrant a régard de 6 de 0 jusqu'a 2z, on a
I’inégalité suivante d’aprés les lemmes 1 et 2 comme d’habitude:

TG, ) < NG, 0, H) + m(r, 1/4) + 3% mir, 47) + OQ)
= N(r, 0, H) + Zz‘:l N(r,0, F,,),) — N(1, 0, | Fyayps + -+ Fz(t)m,”) + S(r)

n+l-2
éNn—l(raO:Hl)"'- Z Nn-l(rﬁant)"*'S(r)-

i=

II. Quand m, < n+ 1— A, d’aprés le lemme 3, il y a une combinaison
H, dans {H,, ---, H,,,} et un i tels que
H~H,, a,=0, et a,+0,
oil la relation “~” est définie dans [6]. On peut supposer que H, = H,.
Soient

{i; oy =0, ay + 0} = {i(z)u Tty i(z)mg} ’
4, = lle, Fi(z)u Tty Fimm,“/I:Ith(z)L cet Fi(z)m,

et

" Hz, Fuz)p ) Fi(Z)m_v Fz; Fi(mm“: Ty Fm)m,“
Hth(z); oo Fi(Z)m-—-1F e Fi(‘z)m,z

2L i(2)m+1

ap =
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(6) FgE —Z ot%F¢= —'H2+ Z agiF{.
a14#0 a14=0
agg#0 agg#0

On note que

(i #0,00 0} £ ¢ et F,#0
parce que H, =~ H,. Alors, on obtient
(7) i Py, = FodPldy,  (m=1,---,m,).

De (7), on a l'inégalité

(8)  maxlog|F,| < log|F + log* || + 3 log*|4r| + O
a1 2l m
et de (6)
(9)  log|Fi| < maxlog|F,| + O() < maxlog|F,| + OD).
a1 a14#

agi#0

Quand m; + my=n+1— 2, de (5), (8) et (9), on a

max log|F,| < log|H,| + log*

1SiSn+1-2

1
L4 log*
All+°g

|+ £ 1og" 1
4, m=1
+ 5% log* 47| + 0(V),

de sorte qu’en intégrant a régard de 6 de 0 jusqu’a 27 on obtient l'iné-
galité suivante d’aprés les lemmes 1 et 2:

TG, f) < N, 0, H) + mir, 1/4) + m(r, 1/4)
+ 3% mlr, ) + 3% mir, 47) + O(1)

+1-2

= N(r, 0, H) + N(r,0,H) + 3, N(r,0,F)

i=1
- N(", 09 ||Ft(nu R Fzmm,”) - N(", 0, Ile, Fuz)u Tty Fuz)m,”) + S(r)
et en tenant compte de la multiplicité des zéros de H,, H,, F,, - - -, F,.,_,
n+l-2 '
é Nn—l(r9 0, Hl) + Nn-x(ry 09 HZ) + Zi Nn-x(r, O, Fi) + S(I‘) .

III. Quand m, + m, < n+ 1 — 2, d’aprés le lemme 3, il y a au moins une
H, dans {H,, - - -, H,,,,} et un i tels que

H =~H, ou H,=~H,
et
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ay; =0, a,=0, a;+*0.
On peut supposer que H, = H,. Soient
{i; 00 =ay = 0,0, + 0} = {i(3)1: Ty i(3)m,} ’

4y = ||Hy, Fysy,y - - -, Ft(S),,,s”/HsFusn tee Fz(am, ’

Am = "Hs, Fi(s)n Y Fm)m_p Fs’ Fi(3)m+1’ ) Ft(a)m"
T =

HsFt(an e Fi(3)m—1F3Fi(3)m+l e Fi(3)m3
ol
F,=—- > auF, = —H, + >, o,F;.
agi#0 agi#0
a17#0 ou ag¢#0 ari=ag;=0

Parce que H, = H, ou H, =~ H,,
{i00 # 0, |aty| + |otzs] 0} £ ¢ et F,#0.
Alors, on a
asi(3)mFi(3)m = Fad?/ds m=1,---,my)

et de cela, on a

(10)  max log|F| < log|fi| + log* | |+ 3 log* |45] + OV
an;¢au=0 3 =

et

(€5)) log|F,|< max log|F)|+ OQ).

@13#0 ou a2¢#0

Des inégalités (5), (8), (9), (10) et (11), on a

3 me
+ 25 2, log* |47 + O(1) .

k=1 m=1

3
max log|F,| < log|H,| + 3, log* |1
g o | =

Quand m, + m, + m, = n + 1 — 4, en considérant que
{i;auzﬁo ou 0{21=#0 ou a35#0}={1,2,"',n+1—2},
on a l'inégalité suivante comme dans II:

TGP < 3 Nad O, H) + '35 Nui(r, 0, F) + S0

IV. En general, en tenant compte du lemme 3, il existe un nombre
s(1<s<21+1) tel que

ml+mg+"'+ma=n+1—2,
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ou my, m,, - -+, m, sont définis comme dans I ~ III. Alors,
{Fi; a; #0oua,#0ou---oua, +0} = {Fi T,

par conséquent, comme dans III, on a

e log|F\| < log |H| + 2 log* | 7| + 32 5% log" 1451 + O
et comme dans II,
s n+l-2
(12) T(,f) < 25 Nooir, O, H) + 35 Nooi(r, 0, F) + S() .

Quand s < 24 4+ 1, en ajoutant

S N, 0,H)  (=0)

k=s+1

a la droite a (12), on a
‘ n+a+2
T(r, N < 2 Noosr, 0, F) + S(r)

parce que H, =F, ;.. (k=1,.---,204 1).

N.B. 1. En général, on ne peut pas échanger le nombre “n + 2 4+ 2”
pour un autre nombre plus petit. (Voir ’exemple dans [6].)

Pour F dans X, on met

: N(r, 0, F)
o F=1-—-1 Bk Wt Bt el A
o PTG

Quand §(F) > 0, on dit que F est exceptionnelle au sens de Nevanlinna.

CoroLLAIRE. Pour F,, ..., F,,;,., n+ A+ 2 combinaisons quelconque
dans X,

n+2+2

MF)En+a+1
i=1
([6], Corollaire 2).
Ici, on considére le cas ol I’égalité est réalisée dans ce corollaire.

LemMmE 4. S’il existent Fy, - - -, F,.,,, dans X telles que

n+1l
SO+ aF ) >nl (=1,

alors, 2 = p. ([6], Lemme 8)

https://doi.org/10.1017/50027763000019395 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000019395

SYSTEMES DE FONCTIONS ENTIERES 13
THEOREME 2. Quand 2> 0, s’il existent {F,};*}** dans X telles que
n+i+2
(13) 2 dF)=n+2+1,

alors, il existe un i, tel que
0F) =0 et o(F)=1 (A+£1iy.
Démonstration. On peut supposer sans restriction de généralité:
OF) 2 o(F) =z - Z0(Frizse) -
Si
(Fni242) >0,
alors,
(Fpi) <1,

Par conséquent, de (13), on a les inégalités suivantes:
n+1
25(F1)+5(Fn“+1)>n+ 1 (=1---,2+1).

Alors, du Lemme 4,
Az21+1,
qui est absurde. Cela veut dire qu’il faut
(Fpi242) =0
et de (13),

sF)=1 (=1 -, n+a+1).

N.B. 2. Dans ce cas, 'ordre de f est positif entiér ou infini et f est
a croissance réguliere ([4], Théoréme 3).
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