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NOYAUX REGULIERS ET NOYAUX SINGULIERS
MASAYUKI ITO

1. Introduction

Dans P'article précédent [6], nous définissions deux classes des noyaux
de convolution symétriques sur un groupe abélien localement compact
et dénombrable & l’infini; 'une est réguliére et ’autre est singuliére.
L’article [6] est principalement consacré a la démonstration du théoréme
suivant:

Soient N et N’ respectivement un noyau de convolution régulier et
un noyau de convolution singulier; alors pour que N 4+ N’ satisfasse au
principe de domination, il faut et il suffit que N soit un noyau de con-
volution de Dirichlet et que N’ soit périodique & tout le point du support
de N et satisfasse aussi au principe de domination. Par conséquent, en
particulier si N est partout dense dans X, N’ est constant.

Remarquons que pour les noyaux de convolution symétriques, le
principe de domination et le principe complet du maximum sont
équivalents. On obtient facilement que si, pour un noyau de convolution
régulier N et pour un noyau de convolution singulier N/, N 4 N’ satisfait
au principe de domination, alors N, + N’ y satisfait automatiquement,
ou (NV,) est la résolvante associée au noyau N.

Soit X un espace localement compact, non-compact et a base
dénombrable; supposons toujours qu’il existe une mesure de Radon
positive & partout dense dans X, c’est-a-dire, quel que soit w un ouvert
non-vide de X, &@w) > 0. On fixera, dés maitenant, X et &.

Un noyau N relatif & X et & &% est dit régulier g’il existe I’espace
fonctionnel faiblement régulier H(N) au noyau N (voir [3] et [6]). Un
noyau symétrique N’ est, par définition, singulier si 'on a L*§) N HWV')
= {0}.

Remarquons ici que si un noyau relatif & X et a4 & est symétrique
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et de type positif, il existe toujours ’espace fonctionnel H(N) au noyau
N (voir [5D).

On montrera d’abord que si un noyau symétrique N satisfait au
principe de domination, alors on peut écrire N = N, + N/, ou N, est un
noyau régulier satisfaisant au principe de domination et N’ est un noyau
singulier. On discutera ensuite quand N’ est un noyau (pN,)-invariant,
ol (Np)ps, la résolvante associée & N,. Finalement, on obtiendra le
résultat suivant:

Soient N et N’ respectivement un noyau régulier satisfaisant au
principe complet du maximum et un noyau singulier. Si, quel que soit
p > 0,N, + N’ satisfait au principe complet du maximum, alors, quelle
que soit f de Mg, on a, pour &-presque tout x de X,N’f(x) = N'f(y)
&-p.p. sur Supp (N;e,), o (Np)s, est la résolvante associée au noyau
N,N’f est le potentiel de f par rapport & N’ et Supp (IV;e,) est le
support du N-potentiel de la mesure de Dirac ¢, a z.

2. Préliminaires

On note E la g-algeébre constituée par tous les ensembles &-mesurables
de X et on écrit E, = {ec E;e: compact}.

Un noyau relatif & X et & & est, par définition, une application N
de E X E & [0, +oo] telle que, quel que soit e, de E,, e — N(e,¢,) et
e — N(e, €) soient complétement additives sur E et absolument continues
par rapport a & Cela était premiérement défini dans [7]. Si, quels que
soient e, ¢, de E, N(e, e,) = N(e,, ¢,), alors N est dit symétrique. On dit
que N est de type positif si, quels que soient e, e, de E,,

N(e,, e,) + N(e,,

t ) < (N(ey, )" (N(e, e))" .

Il est évident que tout le noyau relatif &4 X et & £ est une mesure de
Radon positive dans ’espace produit X xX X (ef. par exemple, [8]).

Soit N un noyau relatif & X et a &; pour une fonction f é&-mesurable
et non-négative dans X, et pour un ensemble ¢ de E,, l'intégrale

Ne, f) = jf(y)N(e, dy)

a un sens. Si ’application e — N(e, f) est complétement additive sur E
et absolument continue par rapport & &, sa densité s’écrit Nf. Pour
une fonction f réelle et &-mesurable dans X,Nf = Nf* — N~ s’appelle
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le potentiel de f par rapport au noyau N dés que Njf* et Nf~ sont
définis. Notons My = Mx(X) I’ensemble des fonctions bornées et &-
mesurables dans X a valeurs réelles et & support compact; alors, pour
tout noyau N relatif & X et a £ et pour toute fonction f de Mg, Nf a
un sens.

On dit que N satisfait au principe de domination (resp. au principe
complet du maximum) si, quelles que soient f,g de My = {f e Mg; f = 0},
Nf(x) < Ng(x) (resp. Nf(x) < Ng(x) + 1) presque partout pour & (noté
simplement p.p.) sur X dés que la méme inégalité a lieu p.p. sur
Supp (f). On désigne par Supp (f) le support de la mesure f&.

Pour un noyau symétrique N de type positif, ’ensemble {Nf; f e Mg}
est un espace pré-hilbertien par le produit scalaire

(Nf,Ng) = ij(x)g(x)d&(x) .

Sa complété est un seul espace hilbertien H = H(N) des fonctions réelles
et localement &-sommables dans X et telle que, quelles que soient f de
My et u de H,

(Nf,u) = f w(@) f(x)dE(@) .

Evidemment H vérifie la condition suivante:
(A) A un compact donné K de X, on peut associer une constante
A(K) > 0 telle que, quelle que soit v de H(N),

[ m@iaz@ < agjul,

ou ||u| est la norme de u dans H(N).

En général, un espace fonctionnel (relatif & X et a &) est, par
définition, un espace hilbertien constitué par fonctions réelles et localement
&-sommables dans X et vérifiant la condition (A) (cf. [1] et [3]). Done
H(N) s’appelle ’espace fonctionnel au noyau N. Soit H un espace
fonctionnel ; alors, d’aprés la condition (A), pour une fonction f de Mg,
il existe une fonction %, de H, et une seule telle que, quelle que soit
de H,

(g, u) = ju(w)f(x)ds(x) :

On appelle u; le potentiel de f dans H. En particulier, si u, = 0 des
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que f = 0, il existe alors un noyau symétrique N de type positif, et un
seul tel que, quelle que soit f de Mg, u; = Nf.

Soient N, et N, deux noyaux symétriques relatifs & X et a &; alors
pour que

NN,:E X E5 (e, ) — f Nyey(@)N,c(@)de(x)

soit un moyau relatif & X et a & ou ¢; ({1 =1,2) est la fonction
caractéristique de e;, il faut et il suffit que, quelle que soit f de Mg,

[INs@N.r@) @ < +oo .

Si N,N, a un sens, cela s’appelle la composée de N, et de N,. Voir, par
exemple, [7].

Il est déja connu qu’a un noyau symétrique N relatif & X et a &,
on peut associer une famille (N,),., des noyaux relatifs & X et a ¢ et
qui vérifie

“Quels que soient p >0 et ¢ > 0,

N, —N,=(qg—p)N,N, et lilﬁl N,(e, e;) = N(ey, e) sur E X E”,

o

si et seulement si N satisfait au principe de domination et N est régulier
(cf. [5D).

Si (Ny)yse existe, elle est uniquement déterminée et s’appelle la
résolvante associée au noyau N. On rappelle que si H(N) N L¥&) est
dense dans H(N), N est dit régulier (voir aussi [5]).

Rappelons aussi que si un noyau symétrique N satisfait au principe
de domination, alors N est de type positif, d’ou il existe 1’espace fonctionnel
au noyau N, et que s’il existe la résolvante associée au noyau N, alors
N satisfait au principe de domination (voir [7]).

L&) est évidemment un espace fonctionnel au noyau positif, et son
noyau U s’appelle le noyau d’unité. Cette terminologie est justifiée par
le fait que, quel que soit N un noyau relatif a X et a §, NU = UN = N.
On a, quels que soient e, et ¢, de E, U(e,e,) = &(e; N ¢&,).

Réciproquement on dit qu’un noyau symétrique N de type positif
est singulier si 'on a H(N) N L*¢§) = {0}

Remarque 1. Etant donné un noyau singulier N, on a alors, quel
que soit ¢ > 0,
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H(N + c¢U) = H(N) ® L*®) ,
ol @ signifie la some directe.

Remarque 2. Soient N et N’ respectivement un noyau régulier
satisfaisant au principe de domination et un noyau singulier. On a
alors, quel que soit p > 0,

H(N, + N) = H(N,) ® HN') ,

ot (N,),s, est la résolvante associée au noyau N.

Ceux résultent immédiatement de la proposition obtenue dans [5]?
et du fait que H(N,) = H(N) N L*&). On ne connait pas si, dans la
remarque 2, H(N + N’) = H(N) @ H(N").

Considérons finalement la contraction normale. Elle est, par défini-
tion, une transformation de la droite réelle a4 elle-méme qui diminue la
distance et conserves l’origine. On dit qu’une contraction normale T
opere dans un espace fonctionnel H si, quelle que soit w de H,T-u
appartient & H et on a ||T-u|| < ||u|. D’aprés [3] et [4], on connait bien
qu’un noyau symétrique N satisfait au principe de domination (resp. au
principe complet du maximum) si et seulement si la contraction module
(resp. toute la contraction normale) opeére dans H(N). La contraction

module T est définie par T(e) = |a|.

DEFINITION 1. Soient N, et N, deux noyaux symétriques et supposons
qu’il existe l’espace fonectionnel H(N;) au noyau N, (41 =1,2). On dit
que pour une contraction normale T, N, est un T-réduit de N, si, quelle
que soit % de H(N, N H(N,), T-u appartient & H(N,) N H(N,) et si I'on a

el — 1T wliay = 6l — 1T %lEw, »

ou |||z, désigne la norme dans H(N;). En particulier si T est la
contraction module, “7T-réduit” s’appelle un module-réduit. Si, pour toute
le contraction normale T, N, est un T-réduit de N,, alors N, s’appelle
un réduit normal de N,.

Remarque 3. Soit (N,),s, une résolvante des noyaux symétriques;
alors, quels que soient p, ¢ > 0, N, est un module-réduit de N,. En
particulier si, quel que soit » > 0, N, est sous-markovien, alors N, est
un réduit normal de N, dés que p < q.

@ On a montré 14 que, pour deux noyaux symétriques N; et N,
H(N;[ -+ Ng) = {u1 + Uy uleH(Nl) et ZQGH(Nz)} .
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On dit que 7N, est sous-markovien si, quel que soit ¢ de E, rN,(e, X)
< &(e). La remarque 3 est un résultat immédiat du fait que, quel que
soit p > 0, N, satisfait au principe de domination et du fait que, quelle
que soit v de H(N,) N L¥§),

oy = P (@) PAE@) + v -

Si, quel que soit r > 0,7N, est sous-markovien, alors pour tout p = 0, N,
satisfait au principe complet du maximum, et done, en utilisant aussi
la présente égalité, N, est un réduit normal de N, dés que p < q.

3. Les deux principes du maximum

Commencons d’abord avec le théoréme suivant:

THEOREME 1. FEtant donné un noyau symétrique N satisfaisant au
principe de domination (resp. au principe complet du maximum), il existe
alors une couple d’un mnoyou régulier N, satisfaisant au principe de
domination (resp. au principe complet du maximum) et d’un noyau
singulier N’, et une seule telle que U'on ait

N=N,+N et H®N)NHN)={0}.

Démonstration. Le noyau N étant de type positif, il existe I’espace
fonctionnel H(N) au noyau N. On note H, ’adhérent de H(N) N L*¢)
dans H(N), et alors cela est un espace fonctionnel faiblement régulier.
Soit # une fonction de H,; lorsque N satisfait au principe de domination,
on pose v = |u|, et lorsque N satisfait au principe complet du maximum,
on pose v = inf (1,u*). Alors il existe une suite (u,);_, de HN) N L&)
qui converge fortement vers u dans H, (aussi dans H(N)) avec n — +co.
On désigne par v, la fonction définie pour u, de la méme maniére que
ci-dessus, et alors v, appartient & H(N) N L*¢§) C H,. Donc

IVnll = 1Vall = Uall = ll%nllo

ol ||-|l, et ||| sont respectivement les normes dans H, et dans H(N). La
suite (v,) étant bornée dans H,, et donc on peut supposer qu’elle converge
faiblement vers une fonction v’ dans H, avec n — +oco. D’autre part,
quels que soient » un entier positif et K un compact de X, on a

ijn(x) — (@) |dé(z) < Llun(x) — w(@)|dE@) < AK) Uy — ull,
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ol A(K) est une constante dans la condition (A). Par conséquent, on
a, quelle que soit f de Mg,
Jv(x)f(x)dé(x) = lim |v,(2) f(®)dé(x) = lim (u®, v,),

n—+oo n—+oo

= (U®, '), = fv’(x)f(x)df(x) ,

ou ufP est le potentiel de f dans H, et (-, -), désigne le produit scalaire
dans H,, d’ot v =v’. On a donc

ol = lim [[v,l, = lm [Ju,]l, = [lull, ,
n—+o0 n—+co

d’ol la contraction module (resp. la contraction d’unité) opére dans H,.
11 est connu que si la contraction d’unité opére dans H,, toutes les con-
tractions normales opérent dans H,. Il existe donc un noyau symétrique
N, de type positif tel que H, = H(N,), et N, est régulier.

Si N =N — N, est un noyau relatif &4 X et & & on a alors H(N)
= H(N,) ® H(N’), d’ott N’ est singulier. Pour que N’ soit un noyau
relatif & X et & &, il suffit de voir que, quelle que soit f de M3, (Nf — N,f)~
appartient & H(N,), parce que si c’est vrai, on a alors

NS = Nof)" P = (Nf — Nof)™, Nof = Nf) =0,

qui résulte du fait que, quelle que soit v de H(N),(u*,u") <0, d’ou
(Nf — N,f)~ =0, et par suite,

Nf—Nyf=0.
Soit (N,),s, la résolvante associée au noyau N,; alors, quels que soient
p>0et g>0,N,N, a un sens, et par suite, pour toute fonction f de
Mz, N,f appartient & H(N) N L*(&). Ayant
N, f Z(Nf —Npf)- =20,
(Nf — N,f)~ appartient & H(N,). On a, quel que soit p > 0,
I(NSf — Npf)™ — (Nf = Nof)~|| £ INpS — Nofll = INpf — Noflly -

Faisant p — 0, on obtient que (Nf — N,f)~ appartienti a4 H(Ny). On
arrive ainsi a4 la conclusion que N’ est un noyau relatif a X et a &.
L’unicité de la forme N = N, + N’ est évidement déduite par la condition
H(N) = H(N,) @ H(N’). La démonstration est ainsi compléte.

On ne connait pas si I'unicité de la forme N = N, + N’ a lieu sans
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la condition H(N,) N H(N’) = {0}. N, et N’ s’appellent la part réguliére
et la part singuliére de N, respectivement.

EXEMPLE. Soit X une surface de Riemann ¢ 0, ou un espace de
Green. Lorsque N est le noyau de l’espace fonctionnel classique et muni
de la norme de Dirichlet, N, est la fonction de Green et N’ est le noyau
reproduit de HD(X), ou HD(X) est ’espace hilbertien de fonctions
harmoniques dans X et muni de la norme de Dirichlet.

Remarque 4. Dans le cas ou N est un noyau de convolution symétri-
que, N’ satisfait toujours au principe de domination (voir [6]). Mais,
dans le présent théoréme, N’ ne satisfait pas toujours au principe de
domination. Cela se comprend en considérant ’exemple ci-dessus.

DEFINITION 2. Soit N un noyau symétrique satisfaisant au principe
de domination; en posant N, = N, + N/, la famille (N,),», s’appelle la
pseudo-résolvante associée au mnoyau N, ou (N,),., est la résolvante
associée a la part réguliere N, de N.

Pour une fonction ¢ localement &-sommable et non-négative dans X,
on pose

H, = fue BN ; [lu@Fo@ds@ < +oo} .
En introduisant le produit secalaire
(W), = (thy V) ey + f w(@)o(@)p(@)dE()

sur H,,H, est un espace fonctionnel au noyau positif, et son noyau
s’écrit N,. Alors N, est régulier et satisfait au principe de domination,
car la contraction module opére évidemment dans H,. Il est aussi évident
que si N satisfait au principe complet du maximum, N, y satisfait aussi.
On écrit N, = N, + N, et alors la part réguliere de N, est N,.

THEOREME 2. Soit N un noyau symétrique satisfaisant au principe
de domination; supposer que toutes les notations sont les mémes que
ci-dessus. Alors les cing énoncés suivants sont équivalents:

(1) N’ satisfait au principe de domination.

2) Il existe un nombre positif p tel que N soit un module-réduit
de N,.
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3 Quelle que soit ¢ une fonction localement &-sommable et non-
négative dans X, N est un module-réduit de NP.

4) Quel que soit p > 0, Np satisfait au principe de domination.

(5) Quelle que soit ¢ ume fonction localement &-sommable et non-
négative dans X, Nq, satisfait au principe de domination.

Démonstration. Les implications (3) = (2) et (56) = (4) sont évidentes.
Montrons d’abord I’implication (1) => (5). Il suffit de voir que la contrac-
tion module opére dans H(KQ). Soient f,g de M%; alors |[N'f — N'g|e
H(N’) et

IINS — N'glllawn <IN — N'glluw, -
Soit (N, )pso la résolvante associée au noyau N,; alors
[IN,,f + N'f—N,,9—Ng|—|Nf—Ngl||<|N,,f —N,,9le L} .
On a done
[INoof + N'f—N,,9— Ng|—|Nf— Ngl|lle HN) N L*§) < H(N,) ,
et par suite, d’aprés JINM S — N, 9Fp(x)dé(x) < +o0, cela appartient a
H(N,. Ayant

lINy,f + N'f — N, 9 — N'gllfus,
= [[INy,pf + N'f — N, ,9 — N'g| — [N'f — N'9|la,
+ IIN"f — N9l
=[INy,»f + N'f = N, ,9 — N'g| — IN'f — N9z

+ [N, f + N'F = N, 0 = N'g| = [N'F = Ng g
+ IIN'F = N'glBrors
<INy pf + N'T = Nyyd = NGl + [IN, . = N, ,0f0de
< INyf + N'T = N,y = Nl + [IN,0f — N, ,9Fpde
= |Nyo + N'F = Ny p0 = Nl -
Faisant p — 0, on a

NS = Nogllaw, <IN, F — N9laa, »

et donc, de la méme maniére que dans le théoréme 1, la contraction
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module opére dans H(V ), en utilisant le fait que 1’ensemble {N of 3 feMg}
est dense dans H(N,).

Montrons ensuite que (2) implique (4). 11 suffit aussi de voir que,
quel que soit ¢ > 0, la contraction module opére dans H(N,. Soient u
et v fonctions de H(N,) N L*&) et de H(N’); alors |u + v|e H(F/'p) C H(N).
On désigne respectivement par u, et par u; la projection de |u + v| sur
H(N, dans H(N) et la projection de | + v| sur H(N,) dans HWN »), et
on note u,=|u +v|—u, et u;=ju-+ v|—u. Alors u, — u;e HN,),
u, — Uy € HIN) et u, — u, = u) — u,, d’ot u, = u,. Done, quel que soit
q > 0,|u + v| appartient 3 H(N,).

I + v|lEw, = lw vy + %o

= 1 [JoPdg + o Brcny + Nt

= [l fde + flu + vl -
D’aprés notre hypothése, on a I]u]zds = II% fd&, d’ou, quel que soit ¢ > 0,

% + vlk@, — llu + 2llka,

= q [quF — JP)dg + u + vl — Nl + Vil 2 0,

et par suite, on a (2) = (4).

Supposons que I’énoncé (1) a lieu. Alors I’énoncé (8) est déduit de
la méme maniére que ci-dessus. En effet, pour deux fonctions u ¢ H(N,)
et ve HIN'), |u + vIeH(N/',,) et le carré de la projection de |u + v| sur
H(N,) dans H(Z\Nf,,) est < |uf. Donc, de la méme maniére que dans
(2) = (4), on arrive a la conclusion que N est un module-réduit de K/},.

Montrons finalement que I’énoncé (4) implique 1’énoncé (1). On a,
quelle que soit u de H(N"),|u|e H(N,) et

Nz, = vlaw, = 1Ulae, -

Soit u, la projection de |u| sur H(N, dans H(N); alors u, appartient
aussi a H(N,) pour tout p > 0. On a

Nl = fl%lzdf + e + llwl — wlizan

et done, faisant p — +co, on obtient u, = 0, d’out |u|e HN') et |||4|llzwn
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= |#llgw,- Par conséquent, la contraction module opére dans H(N’),
d’ol1 (4) = (1). La démonstration est ainsi compléte.

En considérant la présente démonstration, la remarque suivante se
comprend facilement.

Remarque 5. Soit N un noyau symétrique satisfaisant au principe
de domination. Si la condition suivante (a) ou (b) ou (c) est vérifiée,
alors N’ satisfait aussi au principe de domination.

(a) H(N’) est fermé par la contraction module, c’est-a-dire, quelle
que soit u de H(N'),|ule H(N).

(b) 1l existe une fonction ¢ localement &-sommable et partout positive
dans X telle que N soit un module-réduit de N,.

(¢) Quelle que soit u de H(N), le carré de la projection de |u| sur
H(N,) dans H(N) soit < |uf.

De la méme maniére que dans le théoreme 2, on obtient le théoréme
suivant:

THEOREME 2'. Etant donné un noyou symétrique N satisfaisant au
principe complet du maximum, alors les cing énoncés suivants sont
équivalents :

(1) N’ satisfait au principe complet du maximum.

(2) Il existe ume fonction ¢ localement &-sommable et partout positive
dans X telle que N soit un réduit mormal de N,.

3) Quelle que soit ¢ une fonction localement &-sommable et mon-
négative dans X, N est un réduit normal de N,,,.

(4) Quel que soit p > 0, N » satisfait au principe complet du maximum.

(5) Quelle que soit ¢ une fonction localement &-sommable et mon-
négative dans X, N,,, satisfait au principe complet du maximum.

On le montrera en utilisant la contraction d’unité en remplacement
de la contraction module. On appelle la contraction d’unité la projection
de la droite réelle & 'intervalle fermé [0, 1].

4. Les résolvantes et les noyaux singuliers

Enoncons d’abord une autre sorte du principe de domination.

LEMME 1. Soient N un noyau symétrique satisfaisant au principe
de domination et c¢; (i = 1,2) une constante non-négative ; supposer ¢, = c,.
Alors pour deux fonctions f > 0 de L¥%) et g de Mz,
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Nf+ c¢f =Ng + ¢g p.p. sur X
dés que Nf a un sens et la méme inégalité a liew presque partout pour f&.

En effet, le noyau N + ¢, U satisfait au principe de domination (voir,
par exemple, [7]), et donc il suffit de montrer I'implication suivante:

Nf +cf < Ng p.p. pour féE=>Nf + ¢f < Ng p.p. sur X,

ol ¢ est une constante non-négative. Soit (K,);., une suite croissante
de compacts de X contenus dans l’ensemble {x e X ; f(x) > 0} et telle que

[ r@e@=o.

On a alors Nf, + ¢f, < Ng p.p. sur Supp (f,), ou f, est la restriction
de inf (f,n) sur K,. N satisfaisant au principe de domination, la présente
inégalité a lieu p.p. sur X. Faisant n — +oco, on arrive & l'inégalité

désirée.

DEFINITION 3. Soit N un noyau symétrique et de type positif. Un
ensemble A de E est dit N-régulier si, pour une fonction u de H(N), il
existe une fonction %), de H(N;A) ={ue H(N);J |[ufdé < + oo} telle que

A
u =4, p.p. sur A. Si, pour tout compact K de X, K est N-régulier, N

est dit localement régulier.

LEMME 2. Soient N un noyau symétrique satisfaisant au principe
de domination et A un ensemble de E. St la condition suivante (a) ou
(b) est wvérifiée, alors A est N-régulier.

(a) Il existe une fonction f de M3 telle que Nf > 0 p.p. sur A et

LleFdS < +oo.

() Quel que soit K un compact de X contenu dans A, Ncy est de
L*(A), on cx est la fonction caractéristique de K.

En effet, supposons d’abord que la condition (a) a lieu. Alors, quels
que soient n un entier positif et g une fonction de M3, inf (Ng,nNJ)
appartient & H(N) et sa norme est < |Nf|lzw,. La suite (inf (Ng, nNf))
converge done vers une fonction %, de H(IN; A) au sens de la topologie
forte dans H(N), d’ou Ng =« p.p. sur A. L’ensemble {Ng; g € M3} étant
dense dans H(N), on arrive a la conclusion que 4 est N-régulier.

Supposons ensuite que la condition (b) a lieu. On pose
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A= U {{xe A; Ncg(x) >0}; K: compact C A},

et alors A’ est N-régulier. Donc il suffit de voir que, quelle que soit u
de HN),u = 0 p.p. sur A — A’. Soit g une fonction de M3 ; alors, quelle
que soit h de M; et portée par A — A/,

1/2

jNg(x)h(x)d&(w) g( Ng(x)g(x)ds(x)) ”2( Nh(x)h(x)d&(x)) =0,

d’ot Ng =0 p.p. sur A — A’, et par suite, quelle que soit « de H(N),
% =0 p.p. sur A — A’

Pour que A soit N-régulier, il suffit de supposer la condition (b’) au
lieu de (b).

(") Quel que soit K un compact C A, Ncy appartient a H(N ; A).

LEMME 3. (a) St un noyau symétrique N satisfait au principe de
domination, alors il existe une suite (K,):_, de compacts de X telle que
K, soit N-régulier et que Uon ait £&(K,) < &(K,.),&(N ¢K,) =0 et

j Nex (1)ex (@)de(@) < j Nex,, (#)ex,, (2)dE) .

(b) Si un noyau symétrique N satisfait au principe complet du
maximum, il est alors localement régulier.

En effet, pour un compact K de X et un nombre positif ¢ donnés,
il existe un compact K, contenu dans K tel que §(K — K,) < ¢ et Ncg, soit
borné sur K,, car chK(x)cK(x)dS(x) < +oo. Done, pour une suite
croissante (K’) de compacts de X telle que | Jo_, K/, = X, on peut con-
struire facilement, par récurrence, une suite (K,) de compacts telle que
Necg, soit borné sur K, et que T'on ait K, C K, §K,) < §(K,,),
§(MNr1 K, =0 et

f Neg (2)ex (2)dE@) < f Neg,, (@)ex,, (@)de() .

D’apres le lemme 2, K, est N-régulier.

Voyons la deuxiéme part. Pour un compact K de X, d’apreés
N(K,K) < 4+ et de notre hypothése que N satisfait au principe complet
du maximum, il existe une suite croissante (K,) de compacts contenus
dans K telle que Ncg, soit borné sur X et que ’on ait &K — K,) < 1/n.

Ayant lecKnlzdS < 4o, on obtient que Nci appartient & H(N; K), et
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done, d’apres la condition ci-dessus (b’), K est N-régulier. K étant
quelconque, N est localement régulier.

Dans (a), on ne connait pas si 'on peut choisir une suite croissante
(K,) de compacts telle que &(\;.. ¥K,) = 0 et K, soit N-régulier.

LEMME 4. Soient N un noyau symétrique satisfaisant au principe
de domination et A un ensemble de E. Alors, pour un nombre positif
p et pour une fonction f de My, il existe un potentiel pur u(f, A, p) dans
H({N + U)®, et un seul tel que l'on ait

w(f,A,p) = Nf p.p. sur A,u(f,A,p) < Nf p.p. sur X

et, quelle que soit w de H(pN + U), (u(f,A,p),u), =0 dés que u =10
p.p. sur A, ow (-, )y, est le produit scalaire dans H(pN + U). Si A est
N-régulier, il existe une fonction f,, = 0 de L&) et portée par A telle
que

wWf,A,0) =PNfup + fao(=@ON + U)fa4p) .
En effet, on pose

P(N;A) ={pNg + ge HpN + U); g€ M%, Supp (9) C 4},

ol ’adhérence est au sens de la topologie forte dans H(pN + U). Alors
P(N; A) est un cone convexe et fermé. N appartenant a H(pN -+ U),
on peut définir la projection u(f,A,p) de Nf sur P(N; A), et cela est
évidemment un potentiel pur dans H(pN + U). D’aprés la proposition
obtenue dans [5], il existe une fonction f,, = 0 de L*%), et une seule
telle que, quelle que soit v de L*¢) € H(pN + U),

(u(fy A: p)! v)(p) = Iu(x)fA,p(x)dg(x) .

Evidemment, quelle que soit u de H(pN + U), (u(f, 4, p), u), = 0 dés que
u =0 p.p. sur 4, et done, f,, est portée par A. On désigne par f{)
la restriction de inf (f4,,n) sur K,, ou (K,) est une suite croissante de
compacts contenus dans A telle que &4 — U, K,) = 0. Alors, quelle
que soit 4 de H(pN + U) avec u = 0,

w(f, A, p)s W)y = ONSL, + F% Wy »
d’ott w(f,A,p) = pNf{, + f&,. Faisant n — 4 oo, on obtient que PN [,

®  Soit H un espace fonctionnel; un élement v de H s’appelle un potentiel pur
dans H si, quelle que soit v de H,(u,v) = 0 dés que v = 0 (voir [3]).
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+ fap a un sens et u(f,A,p) = PNf4ap + fa,p- Donc, quelle que soit v
de H(pN + U),

W(F, A, D)) V) gy = jv(x)fA,p(x)dax) = ONFip + Fam O

dés que j |[vpdé < +o0, et par suite, quelle que soit v de H(pN + U; 4),
A

(u(f, A,p), u)(p) = (prA,p + fA,p; u)(p) .

Si A est N-régulier, alors, pour toute w de H(pN + U), il existe une
fonction %, , de H(pN + U) telle que u = %), , p.p. sur A, car A est aussi
(pN + U)-régulier. Donc

(u(f, A: 20), u)(p) = (u(f; A’ p), u."l,p)(p)
- (prA,p + fA,p; ufd,p)(p) = (prA,p + fA,p,u)(p) ’

d’out u(f,A,p) =DPNfap + fap Daprés le fait que u(f,A4,p) est la
projection de Nf sur P(N;A), on a

PNfap+ fap = NSf p.0. sur A et DNf 4 + fap = NS p.p. pour fy,¢,
et par suite, d’aprés le lemme 1,
DN fap + Sao S NS p.p. sur X et pNf 4, + f4, =NJ p.p. sur A .

Supposons que A n’est pas N-régulier. Evidemment, pour une suite
croissante (K,) de compacts de X telle que A DK, et é4 — Uz, K,)
=0, la suite (u(f,K,,p));_., converge fortement vers u(f,A,p) dans
H(pN + U) avec n — +oo. D’autre part, pour un compact K de X, on
peut choisir une suite (K/,) de compacts contenus dans K telle que
&K — K,) <1/n et K, soit N-régulier. On obtient alors que la suite
(u(f, K, p)) est bornée dans H(pN + U), et donc on peut supposer qu’elle
converge faiblement vers une fonction « de H(pN + U) dans H(pN + U)
avec n — +oo. % est évidemment un potentiel pur dans H(pN + U) et,
quelle que soit v de H(pN + U), (%, ), =0 dés que v =0 p.p. sur A.
On a

lim | [u(f, K, p) — u(f, K, p)|dé

n,m—+ 00

< lim Nf()dé(x) =0,

nym—+o J (K—Kp)U(K-Kp)

d’ot 4 = Nf p.p. sur K, et par suite v = u(f, K,p). D’aprés I’inégalité
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1_1'131 u(fs Ko D) oy = |u(Ss K D) |lioy »

la suite (u(f, K, p)) converge fortement vers u(f, K,p) dans H(pN + U)

avec n — +oo. Par conséquent, pour notre ensemble A, il existe une

suite (K]) de compacts contenus dans A telle que &4 — Uz, K]) =0,
lim ||u(f, K7, p) — u(f, A, D) p = 0

n—r+ o0
et K/ soit N-régulier, d’ou
u(f,A,p) < Nf p.p. sur X et u(f,A,p) = Nf p.p. sur A .

Pour un ensemble A de E,pNf,, + fa,» S’ appelle le potentiel balayé
de Nf sur A relativement au noyau pN + U. Lorsque A est N-régulier,
cela est au sens usuel.

PROPOSITION 1. Soient N un noyau symétrique satisfaisant au
principe de domination et A un ensemble de E. En posant, pour deux
ensembles e, e, de E,

No(ene) = j ()@@

N, est un noyou symétrique et portée par A X A et la famille (N 4 5)pso
est une résolvante. Il existe une suite (K,):., de compacts de X telle
que Uon ait §(X — (g1 K,) = 0 et que, quels que soient p > 0 et f de
My, NN, ,f converge fortement vers N\N,f et pN'N,, ,f converge forte-
ment vers N'f dans H(N) avec n — +oo, 0@t N, , = Nk, , et Ny (Np)pso
et N’ sont respectivement la part réguliere de N et la résolvante associée
au noyoau N, et la part singuliére de N.

On préparera d’abord un lemme.

LEMME 5. Etant donné un noyau symétrique N satisfaisant au
principe de domination, alors, quel que soit ¢ une constante positive, la
part réguliere de N + cU est égale @ N, + cU, o N, est la part réguliére
de N.

En effet, N, + c¢U est régulier, car, pour une fonction quelconque %
de H(N, + cU), on peut écrire u = u, + u,, ot u, € H(N,) et u, e L&), et
on a

[ —— (nulnim + jnuz(x) Vds(x)) "
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D’aprés N + c¢U = (N, + cU) + N/, il suffit de voir H(N, + cU) N H(N')
= {0}, ou N’ est la part singuliére de N. Soit » une fonction de
H(N, + cU) N H(N’); alors elle s’exprime sous la forme % = u, + u,, ol
w, e HN) € H(N) et u,e L&), et done, d’aprés ue H(N') C H\N), u,
appartient & L*§&) N H(N) € H(N,). Par conséquent, uec H(N,, d’ou
u = 0.

Démonstration de la proposition 1. 11 est évident que N, , est un
noyau relatif & X et 4 & et portée par A X A. Si A est N-régulier,
alors, quels que soient e, e, de E avec ¢, U e, C A,

N(eu €) — NA,p(el, €) = pNNA,p(eu 62)
=P fN e, (X)(Ce) 4, p(@)dE(X) = P I(pN(cel)A,p + (Ce) a,p)(Ce,) 4,08

=p f ON(Ce)ap + (€0) 2.0)(Co) apdE = D che,(x)(ch)A,p(x)ds(x)
= pNNA,p(ez, 61) ’

d’ou N, est symétrique. Ayant pNN,, =N — N, , sur E, X E,, ou
Ey={eck;eC A}, la famille (Ng,),,, résulte une résolvante de la
maniére usuelle (cf. par exemple, [7]).

Supposons, en général, que A n’est pas N-régulier; alors, de la méme
maniere que dans le lemme 4, il existe une suite (K,) de compacts con-
tenus dans A telle que, quels que soient p > 0 et f de My, la suite
(u(f, K,,p)) converge fortement vers wu(f,A,p) dans H(pN 4 U) avec
n — +oo et que K, soit N-régulier. On a alors, pour toute f,

[ 1N = Nanf P& < |00, Ky D) = 07, A, D) »

et donc, la famille (IV,,,),., est une résolvante. Soit A = X; alors N4,
= N,, car H(N; X) = H(N,), et done, il existe une suite (K,) de compacts
de X telle que K, soit N-régulier et que, quels que soient p > 0 et f de
My, la suite (NN, ,f + N, /)., converge fortement vers Nj dans
H(pN + U) avec n— +oo. On a évidemment (N3, ¥K,) = 0. D’apres
le lemme 5, on a
”pNNn,pf + Nn,pf - Nf”%p)
= HpNoNn,pf + Nn,pf - Nof\ﬁp) + HT)N,Nn,pf - N’f\\?m

= [PNWoof = DN, F o + [|Nnf — Npf e
+ IPN'Np,of — N’ fllaw »
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et done, les suites (N, /), (NN, ,f) et (bN'N, .f) convergent fortement
vers N,f, Ny\N,f et N'f dans L%%), dans H(N, et dans H(N’) avec
n — —+co, respectivement.

On dit que (N 4,p)pso la résolvante sur A associée au noyau N. On
obtient facilement que si A C B et ils sont N-réguliers, on a alors N,
= N, sur A X A.

Remarque 6. Soient N un noyau symétrique satisfaisant au principe
de domination et (N,),., la résolvante associée a la part réguliére N, de
N; alors, quel que soit p > 0, N’N, a un sens et on a N’ = pN’N,, ol
N’ est la part singuliére de N.

On choit une suite (K,);_, des compacts de X telle que, quels que
soient p > 0 et f de Mg, les suites (N, , /) et (PN’N,, ,f);_, convergent
fortement vers N,f et N'f dans L&) et dans H(N') avec n-— oo,
respectivement, ol (N,,,)ps, €st la résolvante sur K, associée au noyau N.
On a alors, quelles que soient f et g de Mz,

f N'f(@)g(@)de@) = lim p [ NN,/ @)g(x) de()

N+

= lim » [ Ng@)N, ,f(x)dé) = ij’g(x)pr(x)dax)

n—+oo
d’ot N'N, a un sens et N’ = pN’'N,,.

LEMME 6. Si un noyou symétrique N satisfait au principe complet
du maximum, alors, quels que soient A de E, et p > 0,pN, , est sous-
markovien. Pour e de Ey, pN 4 ,(e, X) est croissante avec A.

En effet, pour une fonction f de M} et pour deux ensembles A,B
de E, avec A C B,

pN(NA,pf) + NA,pf = pN(NB,pf) + NB,pf < Nf

p.p. sur X. D’apreés le lemme suivant et le principe complet du maximum
pour pN 4+ U,

P [Nuofds < v [Noosde < [ s,

d’oli notre lemme.

LEMME 7. Si un noyau symétrique N satisfait au principe complet
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du maximum, alors, quelles que sotent f,g9 de Mz, I fdg < .[gd& des
que Nf < Ng p.p. sur Supp (/).
Voir [7].

DEFINITION 4. Soit N, un noyau régulier; on note D (N, (resp.
Cy(Ny) la totalité des noyaux singuliers N’ tels que H(N,) N H(N') = {0}
et N, + N’ satisfasse au principe de domination (resp. au principe complet
du maximum).

D’apreés le théoréme 1, pour qu’un noyau régulier N, satisfasse au
principe de domination (resp. au principe complet du maximum), il faut
et il suffit que Dy, # 0 (resp. Ci(N,) # 0). On obtient aussi, d’apreés
la remarque 6, que si, pour un noyau régulier N,, D(N,) 51, alors N,
satisfait au principe complet du maximum, car, quel que soit p > 0,pN,
est sous-markovien, ot (N,),-, est la résolvante associée au noyau N,.

PROPOSITION 2. Soit N, un noyau régulier; alors, pour que C(N,) + 0
et C(N,) # {0}, ¢l faut et il suffit que N, satisfasse au principe complet
du maximum et HIN, + U) 1. Dans ce cas, Cy(N,) contient toutes les
constantes non-négatives.

En effet, si Ci(N,) = 0 et C«(N, # {0}, alors, quel que soit ¢ > 0,
N, + cU satisfait au principe complet du maximum, et CyV,)
CC«(N, + c¢U). Si H(N, + U) 51, toute la constante positive appartient a
H(N, + U) et elle est un potentiel pur dans H(N, + U). Soit N’ % 0 de
C«N, + U); alors, quels que soient ¢ > 0 et f de My, inf (N,f + N'f
+ f,a) appartient a H(N, + U) et cela est un potentiel pur dans
H(N, + U). Faisant ¢ —» 4+o00, on a N'feHWNN, + U), d’ol une con-
tradiction.

Si N, satisfait au principe complet du maximum et H(N, + U) 21,
on obtient que C,(IN,) contient toutes les constantes non-négatives. Soit

o une constante positive; supposer que, pour deux fonctions f, g de Mj,
affds + Nof = afgdé + Ny + 1 p.p. sur Supp (/) .

Si aj fd& < ajgdé + 1, alors, d’aprés le principe complet du maximum

pour N, la méme inégalité a lieu p.p. sur X. Supposons aJ fdg > aIgdS
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4+ 1; alors N,f < N,g p.p. sur Supp (f). D’aprés le lemme 7, deé <
jgd&, d’oli une contradiction.

DEFINITION 5. Soit N, un noyau symétrique; un noyau symétrique
N est dit Nyinvariant si Uon a

NN =NN,=N.

THEOREME 3. Soient N, un noyou régulier satisfaisant aw principe
complet du maximum et (N,)p., lo résolvante associée au mnoyoau N,;
supposer ensuite Cy(N,) + {0}. Alors les trois énoncés suivants sont
équivalents :

1) Quels que sotent N de Cy(N,) et p > 0,N’ est (pN,)-itnvariant.

@) Quels que soient N’ de Ci(N,), K un compact de X et p > 0, on a

NK,p(ey X) .S_. Np(e’ X)

pour tout e de E, ot (Ng,p)pse €St la résolvante sur K associée au noyou
N, + N'.

3) Quel que soit p > 0,pN, est markovien, c’est-a-dire, quel que
soit e de E,pN,(e, X) = &(e).

Démonstration. Supposons d’abord I’énoncé (1); alors, d’aprées C,(V,)
5 1,pN, est markovien, d’ot Ng, (e, X) < N,(e, X) pour tout e de F, car,
d’apres le lemme 6, pNg , est sous-markovien, d’ou (1) = (2).

Montrons ensuite P’implication (2) = (3). Soient (K,);_, une suite
croissante de compacts de X avec s, K, = X et (N, ,)pso la résolvante
sur K, associée au noyau N + 1. Alors, d’aprés la proposition 1,

lim pNn,p(e, X) = S(e)

B+

pour tout e de £\, d’ou pN, est markovien.
On supposera finalement 1’énoncé (3). Soit N’ un noyau singulier
de C{(N,); alors N’ + 1 appartient aussi & C(N,). Onpose N =N, + N’
+ 1, et on prend une suite croissante (K,)o_, de compacts de X avec
Ui K = X, (N, p)ps0 désigne la résolvante sur K, associée au noyau
N. Ayant 1e HN’ + 1), on obtient, quel que soit e de E,,
lim pN,, (¢, X) = &(e) = pN,(e, X) .

n—+ o0

On a, d’autre part,
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lim pN, ,(e;, €,) = PNy(e, e,) sur E, X Ej .

N+ 00
Par conséquent, pour un nombre 0 < ¢ < 1 donné et pour un ensemble

e, de E,, il existe un compact K, de X tel que, pour tout entier =
suffisamment grand,

pr,n(em CK,) < 5{:(30) .

Soit f une fonction de My telle que N’f soit borné sur X; on a alors

[ Nraz = tim p [N 7@N, e @ds@)

n—+oo

< lim p [ N@N.p0 @)@ + eé(e (ess. sup N'/(@))

n—+oo

< pr’ f@)N e (2)dE(x) + e<ess.e§up N’ f(x)) &(ey)
ou ¢, est la fonction caratéristique de ¢,, Faisant ¢ —» 0, on a
[ vrae < p [N 7@N,e.@dsta) .

Done N’ < pN’N,, car, d’aprés le principe complet du maximum pour
N, pour une fonction f de M}, il existe une suite croissante (K,);_, de
compacts de X telle que
rag< L

CKn n
et Nf, soit borné sur X, ou f, est la restriction de f sur K,. En
combinant avec la remarque 6, on obtient que N’ est (pN,)-invariant.
La démonstration est ainsi complete.

Remarque 7. Soient N, un noyau régulier satisfaisant au principe
de domination, (N,),-, la résolvante associée au noyau N, et N’ un noyau
singulier; on suppose qu’il existe un nombre positif p, tel que p,N,, soit
markovien. Si N’ est (p,N,,)-invariant, on a alors H(N,) N H(N’) = {0}.

D’aprés H(N,) € H(N, + (1/p)U), il suffit de voir que H(N, + (1/py)U)
N H®N) = {0}. Ayant

No+Lu=2L5%@nNm,
Do n=0

0

ou (1) =U et (-)"=()"'(-) (n = 2), et p,N,, étant markovien, on obtient
que, quelles que soient u,v de H(N, + (1/p,)U),
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O %po f (@) — wy)@@) — v@)PN,(de, dy)

= D0 f j w(@)((@) — v(E)PN(dz, dy) .

D’autre part, I’ensemble {N'fe H(N'); fe My} étant dense dans H(N'),
on a, quelle que soit v de H(N"),v = p,N,v.

Soit # une fonction quelconque de H(N, + (1/p)U) N H(N’); alors,
quelle que soit f de Mg, on a

s Prcvorarposy = Do j j F@@x) — u@)poN, (e, dy)
- pojﬂx)(u(x) — DN @) de@) = 0 .

My est dense dans H(N, + (1/pyU), car, d’apres la proposition obtenue
dans [5], pour une fonction v de H(N, + (1/py)U), il existe une fonection
g de L*&), et une seule telle que, quelle que soit w de L&) C
H(N, + (1/py)U),

(v, w)H(No+(l/po)U) = Jwg ds .

Par conséquent u = 0, d’ou H(N, + (1/p)U) N H(N') = {0} .
On note L;,(&) la totalité des fonctions non-négatives et localement
&-sommables dans X. On obtient, d’autre part, la proposition suivante:

PROPOSITION 3. Soit N, un noyau régulier satisfaisant au principe
complet du maximum; on suppose que, quel que soit p > 0,pN, est
markovien, ot (Np)ps, est la résolvante associée au noyau N, Pour une
fonction ¢ de L; (&), N, est le noyau régulier défini dans la définition 2.
Alors, pour un noyau singulier N’ de C(N,), on a, quels que soient p > 0
et f de Mg,

N’f = pN'N, ,f + N'((N,,, )e) ,
o (N, )ps, €st la résolvante associée au moyau N,.
Cela est un résultat immédiat du lemme suivant:

LEMME 8. Soient N, un noyau régulier satisfaisant au principe de
domination et ume fonction de Li.(8); (Nppso €t (N, )ps désignent
respectivement les résolvantes associées au moyau N, et au noyau N,.
Alors on a, quelle que soit f de Mg,
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Nof =N, ,f + N,((N, ,Ne) .
En effet, on a, quelles que soient u de H(N, ,) et f de Mg,

(N o0 s u)H(N,,,,,,) = Iu(x)f (x)d&(x)
= ju(x)Nmf(x)go(x)ds(x) + (N, s Warary -

On suppose d’abord que ¢ est bornée sur X, et alors on a H(N, ,) = H(N,).
Done, quelle que soit # de H(N,),

[ @100 = us + 0y =0,

et par suite, N,((N, /)¢ — f) a un sens et appartient 3 H(N,), d’ou
pr - N«p,pf + NP((Nw,pf)?’) .

On a, en méme temps, N, 2 N,,. En général, poser ¢, = inf (p,n);
alors la suite (N,,)7.. est décroissante pour tout p > 0. Si n<m,
N,,,— N,,., est un noyau symétrique et de type positif, et donc, N

— N, , est aussi un noyau symétrique et de type positif, ou N, , =
lim,,. N On a, pour une fonction » de H(N, ,),

on,p°

Pn,p

ey > 2 i utler,, = Hm [lu(@)Pon@de(a) + [l
= [1u@Po@de(@ + [wlfrony = lirer, »

et par suite, on a H(N, ,) < H(N, ,) et N, ,— N, , est de type positif.
D’autre part, quel que soit # un entier positif, N,, , — N, , étant de type

positif, N, , — N, , est aussi de type positif, d’o N,, =N, ,. D’aprés
le théoréme de Lebesgue, on a

pr - Ngo,pf + NP((Nga,pf)So) M

Remarque 8. D’aprés la présente proposition, on a, en général,
C(N,) 7 C(N,). Cela se comprend en considérant une surface de Riemann
X et une fonction non-négative ¢(+ 0) telles que OHD(X) — L* + 0, ou
OHD(X) est 'espace des solutions de 1’équation: du = ¢u, qui appartien-
nent 4 L*p) et dont les normes de Dirichlet classiques sont finies.
D’apres le théoréme 2, on connait que V’inclusion C{(N,) < C«(N,) n’a pas

toujours lieu.
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Remarque 9. Soit N, un noyau régulier satisfaisant au principe
complet du maximum; alors on a, pour une fonction ¢ de L;:.(§) et pour
un nombre a avec 0 < a < 1, Cy(Ny) N Cy(N,) C Cy(N,,).

En effet, soit N’ un noyau singulier quelconque de C,(N,) N C(N,);
on pose respectivement N = N, + N/, NS‘, =N, + N et N’w = Ng, + N'.
On a, quelles que soient u de H(N,) N L¥¢) et v de H(N'),

linf (u 4+ 2, Dl = ey + 1%llay = lu + 2|k,
[inf (u + o), D, = lwlkay + 1%lkey = 1+ vlka, »

ou u, et u, sont respectivement les projections de inf (ju + v|, 1) sur H(N,)
et sur H(N’). On a donc

[inf (u + v}, DI}, = allw |, + 1 — o)|u |y

+ o = llw + v“iuﬁw) ’

~

et par suite, N,, satisfait au principe complet du maximum, d’ol
N’ e Cy(N,,).

On obtient, de la méme maniere, DN, N D(N,) C Dy(N,,). Mais
nous ne connaissons pas maintenant la comparaison explicite entre C,(N,)
et C(N,). Elle sera peut-étre utile pour déterminer C(N,). D’aprés la
présente remarque, si N, est régulier et satisfait au principe complet du
maximum (resp. au principe de domination), alors Cy(N,) N C(N,) C
C(N,) (resp. Dy(N,) N D(N,) C Dy«(N,) des que ¢ < p, ot (N,),-, est la
résolvante associée au noyau N,.

5. Les noyau singuliers satisfaisant aun principe complet du maximum

Pour un noyau N relatif &8 X et & & on ne peut pas toujours le
potentiel de la mesure de Dirac ¢, & ze X par rapport au noyau N.
Mais on peut considérer son support & un certain sens.

DEFINITION 6. Soient N un noyau relatif & X et & &, et # un point
de X ; on pose, pour un systeme fondamental (w,);., des voisinages de =,

Supp (V3 ¢,) = () {z € X ; Ne,, (@) > 0},
n=1

ol ¢,, est la fonction caractéristique de w,. Cela est déterminé uniquement
sauf ’ensemble de zéro &é-mesure et s’appelle le support du N-potentiel
de e,.
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Soient f de Mi et x un point de X ; si, quel que soit V un voisinage
de x,J Sfd& > 0, on a évidemment Supp (NV;e,) C {x € X; Nf(z) > 0} sauf
14

I’ensemble de zéro &-mesure.

Remarque 10. Soient N, un noyau régulier satisfaisant au principe
de domination et (V,),-, la résolvante associée au noyau N,. On a alors,
quels que soient p > 0 et z de X,

§(Supp (N ;¢,) © Supp (Npse,)) =0,

ol © désigne la différence symétrique. On a, d’aprés 1’équation
résolvante,

No= 3@ (N, et N, = 3 p (N,
Done notre remarque en résulte immédiatement.

Remarque 11. Si un noyau régulier N, satisfait au principe de
domination et §’il est partout dense dans X X X, on a alors, pour tout
z de X, §(X — Supp (Ny; &) = 0.

Pour un noyau régulier N, et pour une fonction ¢ de L;.(&), H,
désigne espace fonctionnel {ueH(NO); f ) Po() dE () < —|—oo} introduit

le produit scalaire
(W, v), = (U@ @@ + O Vi -

Si H, est a noyau positif, son noyau s’écrit aussi N, et s’appelle le
¢-noyau associé au noyau N,.

THEOREME 4. Soient N, un noyou régulier et N’ un noyou singulier
avec H(N,) N H(N’) = {0}; supposons qu’il existe une fonction positive ¢
de L (&) telle que, quel que soit a = 0, le noyau N,, existe. Si, pour
tout a = 0,N,, + N’ satisfait auw principe complet du maximum, alors N,
et N’ satisfont au principe complet du maximum et, quelle que soit u
de H(N’), on a, pour &-presque tout x de X, w(y) = u(x) &-p.p. sur
Supp (N ; ,).

Si le présent théoréme a lieu, alors, d’aprés la remarque 11, on a
le corollaire suivant:
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COROLLAIRE. Soit N un noyou symétrique satisfaisant au principe
complet du maximum. Si, quel que soit p > 0, N, + N’ satisfait aussi
au principe complet du maximum et si le support de N, est X X X sauf
’ensemble de zéro & X &-mesure, N s’exprime sous la forme N = N, + C,
ot C est une constante non-négative. Les notations Ny, N’ et (N,)ps, Sont
les mémes que ci-dessus.

Pour montrer notre théoréme, on préparera d’abord le lemme suivant:

LEMME 9. Soient N un noyau symétrique satisfaisant au principe
complet du maximum et N’ sa part singuliére; alors, pour une suite
croissante (K,)s., de compacts de X et pour un nombre p >0, on a,
quelles que soient f une fonction de My et u une fonction bornée de
H(N"),

lim ”f(x)(u(x) — WW)PN,,(de, dy) = 0,

0ol (N p)pso €St la résolvante sur K, associée au noyau N + 1.
En effet, on peut supposer évidemment C (N,) # {0}, et donc
pN,,1 <1 et lim pN,,1 =1 &p.p. sur X.

n—+o
La fonction u étant bornée, la présente intégrale a un sens. On a

lim

n—>+ oo

”f(x)(u(x) — w(@)PN, ,(dz, dy)

= lim

n->+oo

” S@uw(@)pN, ,1(x)dé(x) — (U, N'(DN ;. pfNuwn| =0,

car la suite (N'(pN,, ,/));-, converge fortement vers N’f dans H(N’) avec
n — +oo0, d’ou notre lemme.

Démonstration du théoréme 4. On connait déja que N, satisfait au
principe complet du maximum, et le principe complet du maximum pour
N’ est déduit de la méme maniére que dans ’implication (4) = (1) dans
le théoréme 2.

Montrons d’abord que si, pour une fonction # de H(N’) et pour un
ensemble e de E, il existe une constante ¢ telle que u(x) = ¢ &-p.p. sur
e, alors on a, pour &-presque tout x de e, u(y) = ¢ &-p.p. sur Supp (V; ¢,).
En effet, on peut supposer ec E,,¢c = 0 et que u est bornée sur X, car
toute la contraction normale opére dans H(N’). On désigne par c, la
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fonction caractéristique de e, et on pose v = inf (u,¢). Alors v appartient
aussi & H(N’). D’apreés le présent lemme, pour une suite croissante
(Kz., de compacts de X avee |, K, = X,

lim f f (@)@ — v@))PN,, ,(dz, dy) =0 ,

Nn—r+o0

ol (N,,p)pso est la résolvante sur K, associée au noyau N, + N’ + 1. En
utilisant le fait que, quelle que soit f de Mg, N, ,f converge fortement
vers N,f dans L&) avec n— +oo, ol (N,),s, est 1a résolvante associée
au noyau N,, on obtient

0= lim [fe.@)e — v@)PN, 5(da, dp)

N+ o0

> j j ce(@)(c — v@)PN,(da, dy) = 0,

car ¢ = v &p.p. sur X. La fonction v étant bornée, pN,» a un sens
et on a

PN, v(x) = epN,1(x) &-p.p. sur e,

d’ol, pour &-presque tout z de e,v(y) = ¢ &-p.p. sur Supp (N;e,). Par
conséquent, pour &-presque tout x de e, u(y) = ¢ &-p.p. sur Supp (V; ¢,).
En répétant la méme discution pour u, on a, pour &-presque tout z de
e, u(y) = ¢ &-p.p. sur Supp (N;¢,).

On remarque ici que, quelles que soient # de H(N’) et ¢ une constante
non-négative, sup (u,c) — ¢ appartient & H(N’), car

% = inf (u, ¢) + (sup (u,¢c) — ¢) .

D’aprés la présente discussion, quelles que soient u de H(N') et ¢;,e¢c,
deux constantes non-négatives avec ¢, < ¢,, on a, pour &-presque tout = de

ew; e, ) ={reX;c S ul = ¢},

¢, < uy) £¢ &p.p. sur Supp(N;e,). En effet, on peut supposer
évidemment &(e(u; ¢, c)) > 0. Poser

v, = inf (u,¢;) et v, =supu,c) —c,.

Alors v, = ¢, &-p.p. sur e(u; ¢, ¢,) et v, = 0 &p.p. sur e(u; ¢, ¢,), et done,
pour &-presque tout x de e(u; ¢, ¢,), v, (y) = ¢, &p.p. sur Supp (NV;e,) et
2,() = 0 &-p.p. sur Supp (N ; &,), d’oli, pour &-presque tout x de e(u; ¢, ¢,),
¢, £ u(y) = ¢, §&p.p. sur Supp (N;e,).
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Soit # une fonction non-négative de H(N’); posons

e’(u;n)=CJ{xeX;%§u(x)§ ktl ’
n

k=1

5({yeSupp (N e suly) > & Z 1

ou 1) < ) > 0]

On a alors &(e’(u;n)) =0, d’ou &y, e (w;m) =0. On a done, pour
&-presque tout z de X, u(y) = u(x) &p.p. Supp (N;e,). Nous remarquons
finalement que, pour une fonction u de H(N’),u* et u~ appartiennent a
H(N’), et nous achevons la démonstration.

Nous ne connaissons pas treés bien l'inverse du présent théoréme,
mais le théoréme suivant est proche son inverse.

THEOREME 5. Soient N, un noyou régulier et N' un noyau singulier
avec H(N,) N H(N') = {0}. S¢ les trois conditions sont vérifiées, alors
N, + N’ satisfait au principe complet du maximum.

(1) N, satisfait au principe complet du maximum.

(2) Quelle que soit f de Mg, inf (N’f,1) appartient & HWN, + N’) et
on a

Jinf V7, Dl < ( f N’f(x)f(x)d&(x)) "
) Quelle que soit f de Mg, Uintégrale
j N'F@N' (@) — N'F@)IpN,(da, dy)

a un sens et est égale a 0, ot (N,)ys, est la résolvante associée au
noyau N,.

Démonstration. Pour montrer que N, + N’ gsatisfait au principe
complet du maximum, il suffit de voir que, quelle que soit f de Mg,
inf (N,f + N'f,1) appartient & H(N, + N’) et

linf Vof + N7, Dl < ([ s + N'7) ) -

En effet, si, 'on admet le présent énoncé, de la maniére usuelle dans
cet article, quelle que soit # de H(N, + N’), inf (u,1) appartient aussi a
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H(N, + N’) et sa norme dans H(N, + N') est =< ||ullzwoenr. On a done,
pour tout entier positif =, (1/n) inf (nu,1) e H(N, + N’) et

1.
“_ inf (nu, 1) ” = [ ullzaves e -
n HWo+N")

Faisant n — +oc0, on a u*eH(NN,+ N’), et la norme de u* dans
H(N, + N’) est plus petite que celle de u. Par conséquent, la contraction
d’unité opere dans H(N, + N’).

Pour une fonction f de My et pour un nombre p > 0, on pose

Uy, = inf (N,f + N'f, 1) — inf N'f, 1),

et alors |u,, ;| < |N,f|e LX&. Donc, quel que soit ¢ > 0, Nyu, ; a un sens
et on a

q j f Uy, (@)W, (@) — Uy ()N, d)
~q ( f 1ty (@) (L — qN, 1(2))de()
+ % f j(up,f(x) — u,, ()N, )(dz, dy)) .
On a, pour &-presque tous z,y de X,

[%p, /(@) — Up, (| < |Npf(@) — Npf@)| + 2|N'f(x) — N'f(»)],

et d’aprés la condition (3),
[Javs@ — N rapraN@s, ap = o
Donc on a
@ [[ /@15, 1(@) — wp, W)@N D, dp)
< ¢ ([INo/@PQ = aNA@) + 2 [[IN,7@) — Nor@)HaN)@a, dy))
—q f j N, f@ N, f @) — Npf @GN A, dy) = | Ny rores o »
d’ol

%, fllzzvos ooy S WNpf lawor oo -

Faisant ¢ — 4 oo, on obtient que u, , appartient & H(N,) et on a
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lp,rllzavey = INoS lrave »

et ensuite, faisant p — 0, on a inf (N, f + N’f,1) — inf (N’f, 1) e H(N,) et
(inf (Nof + N'f, D) — inf (N'f, D llawg = INoSf lawe -

D’apres la condition (2), inf (N'f,1) appartient & H(N, + N’), et donc
inf (N,f + N'f,1) appartient aussi a H(N, + N’). On a, de plus,

linf (Nof + N'f, Dlfgwosnn = NnE(Nof + N'f, D) — inf (N'f, Do
+ linf (N’ £, D vorwy = INoS gy + IN'f v
= |NoS + N'flawosnn »

d’ou N, + N’ satisfait au principe complet du maximum. La démonstra-
tion est ainsi compléte.

Si N’ satisfait au principe complet du maximum, la condition (2) est
évidemment vérifiée. Mais son inverse n’a pas toujours lieu.

Remarque 12. Dans le présent théoréme, si N, vérifie la condition
que, quelles que soient f,g de My,

f fNJ(x)g(x)d&(x) - f 9(@) SNz, dy) ,

Supp (No; ¢z)

alors la conclusion du théoréme 4 déduit la condition (3). Si N, est égal
a4 une fonction localement & x &-sommable et non-négative en dehors de
I’ensemble diagonal de X x X, la condition notée ci-dessus est vérifiée.

6. Appendices sur les noyaux réguliers

1° Les noyaux continus

Soit G(x,y) une fonction continue au sens large, non-négative et
symétrique dans X x X; supposons ensuite G(z,x) > 0 pour tout x= de
X et que, quel que soit w un ouvert non-vide de X, il existe une mesure
de Radon positive v, = 0 & support dans o telle que la G-énergie de
Yoy ijwdvm = I G(x, y)dy,(y)dy,(x), soit finie. Sile noyau-fonction continue
G satisfait au principe complet du maximum®, alors il existe une mesure
de Radon positive & partout dense dans X telle que le noyau

@ Cela signifie que, pour deux mesures de Radon positives g,v dans X & support
compact et de G-énergie finie, Gu(x) < Gv(x) + 1 sur Supp (1) = Gu(x) < Gu(x) + 1 sur X,

olt Gu() =§G<x,y)dy(y).
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N(e,, e) = f e f G, DAEWAE@)

relatif & X et a & soit régulier et satisfasse au principe complet du
maximum.

En effet, X étant a base dénombrable, on peut choisir une base
dénombrable (w,)s_, d’ouverts de X. D’aprés notre condition, il existe
une mesure de Radon positive v,(s+ 0) & support compact dans w, telle

que JGundvn < +4o00. D’aprés le principe complet du maximum pour G,

on peut supposer que le G-potentiel de v,,
@) = [ GG, 1))

est borné sur X. On choit une suite (a,)7., de nombres positifs telle

que f‘_, anjdvn < +co, et on pose & = i} av,. Posons
n=1 n=1

N(e,, &) = j G, 1) dE)dE) ;

e1d ez

alors N est un noyau symétrique relatif & X et & & et satisfait au
principe complet du maximum. D’aprés la proposition 2 et HN + U)
51, N est régulier.

2° Noyaux de convolution symétriques

Lorsque X est un groupe abélien et & est sa mesure de Haar, un
noyau N relatif & X et a & s’appelle un noyau de convolution sur X s’il
existe une mesure de Radon positive » dans X telle que, quels que soient
e,e, de E,

N(e,, &) = j erxl(@)de(@)

ol ¢; 1 =1,2) est la fonction caractéristique de e; et &, (x) = c,(—2x).
Dans ce cas, ¢ est uniquement déterminée, et elle s’appelle aussi un
noyau de convolution sur X. Si N est symétrique si et seulement si «
est symétrique par rapport a l'origine de X.

Remarque 13. Si un noyau de convolution symétrique x sur X
satisfait au principe de domination et s’il est régulier & notre sens, alors
H(x) N Cx est dense dans H(x), ou C; est I’espace des fonctions finies
et continues dans X & support compact, et muni de la topologie usuelle.

On remarque d’abord que, pour un noyau de convolution symétrique
sur X, le principe de domination et le principe complet du maximum
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sont équivalents. On a, quelles que soient f =0 de Cy et u de H(x),
uxf e H(k) et

o o < ([ 48]l -

H(k) N L*&) étant dense dans H(§),C, N H(x) est dense dans H(x), ou C,
est ’espace des fonctions finies et continues dans X s’annulant & ’infini.
Pour une fonction v =0 de C, N H(x), sup (4,1/n) — 1/n appartient a
Cx N H(x) et elle converge fortement vers u dans H(x) avec m — +oo,
d’out H(r) N Cx est dense dans H(k).

Remarque 14. Soit £, un noyau de convolution régulier & notre sens;
alors, quel que soit «’ de D(k), on a C, N H(x') = {0} et «' satisfait au
principe complet du maximum.

En effet, soit » une fonction de C, N H(x"). &, + " satisfaisant au
principe complet du maximum, sup (4, 1/n) — 1/n appartient a Cx N
H(k, + ), d’ott sup (u,1/n) — 1/ne H(x,). Faisant n— +oo0, on a ue
H(ky), d’ott 4 = 0. Ayant £ € Dy(k, + ¢), oll ¢ est la mesure de Dirac a
Porigine, «’ satisfait au principe complet du maximum, en utilisant le
théoréme de [6] et la remarque 13.

De plus, si un noyau de convolution &’ & notre sens satisfait au
principe complet du maximum, C, N H(x") = {0}, car £’ € D(e).
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