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PUISSANCE FRACTIONNAIRE D’UN NOYAU POSITIF
DONT LE CARRE EST ENCORE UN NOYAU

MASANORI KISHI

§1. Introduction

Le noyau de Riesz-Frostman dans I’espace euclidien a d(=3) dimensions
est a la puissance fractionnaire du noyau de Newton. On trouve la con-
formité dans la théorie des espaces de Dirichlet; on construit un noyau a
la puissance fractionnaire d’un noyau associé a Iespace de Dirichlet spécial,
qui détermine a nouveau un espace de Dirichlet spécial [2]. En notant que
le noyau de Dirichlet est positif et symétrique, et satisfait au principe
complet du maximum, on s’interroge: est-il possible de construire de bons
noyaux a la puissance fractionnaire pour des noyaux de genre plus large?

Dans cette note nous considérerons des noyaux positifs dont les carrés
(= les composés avec eux-mémes) sont encore des noyaux et qui satisfont
au principe de domination, et construirons des noyaux a la puissance fraction-
naire en utilisant des résolvantes.

§2. Noyaux positifs et potentiels

Soient X un espace localement compact et dénombrable & linfini, et
¢ une mesure de Radon positive sur X. Désignons par & la famille des
ensembles &-mesurables et par &, la sous famille de & constituée par les
ensembles relativement compacts. Nous considérons un noyau positif N
relatif & X et a & [4]; il est une fonction positive sur & x &, telle que pour
tout ensemble fixe e,€g, N(ey,e) et N(e,e;) sont dénombrablement additives
sur &, et si e, est relativement compact, elles sont absolument continues
par rapport a & et les dérivées sont localement ¢é-sommables. Désignons par
A+ la famille des fonctions positives sur X qui sont é&-mesurables, Deux
fonctions de _#Z* qui sont égales &p.p. sur un ensemble e de & sont con-
sidérées comme identiques sur e. Toute fonction f de _#Z* détermine de
maniére unique & des ensembles de ¢-mesure nulle prés, un ensemble de
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&, ou f(z) >0, que nous notons Sf. Nous posons F*+={fe_Z*;f est
bornée é-p.p.} et F = {fe F*; SfeL.).
Nous définissons le potentiel de fe_#* par rapport a N par la relation

Nf(e) = [fw)N(e, dy).

Cela est absolument continu d’apres la définition du noyau. Nous notons
Nf(x) la dérivée de Nf(e) par rapport a & La famille des fonctions de
#* dont les potentiels sont localement &-sommables est désignée par F*(N)
ou simplement par &*. Evidemment nous avons #Fic ¥*. De la méme
maniére nous définissons le potentiel adjoint Nf(z) de f par rapport au
noyau adjoint N: Z\Vf(el,ez) = N(es,e,).

Etant donnés deux noyaux positifs NV, et N,, nous posons

M NiNifes, e) = [Nz (@) Vo, (@)ae(w),

ou %, désigne la fonction caractéristique. Si cette relation définit un noyau
positif, NN, est appelé le noyau composé de N, et N,. Une condition ne-
cessaire et suffisante pour que NN, soit un noyau est la convergence de
Pintégrale (1) pour tous les ensembles e, et e, de la famille &, Nous
notons le noyau unité U : Uley, €;) = &(e;Ne).

Nous dirons que N satisfait au principe de domination si le fait que
Nf(x) < Ng(x) sur Sf (f,9€ %) implique la méme inégalité dans X. En
remplacant Ng par Ng+ 1, nous obtenons le principe complet du maximum.
Notons que si N satisfait au principe de domination (principe complet du
maximun, resp.) et si Nf(x)=<Ng(x) (Nf(v)<Ng(x)+ 1, resp.) sur Sf pour f
et g de &%, alors la méme inégalité est vraie dans X.

§3. Résolvantes

N

Une résolvante associée & un noyau positif N relatif & X et & £ est, par
définition, une famille {N,} (p >0) de noyaux positifs relatifs a X et a &,
telle qu’on ait, quel que soit p >0,

() N— N, = pNN, = pN,N.
On connait les propositions suivantes (voir [4], [6], [8]).

ProrositioN 1. 8P N satisfait au principe de domination, il existe au plus une
résolvante associée a N.
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ProrosiTioN 2. Soient f€ Bt et e, La fonction (0,00)2p— N,f(e)
est décroissante et analytique.
Nous posons N,f(e) = lilfé N, f(e). Alors N est un noyau positif majoré par
P
N.

ProprostTioN 3. Supposons que N = No.  Alors, quel que soit p > 0,
N+ p™U = p™ 3 (pN)".

D’aprés cette proposition, N + p~'U satisfait au principe de domination.
Cela n’est pas loin de dire que N lui-méme satisfait au principe de domi-
nation.

DerinTioN. Nous dirons que N est positif en moyenne, si N(e,X)>0
pour tout ensemble e€&, avec &(e) > 0.

ProposITION 4. Si N est positif en moyenne et st N+ p~'U salisfait au
principe de domination pour tout p >0, alors N satisfait au principe de domination.

COROLLAIRE. Supposons qu’il existe une résolvante associée & N ftelle que
N=N, Si N est positif en moyenne, N satisfait au principe de domination.

ProPOSITION 5. Supposons qu’il existe une résolvante associée & N telle que
N =N, Alors N satisfait au principe complet du maximum si et seulement si
PN, 1(z) <1 dans X.

Notons que N = N, si N? est un noyau.

§4. Construction de résolvantes

On sait bien que si N est borné (c-a-d, il existe une constante M telle
que N1(z)<<M sur X) et satisfait au principe de domination, alors il existe
une seule résolvante associée & N. Nous allons construire une résolvante
dans le cas o N n’est pas borné.

LemMme 1. Sotent a, et a, deux ensembles de & avec a,Ca,. Posons N®(ey, e,)
= N(e;Na;, exNa;) (i =1,2), en supposant que N satisfait au principe de domination.
St {NY (p >0) est une résolvante associée & N, on a, quelle que soit fe B
avec Sfcay, NP f(e) =NPf(x) sur a.

Démonstration. La fonction g; = N¥f est dans la famille ¢#*(N). En
notant que N“f = ¥, N(%, f), nous obtenons sur a;

Nf = NOF = NOf + pNONPS = g, + pN g,
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d’oli nous déduisons, en écrivant g, —g. =k = ht —h~,
h* + dN@ah*) = b~ + DN(Xay — %0 )92 + DN (Ao h7).
Donc nous avons sur S(X,,~7%)
PN (Ho,h*) < pN(Xa, — Xa,)g2 + DN (g k7).
Cette inégalité est vraie sur X par le principe de domination, et donc
h™ 4+ PN (Xey — Xa,)82 + DN (g, h7)
=h*+ pN(Xa h*) < h* + PN (Yo, — Xa,)g2 + PN (2o k™)
sur ¢;,. Cela nous donne A~ <<h* et g, =g, sur a.

THEOREME 1. Soit N un noyau positif tel qu’il satisfasse au principe de domi-
nation et N? soit encore un noyau. Alors une seule résolvante est associée & N.

Démonstration. Prenons une suite croissante {K,} de compacts telle que
EK" = X, et posons N™(e,, ;) = N(e;NK,, ¢,NK,). D’aprés le théoréme de
Lusin nous pouvons supposer que les noyaux N™ sont bornés. Donc nous
avons les résolvantes {N{"} associées aux noyaux N™, puisque le principe
de domination est vérifié. Si e; et e, sont dans &, {NP(ey, )} (=1,2,.-+)
est décroissante d’aprés le lemme 1, et N,(e,e;) = liinN;"’(el, ¢,) définit un

noyau positif. Il nous faut vérifier equation résolvante (2): soient f et g
Juoctions de Zi. Alors

N®f.Npg = N® f(Ng — pN@Ng} < Nf - Ng.

La derniére fonction est &-sommable, puisque N? est noyau: SNf - Ngdé& =

SNz fegdé <. Par conséquent, d’aprés le théoréme de convergence de
Lebesgue,

pSNpr'gd'S = pSNf’Npgdé = limpSN(")f.AV];n)gds
= lim pSN;)n)N(n)f. gdg = limS(N(")f . N;"’f)gd&
= S(Nf — N,f)gdé¢.

Donc pN,N= N~ N,. De la méme maniére nous obtenons pNN, = N—N,.
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Remarques. 1) Il n’existe pas toujours de résolvante bien que N
satisfasse au principe de domination. En effet, si &X) = co et N(e,e,) =
&(e;) - &(e;), N satisfait au principe complet du maximum, mais il n’existe
pas de résolvante associée a N.

2) D’apres Hunt-Lion ([3],[7]), il existe une résolvante associée a N, si
N est un noyau continu tendant vers 0 a P'infini et §’il satisfait au principe
complet du maximum. Nous avons des noyaux continus tels qu’ils ne ten-
dent pas vers 0 a l'infini et dont les carrés sont des noyaux. Par exemple,
le noyau N d’Heaviside sur I’espace a 1-dimension: le noyau de convolution
défini par

1 our x >0
k<x>={ P

0 pour z=<0.

La résolvante {N,} est donnée par

e’  pour x>0
kp(x) = {

0 pour 2 =<0.

§5. Puissance fractionaire

Modifiant la définition de la puissance fractionnaire d’un opérateur
fermé [9], nous définissons celle d’un noyau positif comme suit.

DEeFmniTION.  Soit {N,} une résolvante associée a N. Pour une constante
a telle que 0 < @ <1, nous posons

(3) Ne(ey e) = 5297 ["p-eN,, (e))dp.

T

Quand N+ définit un noyau, nous l’appelons la puissance fractionnaire
d’ordre a du noyau N.

DeriniTioN.  Nous dirons que N est spécifiquement borné, si, quels que
soient e;, e,E%,, sup pN,(e;, €;) < co.

P
Si N est spécifiquement borné, l'intégrale (3) converge pour tous les
ensembles ¢, ;€% et elle définit un noyau. On sait que si N satisfait
au principe complet du maximum, il est spécifiquement borné.

DeriniTioN.  Nous dirons que N est fortement positif, si, pour tout e€g,
avec &(e) >0, il existe une fonction fe &7 telle que Nf=x, sur X.
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On voit facilement que N est positif en moyenne et spécifiquement
borné, s’il est fortement positif. Notons qu’un noyau de convolution défini
par une mesure de Radon positive # est fortement positif si x+0, et donc
Pintégrale (3) converge toujours et la puissance fractionnaire est bien définie.

Nous considérons des noyaux spécifiquement bornés sans le mentionner.

DeriniTION.  Une suite {N,} de noyaux est dite converger faiblement vers
N, st Nf(e) =limN,f(e) pour toute f& Ft et pour tout e=%,.
D’aprés (3), lim N* = N* faiblement si 0 <a,<1.

[ 2l 1Y

THEOREME 2. Si N? est un noyau, li?} N* = N faiblement.

Démonstration. Soient fe F:, e, et €>0. Nous prenons une con-
stante M >1 telle que

3

Max [Nf(e), suppN,f(0}-|" » “dp<e.
» A
Alors nous avons pour a tel que % <a<l

o

sinaw lg“ p~* Nf(e)dp _S

e | B PN,/ (€)dp|

M

3

= L[ 5 Npt0an + |7 5 F sup o, Fled) <.

M

D’autre part,

(B Nedp = [ 2N, f(e)dn)|

={ P (Nf(e) = Nosienap + ;L= Nf(ewdp

M M
<{"p-eN,Nre)ap + M{" Nf(e)an
= M2{N*f(e) + Nf (@)},

Par conséquent, nous obtenons

|Nfle) = Nf(e)] = -2 |[" PE Ny(e)dp — 9N, F el

< -SIRAT A N2 f(e) + NS (@)} + e

https://doi.org/10.1017/50027763000014562 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000014562

NOYAU POSITIF 85
Donc ol‘lTnil |INfle) — N°fle)] <¢ et 11%111 N® = N faiblement.
Remarques.  Méme si N? est un noyau, N° ne tend pas vers U
faiblement quand « 0.
LeMME 2. ST p>0, 0<a<<1 et si e et e, sont dans &,
N,N*(es, ) = 5297 ["geN N ey, e2)dq.
En effet, on peut approcher l'intégrale par des sommes riemanniennes.

THEOREME 3. St « et B sont positifs tels que 0 <a + <1, on a N°N* =
Ne+e,

Démonstration. Cela est vérifié par un calcul élémentaire en utilisant le
lemme précédent, I’équation résclvante et

e

VT dt = rcotar.

vP)|
LemMmE 3. Il existe une résolvante associde ¢ N* (0 < a< 1).

Démonstration. La résolvante est donnée par la relation

'3

(a) = sinaz ) q
(4) N3(ey, ) T So p* + 2pgecosar + g*

Nxe,(e)dg.
On montre les égalités N* — N = pN*N§’ = pNPN®, en utilisant

= te 1 _ T a+ cosarn
(VP)SO a® + 2at*cosar + 2« ft —1 dt = sinar a*+ 2acosam + 1 (a>0).

THEOREME 4. Pour tout a,8 avec 0 <a,f<1, on a (N°)? = N*,

Démonstration. En vertu du fait que

S‘” s sinafr

t = . .
o 12+ 2tcosar + 1 T sinazsinfx ’

on a

(Na)ﬂ = SII:BTL' So,p-pN;a)dp

oo

- sinanzsinﬁn S“’p-pdps
T 0

qa
o p* + 2pg*cosar + g** Nedq

- smanzsmﬁrr Soanqqu

T

™ p_p
0 2 + 2pg°cosar + g% ap

_ _sinafr SO q'""quq = N,

T
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LemME 4. N3 tend vers N faiblement quand p 0.
C’est immédiate de l’intégrale (4).

THEOREME 5. Soit N un noyau positif satisfaisant au principe de domination
tel que N? soit encore un noyau. Si N est spécifiquement borné et positif en moyenne,

alors la puissance franctionnaire N définie par (3) satisfait au principe de domination.

Démonstration. D’aprés les lemmes 3 et 4, N° est un noyau dont la
résolvante associée est N§° et Ni* = N°. Donc quel que soit p >0, N+ p~'U
est proportionnel & un noyau élémentaire d’aprés la proposition 3. Nous
montrons par ’absurde que N est positif en moyenne. 8’il existait un
ensemble e,%, avec &(e;)>0 tel que N%e,e) =0 pour tout e,£%, on
aura Ny(e, e;) =0 et donc N(e,e,) =0, puisque N, est décroissante.

COROLLAIRE 1. Soit N un noyau de convolution satisfaisant au principe de
domination. St N? est un noyau, la puissance fractionnaire est un noyau de convo-
lution satisfaisant au principe de domination.

COROLLAIRE 2, St N satisfait au principe complet du maximum et N est un
noyau, la puissance fractionnaire satisfait au méme principe.

En effet, on a pN$’1=<<1 sur X.

§6. Exemples

1) N=aU, ol a est une constante>0. On voit facilement que la
résolvante est donnée par N, = a(l + ap)™'U et la puissance fractionnaire N®
est égale a a°U.

2) Noyau élémentaire N = 31G™. La résolvante N, est donnée par
n=0

N, = %(1 + p)"n*1G", et donc

n=0

Na:ﬂéo ala+1)- - -n-!-(a+n——1) G".

Il satisfait au principe de domination, et au principe complet du maximum
si Gl(z)=<1, Il est un noyau élémentaire d’un générateur convenable [5],

[61.

3) Noyau de Riesz-Frostman. Soit N le noyau de Newton dans l’espace
a4 d(=3) dimensions défini par
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d
He) = F(—z*—dl) -y
2z

La résolvante N, est le noyau de convolution défini par

. NERNNTIC)
kp(x)=soe-m(2nt) Te 2 gp,

Par conséquent, la puissance fractionnaire est le noyau de Riesz-Frostman:
le noyau de convolution défini par

d
(& _—
E9(x) = ( Zd a> |z]2ee,
2°n 2 ()

D’apres le corollaire 2 du théoréeme 5, il satisfait au principe complet du
maximum, et le théoréme 3 nous donne

2 r@rer(4—a—s)

resr(§-er(4-5)

lxlza—d*] x[zﬁ‘d =7 |xl2(a+ﬂ)—d

« et B étant des nombres positifs avec 0 <a + 8 < 1.

4) Noyau de Bessel. Soit N le noyau de convolution défini par ki/(x)
de lexemple précédent. Alors la résolvante est donnée par kusm:p(®) et
donc la puissance fractionnaire est le noyau de convolution défini par ()
dont la transformée de Fourier est égale a 2°/(1 + 4z2|y|?)*. C’est le noyau
de Bessel qui satisfait au principe complet du maximum si 0 <e=<1. La

fonction k“X(x) est donnée par

o -4
— K, (eDlel” %,

— =1 -

2% 2'l(a) °
ol K est la fonction de Bessel modifiée [1].

5) Noyau d’Heaviside. Comme nous I’avons mentionné, la résolvante est
donnée par

e ?” pour x>0
kp(x) =

0 pour 2x=0,
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Donc la puissance fractionnaire est définie par

xa"l
— our x>0
K) = | @) P
0 pour x=0.
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