
L E T H É O R È M E DE B E R N S T E I N SUR LE S FONCTIONS 
C O M P L È T E M E N T M O N O T O N E S 

S e r g e Dubuc 

N o u s v o u l o n s m o n t r e r que le t h é o r è m e de B e r n s t e i n e s t une 
c o n s é q u e n c e s i m p l e de la f o r m u l e de T a y l o r e t df un t h é o r è m e de H e l l y . 
R a p p e l o n s une dé f in i t i on : une fonc t ion r é e l l e f déf in ie s u r (0 , oo) e s t 
d i t e c o m p l è t e m e n t m o n o t o n e s i f e s t i n d é f i n i m e n t d e r i v a b l e , s i f a i n s i 
q u e t o u t e s s e s d é r i v é e s p a i r e s son t p o s i t i v e s e t s i t o u t e s l e s d é r i v e ' e s 
i m p a i r e s son t n é g a t i v e s . 

T H E O R E M E ( B e r n s t e i n ) . SjL f e s t une fonc t ion c o m p l è t e m e n t 
m o n o t o n e b o r n é e s u r (0 , oo) e t s i I i m f(x) = 0 , a l o r s i l e x i s t e une 

x -+• oo 

fonc t ion c r o i s s a n t e b o r n é e F( t ) s u r (0 , oo) t e l l e q u e 

oo 
- x t f(x) = f e" dF(t) 

0 
00 

Vu que I i m f(x) = 0, on a que f(x) = f -f' (x )dx . R e m a r q u a n t 
J 1 1 

x -+• oo x 
q u e -ff (x) e s t une fonc t ion c o m p l è t e m e n t m o n o t o n e q u i t end v e r s z é r o 

00 00 

à I1 i n f in i , on ob t i en t de la s o r t e : f(x) = / / fn(x_ ) d x _ d x . . T o u r n a n t 
J J c. c. 1 

X X J 

1 

la m a n i v e l l e de la r é c u r r e n c e , on v o i t que 
oo oo oo 

f(x) = f f . . . f ( - l ) n f ( n ) ( x )dx . . . d x 0 d X j l . S i l ' o n 
J J J n n ù 1 

x XA x A 

1 n - 1 

i n t e r v e r t i t If o r d r e d e s n i n t é g r a t i o n s , on ob t i en t que 

oo n - 1 

f(x) = f / " ? l t ( - l ) n f (t)dt . E f f e c t u o n s le c h a n g e m e n t de 

v a r i a b l e t = — d a n s la d e r n i è r e f o r m u l e , 
u 

n / x „ ( - l ) n f ( n ) ( S ) n 
ux n - 1 v u n f(x) = / ( 1 - f ) " ( n - l ) ï n+1 

u 

du 
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n (n).nx 

Posons Fn(v) = J ^ — du . 

0 u 

oo n (n) 
F ( v ) = / (-D f W t n - l d t . 

n J n (n-1)! 

On obtient que F (v) est une fonction croissante sur (0, oo) et 
n 

Iim F (v) = 0. Si I1 on intègre par partie n fois, intégrant les 

dérivées de f et dérivant les diverses puissances de t, on obtient 

, r ( k) , nw n
x

k 
n-1 f ( - ) ( - - ) 

V V 

F ( v ) = s . 
n k=o k* 

Vérifions que pour tout n, 

Iim F (v) = A = Iim f(x) . 
n 

v -> oo x -*• 0 

Puisque f(x) est une fonction décroissante bornée, Iim f(x) existe. 
x » 0 

II suffit donc de vérifier que pour n = 1, 2, . . . , Iim x f (x) = 0 
x — 0 

Utilisons la formule de Taylor, soit x > 0 e t 0 < y < x , alors 

(t-x) 

(n-1)! 

n-1 (k) k y n-1 

f(y) . s
 f w(y-«) + / i g ^ - f<»W 

k = 0 x 

Faisons tendre y vers 0 , 

n-1 k, J%k„(k), v x , vn-l , M n 

A = f (x )+ = - < - % f ( w + / ( x - ;> , 1 ) ! - 1 ) - A t ) d t 
k=o k' o <n 1 ) -

n-1 k , ,k (k) . . 
A i n s i 2 * ( - * * (*> < A . f { x ) . 

k=0 W 

Faisant tendre x vers zéro, on voit donc que x V (x) tend vers zéro 

lorsque x tend vers zéro. 
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00 

JLes { F (v)} forment donc une famille de fonctions 
n n=0 

croissantes bornées. Par le théorème de Helly [1], il existe donc une 
partie B des entiers et une fonction croissante bornée telles que pour 
toute fonction uniformément continue g(x) sur (0, oo), 

00 00 

Iim f g(x)dF (x) = f g(x)dF(x) 
n -* oo 0 0 

ne B 

Désignons par E (u) la fonction sur (0, oo) qui vaut (1 ) 
n n 

si 0 < u < n et qui vaut 0 si u > n. Lorsque n tend vers I! infini, 
E (u) converge uniformément sur (0, oo) vers la fonction 

n 
-u e . Maintenant si x > 0 , 

oo oo oo 

| f ( x ) - / e"X tdF(t) | = | / E (xt)dFn(t) - / e ' ^ d F W l 
o o n n o 
oo oo oo 

< \f (En(xt) - e ' ^ d F ^ t ) ! + \f e~X tdFn(t) - / e"XtdF(t) | 
0 0 0 

oo oo 

< A sup|E (xt) - e ' X t | + \f e ' ^ d F W - / ^ d ^ t ) ! . 
t 0 0 W | 

Lorsque n tend vers I1 infini en demeurant dans l 'ensemble B, 
chacune des deux dernières valeurs absolues tend vers zéro. Ainsi 

oo 
r -xt 

f(x) = / e dF(t). Ce qui complète la démonstration du théorème de 
0 

Bernstein. 

Le théorème de Stone-Weierstrass nous permet de prolonger notre 

acrobatie. Soit F(t) une fonction croissante bornée telle que Iim F(t) = 0 
t -* 0 

oo 
r -Xt ^ 

et que f(x) = / e dF(t) . Considérons la mesure signée 
°-v °° -xt 

dfxft) = dF(t) - dF(t) . Alors pour tout x > 0, J e"X dp.(t) = 0. 
0 

Dans I1 espace des fonctions uniformément continues sur (0, oo) muni de 
la métrique uniforme, le sous-espace vectoriel fermé engendré par 

-xt 
{ e \ ^ est I1 ensemble des fonctions uniformément continues qui 
1 J x > 0 

tendent vers zéro lorsque t tend vers I1 infini. II suit que la mesure p. 

est nulle, c 'es t -à-d ire F(t) = F(t) sauf peut-être sur un ensemble 
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dénombrable , les points de discontinuité de la fonction F . Ce qui pe rme t 
de conclure que F (u) com 

n 
la fonction F eët continue. 

de conclure que F (u) converge v e r s F(u) pour tous les points u où 
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