
ESPACES A CONNEXIONS AFFINES ET

RIEMANNIENNES SYMETRIQUES

SHOSHICHI KOBAYASHI

Le but de la presente note est de clarifier la notion de variete riemanien-

ne ou affine symetrique (et plus generalement, localement reductive) du point

de vue de la theorie de connexions dans les espaces fibres. Nous donnerons

quelques caracterisations des espaces localement symetriques, ou reductives

(Th. 1. 2 et 3). On trouvera la definition de derivation covariante de tenseurs

de courbure et de torsion dans la terminologie de la theorie de connexions

dans les espaces fibres. Cette definition peut etre generalised a la derivation

covariante d'un tenseur quelconque. Les resultats concernant la derivation

covariante seront publies ailleurs. Enfin on retrouvera des resultats de Borel-

Lichnerowicz. Meme si Γon ne trouvera pas de resultats nouveaux dans cette

note, on comprendra mieux les espaces symetriques par la theorie de con-

nexion de Cartan.

Je tiens a remercier ici a mon ami K. Nomizu, auquel je dois de nom-

breuses ameliorations dans Γexposition de cette note.

1. Connexion de Cartan

Soit E une variete fibree de base V, de fibre F et de groupe structural

de Lie G. E est dite soudέe a V [4], si les conditions suivantes sont satisfaites.

(1) G opere transitivement sur F ; c'est-a-dire F peut etre identifiee a

Γespace homogene G/Gf, oύ G' est le groupe d'isotropie en un point O de F.

(2) dim F=dim V.

(3) Le groupe structural G de la variete fibree E psut etre reduit jusqu'a

Gf autrement dit, E admet une section que nous noterons par σ. Quand

la variete E est considered corame la variete fibree a groupe structural G', elle

sera designee par E1.

(4) Deux varietes fibrees T{V) et TF(E) de base V sont equivalentes,
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oύ T(V) est Γespace des vecteurs tangents a V et TF(E) est Γespace des

vecteurs tangents a Fx en a{x), x parcourant dans V.

Soit H (resp. H1) Γespace fibre principal associe a E (resp. E). Le groupe

structural de H (resp. Hf) est G (resp. GO et Hf peut etre consideree comme

une sous-variete de H.

Une connexion infinitesimale dans H est definie par une forme differentielle

lineaire ω sur H satisfaisant aux conditions suivantes:

(c. 1). Les valeurs de ω sont dans g, algebre de Lie de G.

(c. 2). ω(u J) =s~15 pour tout vecteur 5 tangent a G a u point s et pour

tout point u de H.

(c. 3). ω(w s) = s'1 ω(ΰ)s pour tout vecteur tangent ΰ a H et pour tout

point s de G.

Soit ω la restriction de α> sur H'. Si elle satisfait a la condition suivante,

la connexion est appelee une connexion de Cartan [4]:

(c. 4). Si ω(ΰ) = 0, alors ΰ est le vecteur zero.

La derniere condition implique que ω definit un parallelisme absolu dans

Ήf.

Pour que la connexion de Cartan definie par ω soit complete, il faut et il

suffit que tout champ de vecteurs W sur Hr tel que ω(W) soit une constante

engendre un groupe de transformations a 1-ρarametre global [61

2. Connexion affine [3]

Soit V une variete differentiable reelle a ^-dimensions. Nous designerons

par Tχ(V) Γensemble de tous les vecteurs tangents a V en un point x de V.

Soit F un espace vectoriel reel a w-dimensions et Gf

x Γensemble de toutes les

applications lineaires non-singulieres de F sur TX(V). Gx est isomorphe au

groupe lineaire GL(n, R). Designons par Hf Γensemble U Gx.

Soit G le groupe des transformations affines de F avec les translations

et Gf le groupe des transformations affines centrales de F; c'est-a-dire

G' = GL(n,R). On a

GIG1 = F.

T( V) est une variete fibree de base V, de fibre F et de groupe structural

G et elle est soudee a V. Considerons T(V) comme une variete fibree de
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groupe structural Gf. Alors Γespace fibre principal associe & T(V) est H1.

Soit (bi,. . .,bn) une base de Γespace vectoriel F et u un element de Gf

x.

Alors (eι(x), . . ., en{x)), oύ eΛx) = u(ba) pour α: = 1, . . . , n, est appele un

repέre au point x.

Une section locale de la variete fibree principale H' est un ensemble de

champs de vecteurs locaux (ei, . . .,en) sur V tels que (βι(x), . . .,£«(#)) soit

un repere en x. Supposons que les βι, . . ., en sont definis sur un ensemble

ouvert U de V, oύ un systeme de coordonnees xι, . . .,xn est valable. Si

θ1, . . ., θn sont les formes de Pfaff sur U satisfaisant aux conditions

(2.D ?β(eP) = a; «,β = i, - . , « ;

alors, au moyen de coordonnees locaux, elles sont exprimees comme suivant: *

(2.2) θa = Atdx\ oύ A% sont des functions definies sur U.

Evidemment la matrice (Ap) est non-singuliere. Si (βp) est la matrice inverse

de (Ap), on a

(2.3) ea^

Tout point de Gf

x, c'est-a-dire tout repere au point x, peut etre exprime par les

vecteurs suivants:

(2.4) YΪBl(d/dxr) a = l , . . . , n ,

oύ (Fp) est une matrice non-singuliere. Nous adoptons les x*, Yl comme un

systeme de coordonnees dans π^iU), oύ π est la projection de W sur V.

Supposons qu'une connexion afiϊne est definie sur V par les symboles de

Christoffel Γox et considerons les formes de Pfaff sur π^i

(2.5) θ* = XΪAξdxr, oύ (Zp) est la matrice inverse de ( F " ) .

(2.6) ωΐ = XlA

On voit aisement que les formes ΘΛ, ω% sont independantes du choix de

coordonnees et qu'elles peuvent etre considerees comme les formes definies sur

la variete H' toute entiere. Elles definissent une connexion de Cartan dans

Γespace fibre T(V) soude a V; ω% appartiennent ι̂ Γalgebre de Lie de Gf et

θ* a Γalgebre de Lie du sous-groupe de G forme par les translations de F.

Les ntemes indices figurant dans un terme indiquent la sommation.
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Soit Tβδ le tenseur de torsion et R^rδ celui de courbure par rapport aux

coordonnees x1, . . ., xn. Posons

(2.7) X'f = X$Al, Y'f = BΊYl.

Comme le montre un calcul simple, on a

(2.8) dθa l

(2.9) Jω?=

Notons que les T£δ et les RβXδ sont les composantes de tenseur de torsion et

de celui de courbure respectivement par rapport aux coordonnees locaux

x\ . . . , xn et que, par contre, les Γ{? et les R$δ sont des fonctions definies

sur Hf toute entiere.

3. Connexion riemannienne [3]

Supposons que V est une variete riemannienne a metrique ds2. Chaque

espace tangent TX(V) est muni de la structure de Γespace euclidien a ^-di-

mensions. Soit G le groupe de mouvement operant sur Γespace euclidien F a

^-dimensions et Gf le groupe d'isotropie a Γorigine de F. L'espace fibre T( V) de

base V, de fibre F et de groupe structural G est soude a V dans le sens defini

dans §1. Considerons T(V) comme l'espace fibre de groupe structural G\ ce

qui est possible, et soit Hf l'espace fibre principal associe a T(V).

Soit (βi, . . . , en) un champ de reperes orthonormes defini sur un ensemble

ouvert U de V. Si d1, . . . , θn sont les formes differentielles definies par (2.1),

on a

(3.1) ds2=0aθ*.

Si Γon definit (A?) et (B%) comme dans §2, tout repere orthonorme en un

point x est de la forme

(3.2) Y i B l 7

oύ (Yp) est une matrice orthogonle. Les xa, Y* seront pris comme un systeme

de coordonnees locaux de Hf, meme s'ils ne sont pas independants.

Si 3Όn definit les formes 0α, ω% sur W de la meme maniere que (2. 5) et

(2. 6) respectivement, on a
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(3.3) fl>?= -fi>£

(3.4)

(3.5) rfα>;=

Les formes ω% appartiennent a Γalgebre de Lie du groupe orthogonal G1 et les

formes θa a Γalgebre de Lie du sous-groupe de G forme par les translations

de F. Les θa et ωa

? definissent une connexion de Cartan dans T(V).

Remarque: Dans le cas riemannien, les formes 0* et ω% (a<β), sont

lineairement independantes et definissent un parallelisme absolu sur Hf.

4. Espace localement symetrique

Revenons a la connexion affine et employons les memes notations que

dans §2. Soient WΊ, . . . , Wn les champs de vecteurs sur ffl satisfaisant aux

conditions suivantes:

(4.1) θa(W,) = δl

(4.2) ω?(FΓP)=0.

Les expressions explicites de W* sont donnees par

(4. 3) Wa = Y'J (d/dx* - Γ% Yίτ a/a Y'e
δ).

Les Tβ? et i?p?δ sont des functions numeriques definies sur la variete Hf

toute entiere. En appliquant les transformations infinitesimales Wξ aux fonc-

tions Tp? et i?J?δ, on obtient

(4.4) WAT'£) = Z i α Tiv p Yjμ Frv Y'Λ

(4.5) ^ε(^? δ )=Zl α i?ivp;τ Γjμ Γr ' YdP YΓ,

oύ Tμv p et i?iVP;τ sont les derivees covariantes de tenseurs de torsion et de

courbure respectivement

Ainsi nous avons demontre le

THEOREME 1. Soit V une variέtέ a connexion affine et Hf Vespace fibre

principal des repέres sur V. Soit θ* et ω% les formes de Pfaff sur W dόfinissant

la connexion affine. Alors les dέrivέes covariantes de tenseurs de torsion et de

courbure s'annulent, si et seulement si
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(4.6) WΛTfίl)=0,

(4.7) WΛR$*)=0

pour tout champ de vecteurs Wζ sur W satisfaisant aux conditions (4.1) et

(4.2).

DEFINITION : Une variete V munie d?une connexion affine est dite locale-

ment reductive, si elle satisfait aux conditions (4.6) et (4.7). Elle est locale-

ment symέtrique, si elle satisfait a la condition (4. 7) et si le tenseur de torsion

s'annule.

Remarque: II ne faut pas confondre "localement symetrique" et "sans

torsion"; V est localement symetrique, si la connexion est sans torsion et si

les derivees covariantes de tenseur de courbure s'annulent.

Ce que nous avons obtenu est aussi valable pour une variete riemannienne.

COROLLAIRE. Soit V une variέtέ riemannienne et W Vespace fibrέ des re-

pέres orthonormέs sur V. Supposons que les formes θa et ωp sur H' dέfinissant

la connexion riemannienne. Alors les dέrivόes covariantes de tenseur de cour-

bure s'annulent, si et seulement si

(4.8) WΛR£e) = 0,

ou les Wζ sont dέfinies par (4.1) et (4.2).

Une variete riemannienne V satisfaisant a la condition (4.8) est locale-

ment symέtrique.

On peut trouver dans [7] Γinterpretation geometrique de notions: " locale-

ment reductive" et "localement symetrique".

Remarque: Si l'on veut eviter Γemploie d'indices, on n'a qu'a considerer

la forme de Pfaff ω a valeurs dans l'algebre de Lie de G, qui definit la con-

nexion affine (ou riemannienne). Alors I'equation de structure s'ecrit [1]

(4.9) dω= -Cω, ωl/2 + Ω,

oύ Ω est une forme de degre 2 a valeurs dans falgebre de Lie de G et s'ap-

pelle la forme de courbure. Considerons la decomposition de la forme ω dans

Jes deux forme θ et ωf:

(4.10) ω = 0 + α/,
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oύ ω' (resp. θ) est une forme a valeurs dans Γalgebre de Lie de Gf (resp. du

sous-groupe de G forme par les translations de F). Alors la variete V a con-

nexion affine (ou riemannienne) est localement reductive si et seulement si

(4.11) WΛΩ{W2, Wi))=0

pour tout choix de transformations infinitesimales Wι, W2, Wz sur H1 satisfai-

sant a la condition suivante'.

(4.12) θ ( Wi) = constante, ω' (Wi) = 0 pour i = 1, 2f 3.

Nous expliquons (4.11); Ω etant une 2-forme sur H\ Ω{W2, Wz) est une

fonction sur H', et on applique une transformation inίinitesimale Wi a la

fonction Ω (W2, Wz).

5. Reduction de groupe structural

Soit V une variete a connexion affine (ou riemannienne) et H1 Γespace

fibre principal des reperes (ou reperes orthonormes) sur V. Un vecteur ΰ

tangent a H' est dit horizontal [1], si

(5. 1) θa (ΰ) = constante,

(5.2) ω?(w)=0.

Une courbe dans Hf est horizontale, si tout vecteur tangent a cette courbe est

horizontal. II est evident qu'un vecteur tangent ΰ est horizontal, si et seule-

ment si ΰ est contenu dans Γespace des combinaisons lineaires des Wi, . . . , Wn

a coefficients constants reels.

Prenons un point arbitraire uo dans Hf et soit H° Γensemble des points

de Hf qui peuvent etre joints a uQ par des courbes horizontaux. H° est une

variete ίibree principale de base V [1], dont le groupe structural est le groupe

d'holonomie homogene de la connexion affine envisagee.

THEOREME 2. Pour que V est localement rέductive, il faut et il suffit que

les fonctions Tβ? et i?Jτδ sont toutes des constantes sur H°.

Demonstration: Si V est localement reductive, on a

(5.3) w(ΓS?)=0,

(5.4) « (Λp?β)=0
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pour tout vecteur tangent horizontal ΰ, et inversement. Ce qui montre notre

theoreme.

6. Equations de structure

Considerons ]a restriction des formes θa et ω£ sur H°. Les formes θ* sont

encore lineairement independantes sur H° mais les formes ω" restreintes sur

H° ne sont plus lineairement independantes en general et il existe des con-

stantes cί? (/ = 1, . . . , r\ a, β -1, . . . , n) telles que les formes

(6.1) ω^d'ωl (ι = l, . . . , r)

sont lineairement independantes sur H° et que r est egal a la dimension du

groupe d'holonomie homogene. Designons toujours par les memes lettres θa,

ωι les formes θa, ωι restreintes sur H°. Elles deίinissent un parallelisme absolu

sur H°.

Les formules (2.8) et (2. 9) nous conduisent aux equations de structure de

Cartan dans H°:

(6.2) dθa = a%

(6.3) dωi = p*,k

oύ les a, b9 p, q sont des functions sur H° et, si les functions TJ?, R'^s sont

constantes sur H°, elles sont aussi constantes et vice versa. Ainsi le theoreme

2 entraine le

THEOREME 3. Si V est localement rέductive, alors les aquations de struc-

ture de Cartan dans H° sont les aquations de Maurer-Cartanl c'est-ά-dire les

fonctions af^, b*r, p)k et q\t dans (6.2) et (6.3) sont des constantes, et inverse-

ment.

7. Groupe de transformations affines et isometriques

Supposons que les θ* et ω* sont les formes sur H° definissant la connexion

affine (ou riemannienne). Considerons une transformation differentiate ψ de

H° telle que

(7.1) <

(7.2)
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ou φ* est Γapplication induite canoniquement de φ. J'ai demontre [5] que

Γensemble de toutes les transformations φ de H° satisfaisant aux conditions

(7.1) et (7. 2) forme un groupe de Lie, que nous noterons par A(H°) (ou I{H°)

dans le cas riemanien). Soit w0 un point de H°. Alors Γapplication φ-*φ(uo)

de A(H°) (ou I(H°)) dans H° est biunivoque et Γimage de cette application

est une sous-variete fermee reguliere (non necessairement connexe) de H°.

Par ce plongement du groupe A(H°) (ou I(H°)) dans H°, les parametres

s'introduisent naturellement dans A{H°) (ou I(H°)) [51

Remarque. Toute transformation ψ de H° satisfaisant aux conditions

(7.1) et (7.2) est induite d'une transformation ψ de V qui laisse invariante la

connexion affine au sens classique (dans le cas riemannien ψ est une trans-

formation isometrique de V). Done A(H°) (ou I(H°)) est un sous-groupe du

groupe de toutes les transformations de V qui laissent invariante la connexion

affine (ou de toutes les transformations isometriques de V). Le sous-groupe

d'isotropie de A(H°) (ou I(H°)) a chaque point de V est contenu dans le

groupe d'holonomie homogene. Si Γon veut le groupe de toutes les transfor-

mations affines (ou isometriques) de V, il faut considerer A(H') (ou IiH1)),

dont la definition sera evidente. Par exemple, supposons que V est Γespace

euclidien ordinaire. Alors I(H') est le groupe des mouvements de V. Puisque

le groupe d'holonomie homogene de Γespace euclidien V se reduise a Γelement

neutre, H° n'est autre chose que V, et I(H°) est le groupe des translations

de V.

Soit ΊJ Γensemble des champs Z' de vecteurs sur H° tels que

(7.3) ^α(ZO

(7 4) α/(Z')= constants

Si notre connexion de Cartan est complete, alors exp (ZO est definie sur H°

toute entiere pour tout Z' de L' et inversement (On designe par exp (tZf) le

groupe de transformation a 1-parametre engendre par une transformation

infinitesimale Z', t etant le parametre (Cf. C. Chevalley, Theory of Lie groups)).

Soit L Γensemble des champs Z de vecteurs sur H° satisfaisant a

(7. 5) [Z, Z'] = 0 pour tout Z' G V.

Si la connexion est complete, L est Γalgebre de Lie de A{HΌ) (ou I(H°)).
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En effet, si exρ(Z), Z e L , est definie pour un point uQ de H°, alors exp(Z>

est aussi definie pour un point u' = exp(Z')«o, oύ Z' GΞ U et

(7. 6) exp(Z)w' = exp(Z')(exp (Z) uo).

Pour tout point u de H°, il existe Z[, . . . , Zk& Lf tels que

(7. 7) K = exρ(Zί). . . exp(Zί)«o.

Done exp(Z) peut etre definie sur H° toute enΐiere et commute avec tout

element Z' de L1 et ainsi appartient a A(H°) (ou I(H°)). C'est ce qu'il fal-

lait demontrer.

Remarque. On n'a pas utilise dans cette section la condition que V est

localement reductive et les resultats ci-dessus sont valables pour toute con-

nexion de Cartan.

8. Espace globaletnent reductive ou symetrique

Nous montrerons que, si V est une variete a connexion afifϊne localement

reductive (ou riemannienne localement symetrique) complete et simplement

connexe, alors le groupe Λ(H°) (ou I(H°)) coincide avec H° e'est-a-dire,

ψ->φ(uo) est une application de A(H°) (ou I(H°)) sur H°. Puisque V est

complete, il sufϊit de monter que

(8.1) dim L = dim H°.

Pour cela, on n'a qu'a demontrer que, pour tout vecteur ΰo tangent a H° en

UQ, il y a un element Z de L tel que Z est egal a w0 au point uo:

Rappelons que H° est un espace fibre principal dont le groupe structural

est le groupe d'holonomie homogene. Done le groupe d'holonomie opere sur H°

a droite et on prolonge ΰo sur la fibre de H° contenant uo par la translation

de ΰo par le groupe d'holonomie. Z'element Z EΞ L, s'il y en a, doit coincider

avec ce prolongement sur la fibre de H° contenant «0. Soit u un point arbi-

traire de H°. II existe des Zί, . . . , Zί G L' tels que

(8.1) u^exp(Zk). . .exρ(Zί)wo.

Nous definissons

(8.3) ZM = exp(Z^). . .exp(Zί)ϋo,
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•et montrerons que le vecteur tangent Zu en u est independant du choix de

Zi, . . . , Z'k. En effet, supposons que

(8. 4) u = exp( — ZjUi). . . exp( — Zk+m)uo

pour Z'k+u - , Z'k+m e ZΛ

Alors

<8. 5) MO = exρ(Zjfe+m). .exρ(Zί)wo.

Soit Ci une courbe dans H°, pour i = 1, . . . , k + ra, definie par

(8.6) c/(ί)=exp(ίZ/) O ^ f ^ l .

La courbe jointe

( 8 . 7 ) C — Ck + m. . . . Ci

•est fermee. Puisque F est simplement connexe, la courbe c est homotope a

une courbe dans la fibre de H° contenant w0. Et sur cette fibre, Γextension

•de UQ etait possible et unique. Maintenant, par un raisonnement classique on

peut montrer que Zu est independant du choix de Z[, . . . , Z&. Ainsi nous

.avons obtenu un champ de vecteur Z qui appartient evidemment a L et qui

•est Γextension de ΰo.

THEOREME 4. Soit V une variete a connexion affine localement rέductive,

complete et simplement connexe. Alors le groupe A(H°) coincide avec H°

Remarque. Sous la condition du theoreme 4, V est un espace homogene

A(H°)/H° et notre connexion affine est la deuxieme connexion canonique sur

la variete homogene V dans le sens de Nomizu [7].

THEΌREME 4'. Soit V une variete riemannienne localement symόtrique

complete et simplement connexe. Alors le groupe I(H°) coincide avec H°. Par

suite, V est globalement symέtrique [2],

Remarque i) Soit A(V) (ou I{V)) Je groupe des transformations affines

(ou isometriques) de F. Si F satisfait a la condition du theoreme 4 (ou 4'),

alors le groupe d'isotropie lineaire (en chaque point de V) de A(V) (ou I(V))

contient le groupe d'holonomie homogene. Le theoreme 4 (ou 4') montre qu'il

existe un sous-groupe de A{V) ou (/(F)) dont le groupe d'isotropie lineaire

coincide avec le groupe d'holonomie homogene.
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ii) Soit πi(H°) (resp. m(V)) le groupe d'homotopie de dimension 1 de H°

(resp. de V). Alors on peut remplacer la condition de "simplement connexe"

dans les theoremes 4 et 4' par Γhypothese suivante: Γimage de πi(H°) dans

7Γi( V) par la projection π: ^ ° - > F ne contient que Γelement neutre. Cette

hypotese est satisfaite, si et seulement si, ou bien V est simplement connexe,

on bien πΛV) =2 et V n'est pas orientable.

9. Exemples

Soit Rn+1 Γespace euclidien a n + 1-dimensions et Sn une sphere dans Rn+ι

definie par

(9.1) Sn = {x<ΞRn+1; ||*|| = 1},

l e r exemple. La sphere Sn munie de la metrique riemannienne induite de

celle de Γespace euclidien Rn+1 est riemannienne symetrique (globalement).

Le groupe des transformations isometriques I(Sn) est le groupe orthogonal

O(w + 1) et le groupe d'isotropie de I(Sn) est le groupe orthogonal O(n). Le

groupe d'holonomie homogene de la sphere Sn est le groupe orthogonal propre

SO(n).

2e exemple. Considerons la transformation - e : x-+ -x de la sphere Sn.

Cette transformation est isometrique. Le groupe N forme par la transfor-

mation — e et par la transformation identique e est un sous-groupe invariant

de I(Sn). L'espace quotient Sn/N, munie de la metrique induite de celle ds

Sn, est evidemment localement symetrique de plus, il est globalement symetri-

que, parce que le groupe I(Sn)/N opere sur Sn/N transitivement. L'espace

Sn/N est homέόmorphe a l'espace projectif a w-dimensions, et il est orientable

si n est impair non orientable si n est pair. Cela montre qu'il existe des

espaces riemanniens, qui sont globalement symetriques, mais qui ne satisfont

pas a la condition dans la remarque ii) apres le theoreme 4;. Finalement, je

signale que le groupe d'holonomie homogene de Sn/N est SO(n) ou O(n)

selon que n est impair ou pair.

3e exemple. Je donne un exemple de variete riemanienne complete et

localement symetrique, qui n'est pas globalement symetrique. Considerons le

corps des quaternioniens, qui sera identifie avec l'espace euclidien a 4-dimen-

sions si nous prenons {1, /, / k) comme une base. II est bien connu que Γen-
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semble des quaternioniens dont la longueur est Γunite constitue un groupe

multiplicatif, qui est considere comme un sous-groupe du groupe orthogonal

O(4). Considerons le groupe forme par 1, — 1, i, -i. II n'est pas sous-groupe

invariant du groupe 0(4). L'espace quotient de la sphere S8 par ce groupe

discret, muni de la metrique riemannienne induite de celle de S3, est locale-

ment symetrique et complet, mais n'est pas globalement symetrique. En effet,

le groupe d'holonomie de cet espace riemannien est O(3) et si Γespace est glo-

balement symetrique, le groupe d'isotropie du groupe des transformations

isometriques doit contenir le groupe d'holonomie homogene. Pour qu'il en soit

ainsi, il faut que le groupe forme par 1, -1, i, — i soit un sous-groupe invariant

du groupe orthogonal 0(4). (Le detail de la demonstration sera laisse aux

lecteurs.)

Remarque finale. La question de trouver la condition necessaire et suffi-

sante pour qu'une variete riemannienne localement symetrique soit globalement

symetrique, est laissee ouverte.
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