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SUR LES NOYAUX DE CONVOLUTION CONDITIONNELLEMENT
SOUS-MEDIANS II

MASAYUKI ITO

§1. Introduction

Dans toute la suite X désignera un groupe abélien localement com-
pact, séparé et dénombrable 4 l'infini et & désignera la mesure de Haar
sur X. Un noyau de convolution N sur X est une mesure de Radon
positive dans X et, pour une mesure de Radon réelle ¢ dans X, le N-
potentiel de g est la convolution Nxp dés qu’elle a un sens.

Depuis que O. Frostman [5] a étudié le principe classique du maximum
pour les noyaux de Riesz-Frostman sur l’espace euclidien R*(n > 1), il y
avait beaucoup de travaux sur le principe classique du maximum.

Dans le cas out X est un tore, il y a un travail important concernant
le principe classique du maximum pour les noyaux de convolution
symétriques (voir [12]): Un noyau de convolution symétrique N vérifie
le principe classique du maximum si et seulement si la transformée de
Fourier de N est de la forme N = Af%, ou 2; (j = 1,2) est une fonction
définie-négative sur le groupe dual X de X a valeurs non-négatives.

Dans le cas ou X est non-compact et ou il n’existe aucun sous-
groupe compact de X excepté {0}, nous avons donné une caractérisation
analogue pour les noyaux de convolution symétriques et s’annulant a
Vinfini (voir [7]). On se trouve quelques démonstration incomplétes dans
[71.

Remarquons que si, pour un noyau de convolution N, N est, pour
deux fonctions définie-négatives 4, et 1, sur )A(, de la forme N = A2,
alors N est conditionnellement sous-médian par rapport au semi-groupe
vaguement continu («,),», défini par &,=exp (—£1,).

On dit qu’un noyau de convolution N est conditionnellement sous-
médian par rapport au semi-groupe vaguement continu («,),», donné si,
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pour ¢>0 quelconque, Nxa, a un sens, si, en posant @*(lim %(N*a, — N))
t—0

T’ensemble des fonctions f e C#(X) vérifiant 1a condition que %(N*at — N)«f

converge uniformément sur tout compact lorsque t—0, 2* <1iml(N *x0t, — N))

t~0 f

est dense dans C#(X) et si, pour fe @ +(lim -i—(N*ozt — N)) a support C C{0}

v
quelconque, lim —l—(N*ozt — N)%f(0) = 0. Dans ce cas, il existe une mesure
de Radon po;;:;ivte ¢ en dehors de l’origine, et une seule telle que, pour
fe 9+(1ti-1.? %(N*at — N)) a support C C{0} quelconque, | fdeo = ltlirol %(N*oz,
— N)+f(0).

Supposons qu’il n’existe aucun sous-groupe compact excepté {0}. Le
but de cet article est de montrer 1’équivalence entre les deux énoncés
suivants (a) et (b). Soient IN un noyau de convolution et N’ un noyau
de convolution vérifiant N = o(IN’). On désigne par ¢ la mesure d’unité
a lorigine.

(a) N vérifie le principe de domination relatif a N’.

(b) Il existe un semi-groupe vaguement continu («,),., des mesures
de Radon positives vérifiant a, # ¢ (¢ > 0) tel que NN soit conditionnellement
sous-médian par rapport a ()., €t que, pour ¢ = 0 quelconque, N’ = N'xa,
dans X.

Ceci donnera immédiatement 1’équivalence suivante:

Pour qu'un noyau de convolution N s’annulant & l'infini vérifie le
principe classique du maximum, il faut et il suffit qu’il existe un semi-
groupe vaguement continu et sous-markovien («,),», des mesures de Radon
positives vérifiant «, = ¢ (£ > 0) tel que N soit conditionnellement sous-
médian par rapport a (@),

Dans le cas ou X = R", N vérifie le principe classique du maximum
si et seulement s’il existe un laplacien généralisé L =0 tel que LxN >0
au sens des distributions en dehors de 'origine.

§2. Préliminaires et quelques propositions

Dans ce paragraphe, on ne supposera aucune condition supplémentaire
pour X.

On désigne par Cx = Cx(X) ’espace vectoriel topologique usuel des
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fonctions finies et continues dans X a support compact et par My, = Mg (X)
I’ensemble formé par toutes les fonctions &-mesurables et bornées dans
X a valeurs réelles et a support compact. Leurs sous-ensembles des fonc-
tions =0 sont notés Cj et My, respectivement. Pour un noyau de con-
volution N et pour fe My, Nx(f§) est absolument continu par rapport a
&, et sa densité s’écrit Nf. Evidemment Nf est localement bornée.
Soient N, et N, deux noyaux de convolution. On note N, = O(V,)
si, pour f € Cy quelconque, il existe ge C% et un compact K dans X tel
que N, xf<N,xg sur CK. On note N, =o0(V,) si N, et N,#0 sont &
support compact ou bien si supp (&V,) est non-compact et si, pour fe C%
quelconque, il existe ge Cx telle que N,*g(x)>0 sur supp (IV,*f) et que

Nixf(x) _
2.1) Noxg(d) o(1)
dans {x € X; N,*g(X)>0} a linfini.

On dit que N, vérifie le principe de domination relatif & (resp. le
principe transitif de domination par rapport a) N, si, pour f,geCi
quelconques, N, xf < N,*xg (resp. Nyxf < N,+g) sur X dés que N, xf<N,xg
(resp. N,xf<N,+g) sur le support de f, supp (f). Dans ce cas, on écrit
N, < N, (resp. N, C N,).

Remarque 1. Supposons que N, < N,. Alors on a:
(2.2) Si N, # 0, alors N, = O(IV,).
(2.3) Si N, + 0, alors supp (IV;) 0.
(2.4) Si supp (IV,) 20, alors supp (V) C supp (IV,).

On voit facilement (2.2) et (2.3). Pour fe C; et ge Cj; vérifiant
supp (g) C {x € X; f(x)>0} quelconques, supp (NV,) 50 et N, < N, montrent
qu’il existe une constante a > 0 vérifiant aN,xg < N,+f sur X, et donc
supp (V) + supp (f) C supp (IV,) + supp (f), o, pour deux sous-ensembles
Aet Bde X, A + B désigne {x + y; x€ A,ye B}. En faisant supp (f) | {0},
on arrive a supp (IV,) C supp (IV;), d’ou (2.4).

On dit que N, vérifie le principe du balayage relatif a N, (resp. le
principe transitif du balayage par rapport a IV,) si, pour une mesure de
Radon positive ¢ & support compact et un ouvert relativement compact o
dans X quelconques, il existe une mesure de Radon positive p/ (resp. ¢’)
portée par @ telle que:
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(2.5) Nyxp/ < Nyxp (vesp. Nyxp”/ < Ny+p) dans X.
(26) N,xy = N,xp (resp. N,xpy” = N,xp) dans o.

Dans ce cas, on écrit IV, < N, (resp. N, [ z V,), et l'on dit que z' (resp. p”)
est une mesure balayée (resp. une mesure balayée transitivement) de pu
sur o relativement a (N, NV,).

ProposITION 2. Pour deux noyaux de convolution N, + 0 et N, + 0, les
six énoncés suivants sont équivalents:

(@ N, <N, (b) NNCN, (¢) N,<zN, (d N, C;iN,

(e) N, <N, (f) Pour ce (0, ©) quelconque, N, + cc¢ < N,.

Pour un noyau de convolution N, on note N le noyau de convolu-
tion défini par .[ fdN = Ide pour toute fe Cg, ol f(x) = f(—x), et Pon
Tappelle le noyau adjoint de N. On dit souvent que ¢ est le noyau
d’unité. Pour (a) & (b) & (¢) & (d), voir le théoréme 20 dans [11]. Pour
(a) © (e) & (f), voir les propositions 2,3 dans [10] et la proposition 4 dans
[11].

Pour un noyau de convolution N, on désigne par D*(N) ’ensemble
des mesures de Radon positives dont les N-potentiels sont définis.

ProrosiTioN 3. Soient N un noyau de convolution et N’ + 0 un noyau
de convolution vérifiant N < N’. Soit p une mesure de Radon positive
appartenant @ D*(N'). Si N’ =z N'xp dans X, alors pe D*(N) et N({0})
= Nxp({0D).

Démonstration. Comme N = O(N’), on a pe D*(N). Soit ¢eCj;
vérifiant N’*go(O) > 0. Pour de (0, o) quelconque, il existe ve 7" tel que,
pour f e Ck portée par v et vérifiant 0 < f < 1, f(0) = 1 quelconque,

@7 Nf(x) < %%N’*go(x) + 3N’ xo(x)  sur v.

On désigne ici par ¥ la totalité des voisinages compacts de l’origine.
Comme N < N, Iinégalité dans (2.7) a lieu sur X. En faisant supp (f) | {0}
et 60, on arrive a

Y N{0D)
i Ni < U Nx X.
(2.8 ({xh = —; «ol0) o(x) sur

On a donc
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@9 N{O) — Nxu(0) = N(O) — [ N@hdpco)

\%

DD (1w (0) — [ N9 2 0,
N’ x¢(0)
d’ou la proposition 3.

Pour un noyau de convolution N, on désigne par S(IN) I’ensemble
des noyaux de convolution N’ vérifiant N < N’. En rappelant (2.8), on
obtient le corollaire suivant:

COoROLLAIRE 4. Soit N un noyau de convolution vérifiant S(N) + 0
et S(N) = {0}. Si N({0}) = 0, alors, pour x e X quelconque, N({x}) = 0.

Pour deux noyaux de convolution N, et N,, on dit que N, est régulier
par rapport a N, si () P(V,, N,; v) = {0}, ou
vEY

(2.10) P(N, N,;v) = {N,+1; 2€ D*(N,) N D*(V,), supp () C Cv, N, = N, =7},

ou l'adhérence est au sens de la topologie vague. On dit simplement
qu’un noyau de convolution N est régulier si NV est régulier par rapport a
lui-méme (cf. [11]). On écrit simplement P(N;v) = P(N, N; v).

Remarque 5. Soient N, et N, deux noyaux de convolution. Si
N, = o(lN,) ou bien si N, = O(IV,) et N, est régulier, alors N, est régulier
par rapport a N,

En effet, soit ge @ P(N,, N,; v) quelconque. Alors il existe une

famille filtrante & droite (V.).cs C 7 et une famille filtrante (V,*2,).c,

des N,-potentiels des mesures de Radon positives telles que U v, = X,
ac4

supp (4,) C Cu,, lim N, x 2, = n (vaguement) et que N, = N, 1,. Si N, = o(IV,),
on a lim N, 2, =a 0 (vaguement), d’aprés la remarque 30 dans [11]. Si N,
est régaulier, alors on a lim N,x2, = 0 (vaguement). Comme N, = O(N,),
on a aussi lim N, x4, = 6 (vaguement). Par conséquent, » =0, d’out
M P(N,, N,; v)«: {0}.

VEY
On voit aussi facilement que si N, = O(N,) et N, est régulier, alors

N, est aussi régulier.

Remarque 6. En rappelant la démonstration du théoréme 20 et la
proposition 25 dans [11], on voit 1’énoncé suivant:
Soit N un noyau de convolution vérifiant S(N) = 0 et S(IV) + {0}.
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Pour un ouvert relativement compact o dans X, il existe une mesure de
Radon positive p. portée par @ telle que I'on ait:

2.11) N0}y < N dans X.

(2.12) Pour N’e S(N) quelconque, p. est une mesure balayée transitive-
ment de ¢ sur o relativement a (IV, N').

(2.13) Pour une mesure de Radon positive v appartenant & D*(IN) et
N’ e S(N) quelconques, N’y = N’y dans X dés que Nxv = Nxp
dans .

Dans ce cas, p. s’appelle une mesure balayée transitivement de e
sur @ par rapport a S(N).

Remarque 7. Soit N un noyau de convolution. Supposons qu’il existe
un noyau de convolution N’ &= 0 dans S(XN) telle que N soit régulier par
rapport & N’. Alors, pour un ouvert quelconque o dans X, il existe une
mesure de Radon positive 4. portée par @ vérifiant (2.11), (2.12) et (2.13).

En effet, on choisit une suite croissante (w,);_, d’ouverts relativement
compacts telle que | o, = w. Soit 4 une mesure balayée transitivement
n=1

de ¢ sur o, par rapport & S(N). Comme N’ = N’y et N = ON'), (¢)i-,
et (Nx*);., sont vaguement bornées. Donc on peut supposer que (u))y-,
et (Nxp);., convergent vaguement. Posons p. = lim 4 et 7 = lim Nxp]/

n—co n—oo

(vaguement). Pour que g, soit une mesure demandée, il suffit que
n= Nxp. Pour peCj vérifiant 0 < ¢ <1 quelconque, lim Nx(pp))

= Nx(pp.)) (vaguement), et donc
(2.14) 0 < 9 — Nxe/ < lim Nx((1 — ¢)1)) dans X.

Ceci donne que, pour ve ¥ quelconque, il existe 5, € P(N, N’; v) vérifiant
09— Nxy <7, En faisant v1 X, on arrive a 5= Nxp., dou la
remarque 7.

On dit aussi que y. est une mesure balayée transitivement de ¢ sur o
par rapport 4 S(IN). Dans les présentes deux remarques, pour N’e S(IV)
quelconque, N’ xyp. est uniquement déterminé.

ProrosiTiON 8. Soit N un noyau de convolution vérifiant N({0}) > 0.
Supposons qu’il existe un noyau de convolution N’ #+ 0 dans S(N) tel que
N soit régulier par rapport @ N’. Alors il existe une mesure de Radon
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positive ¢’ dans X telle que l’on ait:

(2.15) #/(0) = o.
(2.16) Nxy” = N dans C{0} .
2.17) N" = N"xy" dans X pour tout N” e S(N) .

Démonstration. Soit (w,).c, une famille filtrante a droite d’ouverts
relativement compacts dans X telle que @, C C{0} et | w, = C{0}. On
acd

prend une mesure balayée transitivement p. de ¢ sur o, par rapport a
S(N). Alors Ny = N dans o,, N’ = N x4,/ dans X pour tout N’ ¢ S(N)
et

(2.18) N({oPp = N — N({0}e .

Comme N’ # 0, on peut supposer que (¢).c, converge vaguement vers
une mesure de Radon positive x”’. De la méme maniére que dans la

remarque 7, on a lim Nxy, = Nxy” (vaguement), et donc p” vérifie (2.16)

et (2.17). D’aprés (2.18), on a p’({0}) = 0. La démonstration est ainsi
complete.

Dans ce cas, ¢/ est une mesure balayée transitivement de ¢ sur C{0}
par rapport a S(N).

Une famille (N,),., des noyaux de convolution est, par définition,
une résolvante si, pour p > 0 et ¢ > 0 quelconques,

(2.19) N, — N, =(q — p)N,+N,  (Equation résolvante) .

On connait bien que, pour un noyau de convolution N, une résolvante

(INV,),>o Vérifiant lir,'()l N, = N (vaguement) est uniquement déterminée des
Pt

qu’elle existe. Dans ce cas, en posant N, = N, (IV,),=, s’appelle la résolvante
associée a N.

D’apreés le lemme 35 et la remarque 33 dans [11], on voit la remarque
suivante:

Remarque 9. Pour un noyau de convolution N, les deux énoncés
suivants sont équivalents:

(a) 1l existe la résolvante associée a N.

(b) N est régulier et vérifie le principe de domination.

On dit que N vérifie le principe de domination si IV < N.
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PropositioN 10. Soient (IV,),., une résolvante et N’ un noyau de
convolution. Alors, pour que, pour p > 0 quelconque, N, < N’, il faut et
il suffit que, pour p > 0 quelconque, N’ = pN’x N,,.

Démonstration. Comme N, vérifie le principe de domination, on a
supp (V,) 50 ou bien N, =0. Donc on peut supposer que N’ 0.
D’aprés I’équation résolvante, on a, pour tous p >0 et g > 0,

{2.20) Nq + %ez ‘%‘(5 + il(prw)*n) ’

o (-)=(-) et ()""'=(-)"«(-). Si N =zpN'xN,,, alors

N, + le < N’ (voir la proposition 2 et la remarque 10 dans [11]). Si
D

N, + %s <z N’, alors N' = pN’'«N,,,. D’aprés la proposition 2, on voit

que N, + o< N o N = pN’'xN,,, sont équivalents. Ceci donne
p
immédiatement la proposition 10 (voir aussi la proposition 2 dans [11]).

Prorosrition 11. Soit (N,),., une résolvante et supposons qu’il existe
un noyau de convolution N’ # 0 tel que, pour p > 0 quelconque, N' = pN’ x N,,.
Alors pN, converge vaguement vers une mesure de Radon positive 7 dans
X lorsque p—0. Si 90, alors, pour p >0 quelconque, supp (N,)
C supp (1), » est portée par un sous-groupe compact I' de X et la restreinte
de 7 sur I est la mesure de Haar normalisée de I

Démonstration. Evidemment (pN,),., est vaguement bornée. Supposons
qu’il existe un point vaguement adhérent 5 = 0 de (pN,),s, lorsque p — 0.
On prend une famille filtrante (IV,,).c. telle que limp, =0 et limp,N,,

= 5 (vaguement). En utilisant le lemme de J. Deny (voir le lemme 5.2
dans [4]) et en faisant p, — 0 dans I’équation résolvante (p.N,,)*(c — (p,
— P.)Ny,) = pNp, (B€ ), on voit que p*(e — psNp,) =0. On a aussi,
pour p > 0 quelconque,

.21 n%(e —pN,;) = 0.

En faisant p, — 0, on voit que (y)** = 7, en utilisant encore le lemme de
J. Deny. D’aprés le théoreme 1 dans [13],  est portée par un sous-groupe
compact I' de X et la restreinte de 7 sur I' est la mesure de Haar
normalisée sur I'. Soit 7’/ un point vaguement adhérent de (pN,),s,

https://doi.org/10.1017/5S0027763000024818 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000024818

NOYAUX DE CONVOLUTION 9

lorsque p — 0 quelconque. D’apreés (2.21) et le lemme de J. Deny, on a

n=r7yxy, et donc 7 0. De la méme maniére que ci-dessus, on a

7 = px7/, dou » = y/. Ceci donne que lim pN, = 7 (vaguement). D’aprés
p—0

(2.21) et la proposition 10, on a, pour tout p >0, N, <7, et donc
supp (V,) C supp (7). La démonstration est ainsi complete.

Ensuite une famille («,),», des mesures de Radon positives s’appelle
un semi-groupe vaguement continu si @, = ¢, @, *«, = «,,, pour tous t = 0
et s=0 et l'application R*>¢— a, est vaguement continue, ou R*
= {te R';t = 0}. Soit N un noyau de convolution. Si N s’écrit, pour un

semi-groupe vaguement continu («,),s,, comme N =I adt, alors N s’ap-
0

pelle un noyau de convolution de Hunt. Dans ce cas, («,),s, est unique-
ment déterminé et s’appelle le semi-groupe vaguement continu associé a
N. Soit (a,),» un semi-groupe vaguement continu et supposons que, pour

p > 0 quelconque, N, = r exp (—pt)a,dt est défini. Alors (IV,),>, est une
0

résolvante.

Remarque 12. Soit («,),», un semi-groupe vaguement continu. S’il
existe un noyau de convolution N’ = 0 tel que, pour t€ R* quelconque,
N’ xa, a un sens et que N’ = N’xa, alors, pour p > 0 quelconque

N, = r exp (—pt)a,dt est défini.
0
PropositioN 13. Soit (IV,),-, une résolvante. Alors, pour qu’il existe
un semi-groupe vaguement continu (a,).s, tel que, pour p > 0 quelconque,
N, = r exp (—pha.dt, il faut et il suffit qu’il existe p, > 0 tel que N,,
0
soit non-périodique”. Dans ce cas, (a,),», est uniquement déterminé.

Rappelons la caractérisation d’'un noyau de convolution de Hunt
suivante:

LEmMME 14. Soit N un noyau de convolution. Alors, pour que N soit
un noyau de convolution de Hunt, il faut et il suffit que N soit non-
périodique et qu’il existe la résolvante associée a N.

Voir la proposition 1 dans [8].
Démonstration de la proposition 13. D’aprés le présent lemme, la

(1) Un noyau de convolution N est non-périodique si, pour x#0e X quelconque, N
# Nxegz, ol ¢, désigne la mesure d’unité a w«.
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condition est nécessaire. Montrons que la condition est suffisante. En
rappelant 1’équation résolvante, on voit que, pour p > 0 quelconque, N,
est non-périodique. D’aprés le lemme 14, pour p > 0 quelconque, il existe
un semi-groupe vaguement continu («,.);», €t un seul tel que N,

=I a,,dt. Comme (IV,, ). est la résolvante associée & NN,, on a, pour
0

te R* quelconque, «,,,, = exp(—qt)a,,. Par conséquent, il existe un
semi-groupe vaguement continu (a.),s, et un seul tel que, pour p < (0, o0)
et te R* quelconques, «,, = exp (—pi)a,, d’ou la proposition 13.

On dit que (a,);», est le semi-groupe vaguement continu associé a
(N p)p>0-

PropositioN 15.  Soit (N,),s, une résolvante des noyaux de convolution
+0 vérifiant lim pN, = 0 (vaguement) et supposons qu’il existe un noyau
p-0

de convolution N’ # 0 tel que, pour tout p >0, N =pN’xN, dans X.
Pour ve V" quelconque, on désigne par (, ., une mesure balayée de ¢ sur
Cuv relativement a N,®. Alors (¢,c.)p>0 €St vaguement bornée et (N,
— N, * ) ¢u)p>e cOnverge vaguement lorsque p — 0. Posons 7, sa limite
vague. Alors, pour p > 0 et un point vaguement adhérent pg, de (ty,0v)p>o
lorsque p — 0 quelconques,

2.22) no%(e — PN,) = Ny*(e — pow) -

En particulier, si, pour tout p > 0, N, est non-périodique, alors 5, #+ 0 et
(ty,cv)p>0 cOnverge vaguement lorsque p — 0.

Démonstration. Admettons la premiére partie et supposons que, pour
tout p > 0, N, est non-périodique. Alors N, est un noyau de convolution
de Hunt (voir le lemme 14). D’aprés (2.22) et l'injectivité de N,®, on
voit que (¢p,c0)p>0 COnverge vaguement lorsque p — 0 et que 7, # 0.

Montrons la premiére partie. D’aprés la proposition 10, on a, pour
tout p > 0, N, < N’, et donc la proposition 2 donne que N, N’. Ceci

(2) Pour une mesure de Radon positive ¢ & support compact et pour un ouvert o
dans X, ¢ est une mesure balayée de ¢ sur o relativement & un noyau convolution N
si supp () c @, N+’ < Nxp dans X, N+ = N=#¢' dans o et si, pour une mesure de
Radon positive v appatenant & D*(N) quelconque, N#v < Nx¢' dans X dés que Nxw < Nxy
dans o. Si N est un noyau de convolution de Hunt, alors ¢ est uniquement déterminée.

®3) On dit qu’'un noyau de convolution N est injectif si, pour pg,v de D*(N)
quelconques, ¢ =v dés que Nxg=N=v. Il est bien connu qu’un noyau de convolution
de Hunt est injectif (voir, par exemple, [4]).
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donne que
(2.23) N = Ny, ., dans X (p > 0) .

Par conséquent (4,,,),>0 est vaguement bornée. Montrons que la famille
(N, — N, * £, ¢,)p>0 €st aussi vaguement bornée. Supposons qu’elle ne I'est
plus. Alors il existe une suite (p,);., des nombres positifs telle que ’on
ait lim p, = 0 et lim | d(V,, — N,, * tty,.¢») = oo. On peut supposer ici que

n— n—co

(tyn,co)r-1 converge vaguement vers une mesure de Radon positive g,
portée par Cv lorsque n—> oo. Posons c, = Id(NM — N, *thh.co) et 7,

=1 (N,, — N, %, c.); alors on peut supposer que (7,),-; converge aussi

n

vaguement vers une mesure de Radon positive 7 lorsque n — . Re-
marquons que, pour p > 0 et ¢ > 0 quelconques, supp (IV,) = supp (NV,),

car, pour r > max(p,q) quelconque, N, = 1 5 ((r — p)N)*" et N,
r — p n=1

S i ((r — @)N)**. Donec, pour p >0 quelconque, supp ()
r — q n=1

C v N supp (V,) et Jd); = 1. Le lemme de J. Deny (cité ci-dessus) donne

que, pour p > 0 quelconque,

2.24) lim N, %y, ¢, = Np* pg, (vaguement),
et donc
@5 7¥E—DPN) =lim LN, — N, 4t 0)%( — (P — PIN,)
. n—rco cn
= lim L N, *(e — ,..c) = 0 (vaguement) .

N~ 00 cn

En faisant p -0, on arrive & =0, d’oi une contradiction. Donc
(N, — N, 1, 00)p>0 €st vaguement bornée. Soient 0 < p < ¢ quelconques.
Alors on a

(2.26) N, # tip00 = Np* fig,00% (€ — (@ — PN = N, = N, * fig,00
dans Cv. En rappelant la définition de 4, on a

(.27 Ny# 4 6o = Nyl o, dans X .
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Soient § un nombre >0 et fe C} quelconques. Alors il existe un nombre
Po > 0 tel que, pour 0 < p < p, et 0 < g < p, quelconques,

2.29) [ fd@NY* @, = Nyx o) < 3.
Pour p,qe (0, p,) vérifiant p < ¢ quelconques, on a
@29)  [fA®, = Nyxsc) — [ fdN, = Nox o) = o
= (@ —P) [fANx (N, = Nyxty0) = 6
— [ 1A 00 = Nyl < 0.

Soient 7,, et 7,, deux points vaguement adhérents de (N, — N, * ) co)p>o
lorsque p — 0 quelconques. Alors on a, pour tout p € (0, p,),

@30 [fdn, < [fA0N, - Nyegho) +9 (G=1,2),

et donc U fdy,, — f fdy, .l < 6. En faisant 6} 0, on arrive a l’egalite

jdeD,l = ffdvvﬂ, d’Oﬁ 7)1},1 = 771),2' Par ConSéquent, (Nll - NP*#;},C‘U)P>O

converge vaguement lorsque p — 0. L’égalité (2.22) résulte de 1’équation
résolvante et du lemme de J. Deny. La démonstration est ainsi compléte.

On dit que tout le point vaguement adhérent de (4 ¢.),~, lorsque
p — 0 est une mesure balayée de ¢ sur Cv relativement a (IV,),..

ProposiTiON 16. Soit N un noyau de convolution vérifiant N({0}) > 0.
Supposons qu’il existe un noyau de convolution N’ ++ 0 dans S(N) tel
que N soit régulier par rapport & N’. Soit p une mesure balayée
transitivement de ¢ sur C{0} par rapport & S(IN) vérifiant p’({0}) = 0.

Alors
(2.31) N’ «(N — Nxy') =0 dans X .

LemME 17. Soient N et N’ deux noyaux de convolution et supposons
que N est régulier par rapport ¢ N’. Alors, pour une famille filtrante
(tts)scs des mesures de Radon positives convergeant vaguement vers une
mesure de Radon positive p, lim Nxp, = Nxp dés que (N*p,).cq est

vaguement bornée et que N' = N'xp, dans X.
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Démonstration du lemme 17. On peut supposer que (Nx*py,),cs con-

verge vaguement. Posons 7 = lim Nxp, (vaguement). Alors » = Nxp

dans X. Pour ¢e Cj vérifiant 0 < ¢ < 1 quelconque, on a

(2.32) 7 — Nxp=1lmN+((1 — o)(. — 1) (vaguement) ,

et donc, pour ve 7" quelconque, il existe », € P(IN, N’; v) tel que y — Nxpu

< 7, dans X. En faisant v 1 X, on arrive & 7 = Nxp, d’ou le lemme 17.
Démonstration de la proposition 16. Comme N’ = N’xy” dans X,

pour p > 0 quelconque, N, = 1 (e + Zm: ( 1 y”)*n) est défini et
1+p =1\1+p

(IV,)p>0 est une résolvante.
D’abord on suppose que Hm pN,=0. Comme N’ =pN'xN,, le

lemme 17 donne que lim Nx(pN,) = 0 (vaguement). On a
p—0

(2.33) N = lim N, *(IN — Nxy”) (vaguement) .

p-0

Donc N == Nxyp’. D’aprés (2.33), on peut écrire, pour une constante
¢>0 et pour une mesure de Radon positive ¢, comme N — Nxp’
= ce — 0. Pour ve 7 quelconque, posons ¢, = ¢ sur v et ¢, = 0 dans Cu.
Soit he C; vérifiant N, xh(x) > 0 sur v+ v. Alors, pour fe C} portée
par v et un entier n = 1 quelconque, il existe 0 << p <1 tel que

(2.34) N,x(ce — o)sf+ LN,xh =0  sur supp (o.*f) .
n

Comme N, [C N’, on a

(2.35) N’ x(ce — o,)xf + lN’*h_Z_() sur X .
n

En faisant n— oo, fé — ¢ et ensuite v 1 X, on arrive a (2.31).
On suppose ensuite que lim pN, = 0. D’apres la proposition 11, il
-0

existe un sous-groupe compact I' de X tel que, pour p > 0 quelconque,
supp (V,) € I et que lim pN, = &,, ou &, est la mesure de Haar normalisée
-0

de I'. Alors, supp () C I et
(2.36) (N — Nxy)x&p = lir‘()l (N — Nxy/y«(pN,)
P

= lim pNx*(e — pN,) = 0 (vaguement) .

-0
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Comme N — Nxy” < 0 dans C{0}, on a supp(lN — Nxy”’) C I'. Donc on
peut supposer que supp (V) C I', et par suite on a (2.31). La démonstra-
tion est ainsi compléte.

Par conséquent, on obtiendra la proposition suivante:

ProposiTioN 18. Soit N un noyau de convolution non-périodique
vérifiant N({0}) > 0. S’il existe un noyau de convolution N’ + 0 dans
S(N) tel que N soit régulier par rapport @ N’, alors il existe deux semi-
groupes vaguement continus (@,).z, et (B.):xo tels que, pour t € R* quelconque,

N’z N'way N' = N'#fi e — @), (e = ), 5 (N=a, — N) convergent

vaguement lorsque t — 0, lim p r exp (—pt)a,dt = 0 (vaguement) et que
-0 0

(2:37) lim N (@, — ) = lim (5, — ).
t—0

t—-0

Démonstration. Soit y’ une mesure balayée transitivement de ¢ sur
C{0} par rapport & S(N) vérifiant /’({0}) = 0. Comme N’ = N’xy”, pour
te R* quelconque,

a un sens et (a,).s, est un semi-groupe vaguement continu. On a, pour
p > 0 quelconque, N, = I exp (—pt)a,dt, oit (IN,),>, est la résolvante dé-
0

finie dans la démonstration de la proposition 16. Ecrivons, pour une
constante ¢ = 0 et pour une mesure de Radon positive ¢, comme N — Ny’
= ce — 0. Montrons que c¢ > 0. Supposons contrairement que c¢ < 0.
Alors (2.31) donne que ¢ =0, et donc N— Nxy’ =0. On a alors
lim pN, #+ 0 (voir la démonstration de la proposition 16). Posons &,
Zolim pN,; alors supp(¢’) C supp(é;) et Nx&, = Nx&pxy’, et donc

p—0
fd/// = 1. L’égalité N = Nxy” et le théoréeme 1 dans [3] donnent que

tout le point de supp (¢’) est une période de N®. Comme p”({0}) =0,
ceci est en contradiction avec notre hypothése. Par conséquent, ¢ > 0 et

donc N’ > 1 x¢ (voir (2.31)). Pour te R* quelconque,
c

(4) On dit que x ¢ X est une période de N si N = Nxe,.
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(2.39) . = exp(—en(e + 3 £ )

n!

a un sens et (B,) est un semi-groupe vaguement continu. Comme
lim %—(e —@)=¢— 4 et lim —1’—(5 —B8)=ce—a, on voit (2.37). La dé
-0 -0
monstration est ainsi compléte.

Soient N un noyau de convolution et ()., un semi-groupe vague-
ment continu. Rappelons la définition de la sous-médianne conditionnelle

de N par rapport & (@),s (voir §1). Lorsque N, =J adt a un sens, cela
0
est dit aussi conditionnellement sous-médian par rapport a N,.

ProrositioN 19. Soient N un noyau de convolution et (N,),~, une
résolvante vérifiant 1im pN, = 0 (vaguement). Supposons que:
p—0

(a) Il existe un noyau de convolution N’ = 0 tel que N = O(N’), pour
tout p > 0, N’ = pN’'«N, et que N soit régulier par rapport a N'.

(b) Il existe le semi-groupe vaguement continu (e,),», associé @ (IN,),o.

Alors les trois énoncés suivants sont équivalents:

(1) N est conditionnellement sous-médian par rapport & ()=

(2) Posons @*(lim pNx(pN, — e)) l'ensemble des fonctions fe Cj
P
vérifiant la condition que pN*(pN, — ¢)*f converge uniformément sur tout

compact lorsque p — oo, Alors .@*(hm PN« (pN, — e)) est dense dans Ci

et, pour fe 9*(lim pNx+(pN, — e)) a support C C{0} quelconque,
p—roo
lim pNx(pN, — ) xf(0) = 0.

p—roo
(3) Pour ve?" quelconque, Nx g, = N dans Cuv, ot p, est la mesure
balayée de ¢ sur Cv relativement a@ (N,)p>o-

Démonstration. (1) & (3): Pour tout p >0, N, <N’, et donc N’
> N’ *pg,. On voit alors que Nxpg, a un sens, d’aprés N = O(NV').
D’apres (b), on voit facilement que, pour € R* quelconque, N’ > N’ xq,.
Soit 7, la méme que dans la proposition 15. Alors on a 7, # 0, d’aprés
la proposition 15. En utilisant le lemme de J. Deny, lil})’l PN, *xa, =0

P

(vaguement). On a donc, pour ¢ > 0 quelconque,

(2.40) _1_%*(«, — ¢) = lim %(f: oxp (—pt)ozsds> #(e — t00)% (@t — ©)

p-0
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= tim (]| exp(—pads — L= LELD (N, )+ (o0 — 9

»—0

= %(jt oc,ds) *(oy — €) (vaguement) ,
0

ol ¢, est la mesure balayée de ¢ sur Cuv relativement & N,. Ceci et
le lemme 17 donnent que

(2.41) lim %—N xp,x(a, — &) = Nx(ug, — €) (vaguement) .
t=—0
Donc .@"(Iim %(N xo, — N)) contient le sous-cone convexe de C} en-
t—0

gendré par {f*75,;f€ Ck,ve?’}, et par suite 9"<lim l(N*at — N)) est

t-0
dense dans C%. Remarquons que, pour fe @*(lim -];—(N xo, — N)) a sup-
t—0
1
tfdm

t—-0

port CC{0} quelconque, (lim (N+a, — N)*fx 77,,(0)) converge vers

VEY

lim l(N xa, — N)xf(0) lorsque v]{0}. Alors on voit facilement que

t-0

D E.

(2) ©(3): De la méme maniére que ci-dessus, (2.22) donne que

(2.42) lim pNx5,«(pN, — ¢) = Nx*(u¢, — €) (vaguement) .

p—oo

De la méme maniére, on voit que (2) & (3). La démonstration est ainsi
compleéte.

Dans ce cas, @*(lim —]‘—(N*a, — N)) C .@*(lim pNx(pN, — s)) et il
P

t-0

existe une mesure de Radon positive ¢ en dehors de l’origine, et une
seule telle que, pour fe 9"(lim %(N xa, — N )) a support C C{0} quelconque,
t—0
(2.43) f fdo = lim %(N*a', — N)#f(0) = lim pN(pN, — ¢)*£(0) .
t—0 P
3 . 1 \/, v
On a aussi que ¢ = lim —=—(Nx*yg, — N) (vaguement) en dehors de

v {0} J.d%

V’origine.
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En rappelant la présente démonstration, on voit la remarque suivante:

Remarque 20. Soient N un noyau de convolution et (), un semi-
groupe vaguement continu. Supposons qu’il existe un noyau de con-
volution N’ + 0 tel que, pour te R* quelconque, N’ = N’ xa,, N = O(N')
et que N soit régulier par rapport & N’. Alors 2* (lim —:—(N *a, —~N)>

t—0

est dense dans Cj.

En effet, de 1a méme maniére, (2.41) a lieu, et donc 2+ <lim l(N o, — N))

t~0
est dense dans C.
La remarque suivante résulte immédiatement de la définition de la
sous-médianne conditionnelle.

Remarque 21. Soient N un noyau de convolution et («.).», un semi-
groupe vaguement continu. Alors pour que N soit conditionnellement
sous-médian par rapport & ()., il faut et il suffit que, pour ve?”
quelconque, il existe une mesure de Radon positive 7, # 0 portée par v

telle que —:;—(N xa, — N)x7, converge vaguement dans X lorsque t— 0 et

que lim %—(N*at — N)x5, = 0 en dehors de v.
t—0

La proposition suivante jouera un réle dans la démonstration du
théoréme principal.

ProrositioNn 22. Soient N un noyau de convolution, ()., un semi-
groupe vaguement continu et p une constante >0. Supposons qu’il existe

un noyau de convolution N’ + 0 dans S(N) tel que N' = p r exp (—pt)N' xa, dt
0

et que N soit régulier par rapport ¢ N’. Posons N, = r exp (—pt)a,dt.
0

Pour un ouvert o, on désigne par ., la mesure balayée de ¢ sur o
relativement @ N,. Si, pour un ouvert relativement compact o quelconque,
Nx(e — pN,)*,, = Nx(¢ — pN,) dans o, alors N est conditionnellement
sous-médian par rapport d (a,);so.

Démonstration. Soit ve?” quelconque. On choisit une famille
filtrante a droite (w,),., des ouverts relativement compacts telle que

U o, = Cv. Alors (5, = lim p}, ,, et N, ), o, = lim N, x4, . (vaguement).
o Ho . Moy 73 . 3

D’aprés 'inégalité N’ = pN'« N, x4, ,. (@ € 4), le lemme 17 donne que
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(2.449) PN+ N, %, ¢, = lim pN* N, %, ., (vaguement) .
Donc on a
(2.45) Nx(e — pN,)* 0o = Nx(e — pN,) dans Cv.

Posons 7,, = N, — N, *, c,; alors 75,,+# 0, d’aprés l'injectivité de N,.
D’aprés le lemme 17, on a

(2.46) Nx(e — pr)*(,u;,gv —e)
= lim %—N* (e — pN,)*2,..*(exp (—pt)a, — ¢)
t—0

= lim (LN, (e — 9 = 21— exp (=pO)N 1, ,2a.

t—0

+ %pN*N,,*m,,v*e — exp (—pba,))

= lim lN*pp,,,*(a, —e).
t-0 ¢
D’apres la remarque 21, N est conditionnellement sous-médian par rapport
a (a).z. La démonstration est ainsi compléte.

Considérons la convergence d’une famille filtrante des résolvante.

ProposiTioN 23. Soient (IV,,.)p>0).c4 Une famille filtrante des résolvantes
des noyaux de convolution et N’ un noyau de convolution non-zéro. Sup-
posons que, pour p >0 et ac A quelconques, N' = pN'«N, .. Si, pour
Do >0, (Nyya)aca € (N’ %N, Deca convergent vaguement et si lim N’ xN,

Po,a
a

=N *(lim Npo,,,>, alors, pour p > 0 quelconque, (N, .).c4 coOnverge vaguement
aussi. Posons N, =1lim N, , (p > 0). Alors (IN,),>, est une résolvante et,

pour p > 0 quelconque, (IN'+* N, ,).cs converge vaguement vers N’ xN,.

Démonstration. Posons N, =lim N, . Soit p >0 quelconque.

Comme, pour tout ¢ 4, N’ = pN’'«N, ., (N,..).cs €st vaguement bornée.
Soient N, et N, deux points vaguement adhérents de (IV,.).c, quelcon-
ques. On choisit deux sous-familles filtrantes (N, .)wcsr €t (Np,en)aresr de
(Np,)ees qui convergent vaguement vers N, et N,, respectivement. Soit
fe C% quelconque. Comme N,, < N’ (voir la proposition 10), on peut
supposer qu’il existe ge Cjx telle que, pour ae€ 4 quelconque, N, . *f
< N'4g sur X. Alors on a
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(247 N,xN, *f(0) <1 m N, . *N,, . xf(0) < hm N, . % Ny, oo xf(0)
= llm (V"% Ny, % 8(0) — po,a»*(N’*g N, x£)(0)
=< N’*Npo*g(o) — Ny #(N'%g — N, x£)(0)
= N,xN,,xf(0) .

Comme f est quelconque, N,*N, = lif,n N, .*N,, . (vaguement). De la

méme maniére, on a N,*N,, = lim N, ,.*N,, .~ (vaguement). Donc
(2.48) N,, = Ny*(e — (py — PIN,,) = Nyx(e — (po — P)Ny,) -

Si |p, — p| < p,, alors i ((p, — P)N,,)*" converge vaguement et
n=1

(2.49) N, = N} = N, * (e + i (po — p)Npo)*") ,

car N’ = pN'«N,. On voit ainsi que, pour pe(0,2p,) quelconque,
(IV,,.)c4 converge vaguement. On voit encore, par récurrence, que, pour
p > 0 quelconque, (N, .).cs converge vaguement. En remarquant (2.47),
on voit que (INV,),>, est une résolvante. De la méme maniére, on voit
que, pour p =p, quelconque, (N’*N,,).c. converge vaguement vers
N’«N,. En remarquant que, pour € 4 et un entier » = 1 quelconques,
N’ = N'x(p,N,)*", on voit, par récurrence, que, pour un entier n > 1
quelconque,

(2.50) Hm N #(pelNpo,0)*™ = N % (DolNp)*" (vaguement) .

Soient 0 < p < p, et fe C% quelconques. Alors, pour un entier 2> 1
quelconque,

(2.51) f fAN' %N, < I fAN' =N, < Tim J fAN' %N

=®(p01_p [fan' <3 (2.~ PN ))

<deN’*N + 3 (p°“ ) fde’

On voit ainsi que (IN'*N, ,).c. converge vaguement vers N'xN,. La
démonstration est ainsi complete.

ProrosiTioN 24. Soient N un noyau de convolution vérifiant N < N,
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N’ + 0 un noyau de convolution et p > 0 une constante. Si N’ > pN’xN,
N’ #=pN’«N et N < N’x(e — pN), alors il existe un noyau de convolution
N, et la résolvante (N,),», associée & N, telle que N, = N. Dans ce cas,
N, est déterminé d’une maniére unique et N, < N'.

Démonstration. Comme N’ = pN’+*N et N’ = pN’xN, i} (pN)*"* con-
n=1
verge vaguement, et donc, en utilisant le lemme de J. Deny, (M P(N; v)
VEY

= {0}; C’est-a-dire, N est régulier. D’aprés la remarque 9, il existe la
résolvante (M,),», associée & N. D’aprés N < N’x(e — pN), on a, pour
tout ¢ > 0,

(2.52) gN’x(e — pN)x*M, < N'x(e — pN) ,
et donc (p + q)N'+*M, < N’. Posons, pour ge€ [0,p) quelconque, N,

= P 1 p f‘_,l((p — q)M,)*" et, pour g € [p, ) quelconque, N, = M,_,. Alors,
pour g = 0 quelconque,
(2.53) N,—N,=(p —qN,«*xN, et limN,=N,.

q—0

Donc, pour ¢ = 0 et ¢’ > 0 quelconques,

(2'54) Nq - Nq’ = (p - Q)(Nq' + (q, —p)Np*Nq')*Nq
—(p — @)N; + (@ — PN, * N))x N,
= (¢’ — q)N,xN,. .
D’aprés (2.53) et (2.54), (IV,),»o est la résolvante associée a N, L’unicité
de N, est bien connue. On a, pour g >0, N’ = gN'«xN,, et donc la

proposition 10 donne que, pour g > 0 quelconque, N, < N’. En faisant
q |0, on arrive & N, < N’. La démonstration est ainsi compléte.

§3. Le principe de domination relatif et la sous-médianne con-
ditionnelle

Dans ce paragraphe, on supposera toujours qu’il n’existe aucun sous-
groupe compact de X excepté {0}.

LemMme 25. Soit (N,),>, une résolvante des noyaux de convolution
+0. Alors il existe le semi-groupe vaguement continu associé & (N,),so.

Démonstration. Pour p > 0 et ve 7", on désigne par y,,, une mesure
balayée de ¢ sur Cuv relativement & N,. Comme, pour 0 < g<p, on a
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N, = N,*y, oo, le lemme de J. Deny donne que lim N, 4, ., = 0 (vague-
vt X

ment). Donc il existe ve?" tel que N, # N,xy, 0. D’aprés N, <N,
supp (N, — N, %, ,)90. Soit I' ’ensemble des périodes de N,; alors I'
est un sous-groupe fermé de X. Comme tout le point de I" est aussi une
période de N, — N,xy, s, on a I' Cv. En vertu de notre hypothese
pour X, on a I' = {0}. Donc la proposition 13 donne le présent lemme.

Montrons le premier théoréme principal.

THEOREME 26. Soient N un noyau de convolution et N’ un noyau de
convolution #0. Supposons que N est régulier par rapport @ N’.
Alors les deux énoncés suivants sont équivalents:

(a) N vérifie le principe de domination relatif a N'.

(b) N = ON') et il existe un semi-groupe vaguement contini (&),
vérifiant a, + ¢ (t > 0) tel que N soit conditionnellement sous-médian par
rapport @ (a,),», et que, pour t = 0 quelconque, N’ = N’ xa,.

Démonstration. (b)=>(a): On peut supposer que N = 0. Comime N
est régulier par rapport & IN’',N’ = 0. Posons, pour p > 0 quelconque,

N, = I: exp (—pbta,dt; alors, N’ = pN’«N,. Montrons que limpN, = 0

p—0
(vaguement). Supposons contrairement que cette égalité n’a pas lieu.
Alors, d’aprés la proposition 11 et notre hypothése pour X, limpN, = ¢
-0

(vaguement) et, pour tout p > 0, supp (V,) C {0}, et donc supp (a,) C {0}.

Comme N’ = N'x«, et a, ¢ (t > 0), il existe une constante a > 0 telle

que «, = exp (—at)e. Alors lim pN, = lim P
-0 -0 p 4 a

tion. On obtient ainsi que lim pN, = 0 (vaguement). D’aprés le lemme
-0

= 0, d’oll une contradic-

17, on a aussi lim Nx(pN,) = 0 (vaguement). Pour montrer que N < N/,
p—0

il suffit de montrer que, pour f,ge Ci quelconques,

3.1) Nxf < N'xg sur supp (f) > Nxf < N'xg sur X.

On choisit v,€ ¥ tel que, pour une mesure de Radon positive v portée
par v, de masse totale d’unité quelconque,

(3.2) Nxyxf(x) < N’ xg(x) sur supp (f) + v, ,

ol supp (f) + v, = {x + y; xe supp (f), ye v,}. Pour ve?”, on désigne par
Ueoo la mesure balayée de e sur Cv relativement & N,. Posons
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Uew = lim g1 ¢, et 9, = lim (N, — N, x4, ¢,) (voir la proposition 15). D’apres
p—-0 p—0

la proposition 15, on a 7, = 0. D’aprés la proposition 10, on a N, < N’.
En utilisant la proposition 2, on voit qu’il existe k, € Cx vérifiant N, *h,
= N’'xg sur supp(f) + v, et N,xh, < N'xg sur X. Pour p >0 et vev?
vérifiant v C v, quelconques, on pose

L (N — Nephy) et a,——1
fd)y,, Jd)y,,

Alors, d’aprés la proposition 19, on a supp (4,,;) C v. D’aprés la proposi-
tion 15, on a

Aoy = (N — Nxpg,)™

3.3) Ny« 2, xf — Nox2,,%f
= Ny, x(e — pN)*f < Nyxh,

sur supp (f) + v, D supp (f*2,,,,) -
En utilisant N, < N,, on a

1

(3.4) f "

Nxp,x(e — pNp)«xf < N,xh, < N'xg sur X .

En faisant v | {0} et ensuite p — 0, on arrive & Nxf < N'xg sur X, d’ou
(3.1). On voit ainsi que (b) © (a).

(a)= (b): D’aprés la proposition 18, il suffit de montrer (a)=> (b)
dans le cas ou N({0}) =0. Soit a une constante >0 quelconque. On
remarque que SV + ae) C S(N) et que N + ae est régulier par rapport
a N’. Soit p; une mesure balayée transitivement de ¢ sur C{0} relative-
ment & (N + ae, N') vérifiant p;({0}) = 0. D’aprés le corollaire 4 et la
proposition 18, il existe deux semi-groupes vaguement continus (@g,.):zo
et (Bu..)iz0 tels que on ait:

(3.5) g, = €XP (—t)(e + i %) .
=1 n!
(3.6) lthrgl —}‘(ﬁa,e — &) = (N + ae)*(y) — ¢) (vaguement) .

On a, pour € R* quelconque, N’ = N'xa,,. Soient ¢ # 0¢ C% quelconque
fixée et x,e¢X vérifiant ¢(x,) >0 fixé. Posons, pour toute ¢ >0,

https://doi.org/10.1017/50027763000024818 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000024818

NOYAUX DE CONVOLUTION 23

8 = gm exp (——t)aa,c,dt>*go. Alors (g.)cso converge uniformément vers ¢
0

sur tout compact lorsque ¢ — 0 et vers 0 sur tout compact lorsque ¢ — oo,
car

3.7 g, = (l '[m exp (

C 0

— lt)aa,tdt) xQ ,
c

(Im exp (—pt)aa’tdt) est une résolvante et supp («,) n’est pas compact

0 >0

des que g, #0 (¢>0). Il existe donc une constante ¢, > 0 telle que

8..(x) = 3p(x,). Pour tout p>0, on pose N,,= r exp (—pt)ay, . AL
0

Alors (INV,,.)pss est une résolvante et, pour p >0 quelconque, N’
> pN’xN, .. Donc, pour p >0 quelconque, (IV,,.).-, €st vaguement bornée.
On peut supposer que (IV, ,).-, converge vaguement lorsque a — 0. Posons
N, =1lim N, ,. Alors N,x¢(x,) = 3¢(x,), et donc N, %=0. On a aussi

a—0

N, <N, e¢ N = NxN,, Comme N,, <N et N, < N'x(e— N,,), on a
N, < N’ et, pour fe C3} vérifiant f < 1 quelconque, N, < N’x(e — fN,).
En faisant f11, on a N, < N'x(e — N,). Montrons qu’il existe une
résolvante (M,),., des noyaux de convolution 0 vérifiant M, = N,.
Supposons d’abord que N’ = N’«N,. Alors N'«N, = lim N'«N, , (vague-

a~0

ment). D’aprés la proposition 23, on voit que, pour p > 0 quelconque,

(N,,.)e>e converge vaguement lorsque a—0 et que, en posant N,

= lim N, ., (N,),>, est une résolvante. On a aussi N’ = pN’xN,, et donc
a—0

N, # 0. Par conséquent (IV,),-, est une résolvante demandée. Supposons
ensuite que N’ = N’xN,. Alors, d’aprés la proposition 24, il existe une
résolvante (M,),~, des noyaux de convolution #0, et une seule telle que
M, = N,. Soit («,),s, le semi-groupe vaguement continu associé a (M,),-,.
Comme N, x¢(x,) = $0(x,), N, #¢, et donc, pour tout ¢t>0, «, #e.
Montrons finalement que N est conditionnellement sous-médian par
rapport & (a,);. So0it @ un ouvert relativement compact dans X quel-
conque. On choisit une famille filtrante & droite (,),c, des ouverts telle

que @, Cw et |Jw, =w. Pour a >0, on désigne par . la mesure
acd

balayée de ¢ sur o, relativement & N, ,. Comme N,, < N, N’ = N’'xu,, .,
et donc (t),..).>0 €st vaguement bornée. On a

38 (N4 a)xlc — Np)* (oo — 9
— (N + a9k (e — p)# Ny % (e — ©) = 0 dans o, .
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Soit p,, un point vaguement adhérent de (4, .).>o lorsque a | 0. D’apres
le lemme 17 et (3.8), on a

3.9) Nx(e — N)*(yl,, — €) = 0 dans o, .

On a aussi supp (4,,) C @,, Nyxpl,, < N, dans X et N,xp,, = N, dans o,.

Soit 4, la mesure balayée de ¢ sur o relativement & N,. Alors g, est un
point vaguement adhérent de (x,,).cs lorsque w, 1 w, et donc

(3.10) Nx(e — N)x(p,, —e) = 0 dans o .

D’apres la proposition 22, N est conditionnellement sous-médian par
rapport & (a,).5. Comme, pour tout p >0, N' = pN’«M,, on a, pour
te R* quelconque, N’ = N’*a,. On voit ainsi (a)=> (b). La démonstra-
tion est compléte.

En particulier, on aura corollaire suivant:

CoroLLAIRE 27. Soit N un noyau de convolution régulier par rapport
a & Alors les deux énoncés suivants sont équivalents:

(a) N vérifie le principe classique du maximum; c’est-a-dire, N < &,

(b) N est borné® et il existe un semi-groupe vaguement continu Sous-
markovien (a,),s, Vérifiant «, + ¢ (¢ > 0) tel que N soit conditionnellement
sous-médian par rapport a (a,);s.

On dit que (@.);s, est sous-markovien si, pour tout ¢ = 0, fda, < 1.

En regardant la démonstration du théoreme 26, on verra la remarque
suivante:

Remarque 28. Soit N un noyau de convolution. Supposons qu’il
existe N’ == 0e S(N) tel que N soit régulier par rapport & N’. Alors il
existe un semi-groupe vaguement continu («,),5, vérifiant a, = ¢ (¢ > 0) tel
que N soit conditionnellement sous-médian par rapport a («;).» et que,
pour N’ e S(N) et te R* quelconques, N’ = N” xa,.

Rappelons la démonstration du théoréme 26. Soit a une constante
>0 quelconque. Soient x4 une mesure balayée transitivement de ¢ sur
C{0} par rapport & S(N + ae) vérifiant x,/({0}) = 0 et (@s,)iz0s (Ba,)ezo les
deux semi-groupes vaguement continus définis par y, de la méme maniére
que dans le théoreme 26. En faisant la méme discussion comme dans

(5) Cela signifie que, pour fe Cg quelconque, N *f est bornée sur X.
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le théoréme 26 concernant la famille ((«,,.).20).>0 des semi-groupes vague-
ment continus, on voit facilement qu’il existe un semi-groupe vaguement.
continu («,),», demandé.

QuEesTiON 29. Est-ce que (@,).», dans la remarque 28 est toujours
unique excepté la multiplication constante?

Soient («,).s, et (B.):» deux semi-groupes vaguement continus. On
dit que (B,):z, est un multiple constant de («,),s, si, pour £ € R* quelconque,
B. = a., ou ¢ est une constante >0 indépendante de ¢.

Dans le théréeme 26, («,),», n’est pas toujours unique excepté la
multiplication constante. Par exemple, considérer les noyaux de Riesz-
Frostman dans R".

Le théoréme suivant indique que le principe classique du maximum et
le principe de domination relatif au noyau de convolution de Hunt sont.
essentiels.

TutorEME 30. Soit N un noyau de convolution vérifiant S(N) + 0 et
S(N) + {0}. Supposons que le sous-groupe fermé engendré par supp (N)
est égal @ X et qu’il existe N’ = 0e S(N) tel que N soit régulier par
rapport @ N. Alors on a (a) ou bien (b).

(a) Il existe une fonction exponentielle ¢(x) >0 sur X telle que
S(N) = {ap&; ae R*}.

(o) 1II existe un noyau de convolution de Hunt N, tel que N soit
conditionnellement sous-médian par rapport a N, et que

(8.11) S(N) = {N,+2 + n; 2e D*(N,), n est =0 et N,-harmonique} .

Dans (b), N, est uniquement déterminé excepté la multiplication constante.

On dit qu’une fonction finie et continue ¢ est exponentielle si, pour
x,y € X quelconques, o(x + y) = o(x)p(y). On voit évidemment que S(N)
= {apé;ae R*} et S(p'N) = {a&; ac R*} sont équivalents, ot ¢"'N est le
noyau de convolution dont la densité par rapport @ N est égale ¢ ¢™'.

Une mesure de Radon réelle y est dite Ni-harmonique si, pour tout
t =0, p=r7nxa, ol («,),z est le semi-groupe vaguement continu associé d
N,. Dans (b), N, est la plus petite majorante de N (voir [11]).

Démonstration. Soit (@,),s, un semi-groupe vaguement continu
vérifiant o, # ¢ (¢ > 0) tel que N soit conditionnellement sous-médian par
rapport a (@)=, et que, pour N’ € S(N) et t e R* quelconques, N” > N" xa,.
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Pour p > 0 quelconque, on pose N, = f : exp (—pt)a,dt. Alors, pour N”
€ S(IN) quelconque, N” = pN” % N,,.

Supposons d’abord qu’il existe p, >0 et Ny # 0ec S(N) tels que
N + p,N;«N,,. Dans ce cas, on montrera que (b) a lieu. D’aprés la

proposition 24, Z”: (PIV,,)*" converge vaguement. Alors N, = F a,dt existe
n=1 0

et N, = ;}1 Py Y(N,,)*". D’aprés les définitions, N, est un noyau de con-
volution de Hunt et IV est conditionnellement sous-médian par rapport a
N,. On a évidemment N < N,. D’aprés la proposition 10, on a, pour
N” e S(N) et p > 0 quelconques, N, < N”, et donc N, < N”’. Par con-
séquent, N, est la plus petite majorante de N. L’égalité (3.11) et I'unicité
de N, sont déja connues (voir la proposition 31 et la remarque 43 dans
[11]). On voit que (b) a lieu.

Supposons ensuite que, pour p >0 et N”eS(N) quelconques,
N = pN”«N,. Dans ce cas, on montrera que (a) a lieu. On remarque
que, pour p >0 et g >0 quelconques, supp (N,) = supp (N,) et que
supp (N) 0. Montrons que, pour p > 0, supp (N) C supp (N,). Supposons
contrairement que cette inclusion n’a pas lieu. Alors il existe deux
fonctions f# 0 et g + 0 Cx et ye X tels que supp (f) C {xe X; g(x) > 0},
N=xf(y) > 0 et que, pour p > 0 quelconque, N, xg(y) = 0. Comme hm pNxN,
= 0 (vaguement), il existe p, > 0 tel que Nx(e — p,IN,,) *f(y) > 0 Comme
supp (IV,,) 20, il existe une constante a > 0 telle que

(3.12) Nx(e — pNpy) #f < alNpxg sur supp (f) .

De la méme maniére que dans le théoreme 26 ((b)=>(a)), on a N (e — pIV,,) *f
< aN,,xg sur X, d’ou une contradiction. Par conséquent, supp (V)
C supp (NV,) (p > 0), et donc le sous-groupe fermé engendré par supp (IV,)
est égal & X. Remarquons que, pour N” € S(N) quelconque, N” = N” xN,.
En utilisant le théoréme 2 dans [3], on voit qu’il existe une fonction
exponentielle ¢(x) > 0 sur X telle que

(.19 o) = px N = ( ?l’;dM)so(x) sur X,

car {M: noyau de convolution; M = M= N,} est vaguement fermé. Donc

¢ 'dN; = 1. Comme ¢! est aussi exponentielle, on voit que (¢7'N,),-,

est aussi une résolvante, et pour p > 0 quelconque, p .[go‘lde =1. On
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voit facilement que S(p~!N) = {¢'N"’; N” ¢ S(N)}. D’aprés la proposition
10 et (3.13), on a, pour tout p > 0, €€ S(IV,). De la méme maniére que
dans le théoréme 26 ((b)=>(a)), on a ¢&e S(N), et donc S(p'N)>3é&.
Supposons que S(NV) # {apé; ac R*}. Comme supp (N)20, 0 S(N). Donc
il existe N” # 0€ S(¢~'N) tel que, pour tout a > 0, N” # a&. Alors il
existe f+# 0€ C% telle que, min(N”+f,1) ne soit pas une constante.
Comme, pour p > 0 quelconque,

(3.14) min (N #f, 1) = (min (N” xf, 1)) x (pp™'N,) ,

on a (min (N”«f, 1))s € S(¢~'N), et donc (min (N”xf, 1))pf € S(N). D’apres
notre hypothése, on a, pour p > 0 quelconque,

(3.15) (min (N”xf, 1)) *(pp~'N,) = min (N «f, 1) .

En utilisant le théoréme 1 dans [3], on voit que min (N’ xf,1) est une
constante sur le sous-groupe fermé engendré par supp (p7!N,); c’est-a-dire,
min (N” xf,1) est une constante. Cela est une contradiction. On voit
ainsi que (a) a lieu. La démonstration est compléte.

Dans le présent théoréme, il est trés naturel de supposer que le
sous-groupe fermé X’ engendré par supp (V) est égal a X, car, en général,
il suffit de considérer la restreinte de N sur X’ au lieu de N.

Remarque 31. Soient N et N’ les mémes que dans le théoréme 30.
Supposons qu’il existe un noyau de convolution =0 non-proportionel &
N’ dans S(N). Alors le semi-groupe vaguement continu («.),s, obtenu
dans la remarque 28 est uniquement déterminé excepte la multiplication
constante (cf. la question 29).

Cela est un résultat immédiat de 1’unicité de la plus petite majorante
de N (excepté la multiplication constante).

Le théoréme 30 donne immédiatement le corollaire suivant:

CoroLLAIRE 32. Soient N, N’ les mémes que dans le théoréme 30 et
(@)= un semi-groupe vaguement continu obtenu dans la remarque 28.
Alors il existe une fonction exponentielle o(x) > 0 sur X telle que (¢p7'@,);0

soit un semi-groupe vaguement continu et markovien®, ou bien N, = I a,dt
0

a un sens.

(6) On dit qu’un semi-groupe vaguement continu (a;);=¢ est markovien si, pour tout
¢>0, [du=1.
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Démonstration. On peut supposer que N = 0. Soit X’ le sous-groupe
fermé engendré par supp (V). Alors, pour ¢ € R* quelconque, supp (¢,) C X'.

Supposons que_[ adt n’a pas un sens. Comme toute la fonction ex-
0

ponentielle >0 sur X’ peut étre prolongée en une fonction exponentielle
>0 sur X, le théoreme 30 donne qu’il existe une fonction exponentielle
o(x) > 0 sur X tel que S(IV) D {ap¢;ac R*}. Comme ¢ = oxa,, (¢7'a).z0
est un semi-groupe vaguement continu et sous-markovien. Posons, pour

p > 0 quelconque, N, = r exp (—pt)e,dt; alors ¢ = ¢*x(pN,), et done, pour
0
te R* quelconque, Ip“ldat =1, d’ou le corollaire 32.

On aura aussi le corollaire suivant:

CoRrOLLAIRE 33. Soit N un noyau de convolution régulier par rapport
a & Supposons que le sous-groupe fermé engendré par supp (IN) est égal
a X. Si N vérifie le principe classique du maximum, alors on a (a) ou
bien (b).

(a) S(N) = {a&; ac R"}.

(b) Il existe un noyau de convolution de Hunt sous-markovien N,™
tel que N soit conditionnellement sous-médian par rapport a N, et que

(3.16) S(V) = {Ny*4 + a&; 1€ D*(N,), a € R*},
ol l’adhérence est au sens de la topologie vague.

Démonstration. Soit («,),s, le semi-groupe vaguement continu obtenu
dans la remarque 28. Comme S(INV) 2§, (@,).s est sous-markovien. Sup-

posons que (a) n’a pas lieu. Alors, d’aprés le théoreme 30, N, = r adt
0

a un sens. Soit N’ e S(N) quelconque. Pour f+# 0e C% et ae R* quel-
conque, (min (N'xf,a))ée S(N). D’apres le théoréme 30, il existe
A7, € D*(N,) et une mesure de Radon positive et N,-harmonique 7, , telles
que

3.17) (min (N’ xf, @))§ = Ny%2;4 + 7,4 -
On remarque ici que, pour tout ¢ = 0, Idat =1 ou bien que, pour tout

(7 On dit qu’un noyau de convolution de Hunt est sous-markovien si le semi-
groupe associé est sous-markovien.
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t>0, Ida, <1. Si, pour t>0, Jd(xt <1, alors %;, =0. Supposons

Idcx, = 1. D’aprés le théoreme 1 dans [3], tout le point du sous-groupe

fermé engendré par supp (IV;) est une période de 7, ., car 7, est borneé.
Comme le sous-groupe fermé engendré par supp (NV,) est égal a X, y,.,
est proportionnelle & & Ceux-ci donnent que (b) a lieu. La démonstra-
tion est ainsi compléte.

En généralisant partiellement le théoréme 2 dans [10], on obtiendra
le théoréme suivant:

TuforEME 34. Soit N un noyau de convolution et supposons qu’il
existe N’ + 0e S(N) tel que N soit régulier par rapport a N’. Alors il
existe deux semi-groupes vaguement continus (a,).s. et (8. tels que, pour
te R* quelconque, N' = N'xa, et N’ = N'xB, pour t>0 quelconque,
a, + ¢ et que, pour p > 0 et ¢ > 0 quelconques,

(3.18) (Nx(e — pN,) + gN,)xN, = N, ,
ot N, = Jm exp (—pt)a,dt et ou N, = r exp (—qt)B,dt.
0 ]

Démonstration. On peut supposer que N # 0, car si N =0, alors,
en posant «, = exp(—t)e et B, =¢, ()20 €t (B2 sont les deux semi-
groupes vaguement continus demandés. Soit a une constante >0 quel-
conque. Soit x, une mesure balayée transitivement de ¢ sur C{0} par
rapport & S(N + ae) vérifiant x/({0}) = 0. On note (a.,)iz0 €t (Ba,.).z0 les
deux semi-groupes vaguement continus définis par s, de la méme maniére
que dans le théoréme 26. Soit ¢, une constante >0 définie dans la
démonstration du théoréme 26. Posons, pour p >0 quelconques,

N,,= r exp (—pb)a,,.,.dt et N, , = r exp (—pt)Ba,c..dt. Alors, pour p > 0
0 0

quelconque, N’ = N’«(pN,,) e¢ N’ = N’ «(pN,,), d’aprés la proposition
16. Pour p > 0 et ¢ > 0 quelconques, on a

(819) cue — p)*N,,=¢ — pN,, et ci(N+ ae)x(e — p)x N, ,=e—qN, .,
et donc
(3.20) (N + ae)x(e — pN, ) + qu’a)*N,;,u =N,

De la méme maniére que dans le théoréeme 26, on peut supposer que
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(Nio)os>e converge vaguement vers un noyau de convolution N, sur X
lorsque a — 0.

Supposons d’abord que N’ = N’+*N,. De la méme maniere que dans
le théordme 26, on voit que, pour p > 0 quelconque, N, = }znon Nyo#0
(vaguement) existe, (IV,),», est une résolvante et que N’ = N'x(pN,)
= linol N’x(pN,,,) (vaguement). Soit (@) le semi-groupe vaguement
continu associé a (IV,),-,. Alors on voit aussi que, pour ¢ > 0 quelconque,
a, + ¢ et que N soit conditionnellement sous-médian par rapport & (@.);s.
Pour g > 0 quelconque, on désigne par N, un point vaguement adhérent
de (NV}.)eso lorsque a — 0 et on choisit une famille filtrante & gauche
(a.).cs des nombres >0 telle que lima, = 0 et que N, = lim N, ,, (vague-

ment). De la méme maniére que dans la proposition 23, on voit que,

pour p > 0 et ¢ > 0 quelconques,
(3.21) lim N, , *N, ., = N,xN,  (vaguement) .

En utilisant le lemme 17 et (3.20), on a
(3.22) (Nx( —pN,) + qN)«N; =N,  (p>0,¢>0).
On a, en méme temps, N, = 0. Pour p > 0 et g > 0 quelconques, on a

(8.23) N,*N, = (Nx( — Ny + gqN,)*N,+N,
= (Nx( — N,) + pN)*Ngx N, + (@ — p)N,* Ny x N,
= Nyx(N; + (@ — p)N;*Np) ,

et donc linjectivité de N, donne que N, — N, = (q — p)N;*N,. Ceci
donne que, pour p > 0 quelconque, N, =lim N, , (vaguement) existe et
a—0

que (N}),s, est une résolvante. Soit (B.).», le semi-groupe vaguement
continu associé a (IV;),s,, Comme N’ = pN’xN, (p > 0), on a, pour t€ R*
quelconque, N’ > N’xf,. On voit ainsi que (a,);», et (B.).»0 sont deux
semi-groupes vaguement continus demandés.

Supposons que N’ = N’«N,. En regardant la proposition 24 et le
théoréme 26, on voit qu’il existe un noyau de convolution de Hunt

N, = .[w adt, et un seul tel que N, = JW exp (—fwa,dt et que N soit con-
[} 0

ditionnellement sous-médian par rapport & N,, On a aussi N < N, (voir
(3.3) et (3.4)), et donc N = O(N,). D’aprés le théoréme 2 dans [10] (ou
bien le théoréme 32 dans [11]), il existe un noyau de convolution de Hunt
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N = r B.dt, et un seul tel que
0

(3.24) NxN' =N, .

Soient (IV,),s, la résolvante associée a N, et (IV}),-, la résolvante associée
a N’. En utilisant I’équation résolvante, on voit que (3.24) donne (3.18),
d’olt (a,);5 et (B:):= sont deux semi-groupes vaguement continus demandés.
La démonstration est ainsi compléte.

CoroLLAIRE 35. Soient N, N’, (a,),s, et (B.):z0 les mémes que dans le
théoréme 34. Alors il existe la mesure singuliére B associée & (B.).z® et,

pour fe CHC{O) N 9*(1im %(N*at _ N)) quelconque,
t—0

(3.25) lim L(N e, — N)#f(0) = ffd 8.

-0

Démonstration. Comme, pour te R* quelconque, N’ = N'xB, la
proposition 15 et (2.40) donnent qu’il existe la mesure singuliére g associée
A (B)izo- Soit @ la mesure de Radon positive en dehors de V'origine telle

que, pour fe CH(C{0h) N 2 +<1im —1—(N xo, — N)) quelconque,
t—-0
lim %(N*ozt — N)*f(0) = I fdo! .
t—0

Soient N, et N, les mémes que dans le théoréme 34. Soit ve?” quel-

conque. Soient ), et 8 , la mesure balayée de ¢ sur Cv relativement

a N, et celle relativement & N,, respectivement. Posons xf) = lim pf),
p—0

G=12), p=Um®, — Nyxpf,) et 7, =lm®N, — Nyxpf,) (voir la

proposition 15). On a 7, #+ 0 et 7, = 0. D’aprés (3.18), on a, pour p >0
et ¢ > 0 quelconques,

(3~26) (N* (e - pr)*(S - f—‘gl)r,p) + Q(Np - Np*/f‘ga)),p))*(Nq - Nq*l—‘gz,q
= (Np — Npxp) )% (e — p,q)
On a lim pN, = 0 (vaguement) et N’ = N’xp§) , (p > 0). En faisant p | 0
»—0
et ensuite g | 0 dans (3.26), on a, d’aprés le lemme 17,

(3.27) Nx(e — pu&) x7 = pox(c — &) .

(8) Lorsque B;/t converge vaguement dans C{0} lorsque £]0, sa limite en dehors
de {0} s’appelle la mesure singuliére associée a (B;);=0.
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Ceci donne que
(3.28) lim %(N*at — N)x(pox7) = lim _-}(,et — ) x(p*7l)
t—0 t—0

(vaguement) (voir (2.40) et (2.41)). Donc, pour fe Cx(C{0}) vérifiant
supp (fxn,*7,) C C{0} quelconque,

~ ~
(3.29) [ Faeende = [ fegsnda .

Comme v est quelconque, 8 = /. La démonstration est ainsi compléte.
Soit X le groupe dual de X. On dit qu’une fonction complexe et

continue  sur X est définie-négative si «Jr(ﬁ) =0 (6 est 'origine de X)

et si, pour un entier n = 1, (£)7., C X et (c))?., de nombres complexes

vérifiant ) ¢, = 0 quelconques,
j=1

(3.30) l;l ]Z:ﬂ Y(&; — X)ec, = 0

(cf., par exemple, [1] et [6]). Si 4 est & valeurs réelles, alors ¢ = 0. On
connait bien que, pour un semi-groupe vaguement continu et sous-
markovien («,).», sur X (resp. une fonction définie-négative y sur X), il
existe une fonction définie-négative v sur X (resp. un semi-groupe vague-
ment continu et sous-markovien («,).», sur X), et une seule telle que,
pour t€ R* quelconque, &, = exp (—#y), ou la signe  désigne la trans-
formation de Fourier (cf., par exemple, [6]). Dans ce cas, ¥ (resp. («,):»0)
s’appelle la fonction définie-négative associée a («,),», (resp. le semi-groupe
vaguement continu associé a ).

Comme une application du théoréme 34, on montrera complétement
le théoréme principal dans [7].

THEOREME 36. Soit N un noyau de convolution symétrique (par
rapport o lorigine) et régulier par rapport a £. Alors les deux énoncés
suivants sont équivalents:

(a) N vérifie le principe classique du maximum.

(b) 1l existe deux fonctions définie-négatives v, et v, & valeurs réelles

A

1

telles que soit localement sommable et que
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(8.31) N=Yog
¥y
ot & est la mesure de Haar sur X associée & &.
Démonstration. (a) > (b): D’aprés le théoréme 34, il existe deux
semi-groupes vaguement continus et sous-markoviens («,);», et (8:):z0 tels

que, en posant N, = f: exp (—pdea,dt (p >0) et N;= f: exp (—qt)B.dt

(@ > 0), (38.18) ait lieu. On peut supposer que, pour ¢ > 0 quelconque,
une mesure balayée transitivement p; de e sur C{0} relativement a
(N + ae, &) vérifiant x)/({0})) = 0 est symétrique par rapport & 1’origine.
On peut supposer donc que, pour f€ R* quelconque, @, et B, sont
symétrique par rapport & l’origine. Soient +, et v, la fonction définie-
négative associée a («,),», et celle associée a (8,)., respectivement. Alors
¥, (j =1,2) est a valeurs réelles, et donc +; = 0. Pour ve?" quelcon-
que, on désigne par pg, la mesure balayée de ¢ sur Cv relativement a
(N,),s0. Soit 7, la mesure de Radon positive portée par v telle que, pour
p > 0 quelconque, (2.22) ait lieu; alors 5, = 0. Montrons que la variation
totale [Nx7p,%(e — pN,)| de Nxp,x(e — pN,) est de masse totale finie.
D’apres (2.22), on a

(3.32) A Nxp,x(e — pN,) = NxN,x(e — tie) ,

et donc, (3.18) donne que, pour g > 0 quelconque,

(3.33) (Np+(N — Nxpig,) + qN,*9,)* Ny = Nyx7, .

D’aprés la proposition 19, supp (N — Nxpg,)*) C v. Comme de,, < %,
(N, (N — Nxpg,) + pN,x5,)" est de masse totale finie. Comme N, [ &,
on a

(339 [ A« @V = N gio) + alNyxn) 2 0,

et donc |N — Nxy;,| est de masse totale finie et jd(N — Nxug,)

+ q I dp,=0. En faisant ¢ |0, on arrive a fd(N — Nxpg) = 0. En
utilisant (3.32), on voit que [Nx*7,x(e — pN,)| est de masse totale finie et

que de*;;,,*(e — pN,) = 0. Posons ¢, = T alors |Nsxo,*&,*(e—pN,)|
far
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est aussi de masse totale finie. D’aprés (3.18), on a

"/\
(3.35) Nwo,#5,%(e — pNy) = — V2|6, .

Comme lim Nx(pN,) = 0 (vaguement), d’aprés «, = ¢ (¢ > 0), et comme v
-0

est quelconque, on voit que N est de type positif (au sens des mesures).
D’aprés le théoréme de Bochner, N a un sens et est une mesure de Radon
positive dans X. Alors, pour fe Cx quelconque,

2 N = £(0) = lim li Fr o, —Y2—dé
(3.36) Ilfl dN = Nxf+f(0) = lim l,f’f‘o‘flf' Klisramash
¥

Donc Y2 est définie &-p.p., localement £-sommable et ’on a
1

21 A . 2 & a
(3.37) [i7ram = [i7r 2eas.
On a encore, pour f, g€ Cx quelconques,

AR INT "7_1[/;2 2
(3.38) f 73N = j fateas.

Ceci donne immédiatement que N = %E, d’ou (a) = (b).

1
(b) = (a): Soient (), et (B.):z0 le semi-groupe vaguement continu
associé A 4, et celui associé & +,, respectivement. Comme 4 # 0, on a,
pour t>0 quelconque, @, #*e  Posons, pour p >0 quelconque,

N, = ‘[: exp (—pt)a,dt et N, = -[: exp (—pt)B.dt; alors pIdN,, <1, pI dN;

<1 et limpN, = 0 (vaguement). Comme fe Cx quelconque,
p—0

(3.39) Nxf+f©) = [Ifr %—dé < oo,

Nxf *f s’annule a l'infini. D’aprés la définition, N s’annule & l’infini.
Done, pour p >0 quelconque, N*N, a un sens et lim Nx(pN,) =0

»—0

(vaguement). On a, pour p > 0 et ¢ > 0 quelconque,
(3.40) (N%(e — pN,) + gN,)*N, = N, .

Pour ve 7" quelconque, on désigne par yg,, la mesure balayée de ¢ sur
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Cu relativement & N,. Comme lim g, = ¢ (vaguement), on a

g—oo

(3-41) N« (5 - /"le,p)*(e - pr) + p(Np - Np*#/Cv,p)
= lim q(N* (e — tow,p) ¥(e — PN,) + p(N, — Np*pig,)) * N,

g—o

= lim (N, — N, * ti¢,,) ¥ (¢ — (@ — p)N;) < 0 dans Cv,

g

d’apres (3.40) et I’équation résolvante. Soit x4, la mesure balayée de ¢
sur Cv relativement & (IV,),s,. D’aprés le lemme 17, on a

(8.42)  Nx(e — pg,) = lim Nx(e — up,,,)*(e — pN,) < 0 dans Cv.
-0

D’aprés la proposition 19, N est conditionnellement sous-médian par
rapport A («,),», et donc le théoréme 26 donne que N < &, d’ou (b) = (a).
La démonstration est ainsi compléte.

D’aprés théoréme 36, on verra facilement le corollaire suivant:

CoroLLAIRE 37. Soit N un noyau de convolution symétrique et vérifiant
le principe classique du maximum. Alors on a:

(a) Si N est régulier par rapport a &, alors N s’annule a linfini.

(b) Si N est régulier par rapport a &, alors N est de type positif.

On remarque que l'inverse de (a) existe toujours (voir la remarque 5).
Dans le théoréme 36, la condition de la symétricité de IN est inévitable.

§4. Les noyaux de convolution vérifiant le principe classique du
maximum sur R”

Dans ce paragraphe, on supposera toujours que X = R". On dit
qu'une distribution L est un laplacien généralisé si, pour ¢ € 2 a valeurs
réelles quelconques,

(4.1) Lip =0
dés que ¢(0) = max ¢(x), ol 2 désigne ’espace vectoriel topologique usuel
TER™

des fonctions infiniment dérivables dans R™ & valeurs complexes et a
support compact.

On connait bien qu’d un semi-groupe vaguement continu et sous-
markovien (a,),s, (resp. un laplacien généralisé L), on associe uniquement
un laplacien généralisé L (resp. un semi-groupe vaguement continu et
sous-markovien (a,),s,) tel que, pour ¢ € 9 quelconque,
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42 Lxg(0) = lim 2, — ) %¢(0)
t—

(voir, par exemple, [6]). Dans ce cas, (@,).», s’appelle le semi-groupe
vaguement continu défini par L et L s’appelle I'opérateur infinitésimal de
(@20

Ceci donne que, pour un laplacien généralisé L (resp. une fonction
définie-négative ), il existe une fonction définie-négative  (resp. un
laplacien généralisé L), et une seule telle que

(4.3) L= —ydx,

ol la mesure de Lebesgue désigne dx.

D’aprés le théoréme de Levy-Khinchine, on connait que, pour un
laplacien généralisé L, il existe une constante ¢ > 0, une famille (b,)7_,
des constantes réelles, une matrice réelle et semi-définie-positive (@), ¢1,....n

et une mesure positive ¢ en dehors de I’origine vérifiant Jlx{z/(l + |x[)da(x)
< oo telles que, pour ¢ € 2 quelconque,

o
0x,0x,

@8 L = —er0 + 356,220 + 5 3 0w 2(0)
=1 # ¥=17=1

+ [ (60— 00 = 5 220 )dot,
j=1 5

n 1/2
ol x = (x, -, %) et |x| = (ija) .

En utilisant le théoréme 26 (et aussi le corollaire 27), on obtiendra
1’équivalence explicite du principe classique du maximum.

TutorEME 38. Soit N un noyau de convolution sur R" régulier par
rapport & dx. Alors les deux énoncés suivants sont équivalents:

(a) N vérifie le principe classique du maximum.

(b) N est borné et il existe un laplacien généralisé L + 0 tel que, au
sens des distributions,

(4.5) LxN = 0 en dehors de lorigine .

Démonstration. (a)c> (b): D’aprés le corollaire 27, il existe un semi-
groupe vaguement continu et sous-markovien (@), vérifiant «, # ¢ (¢ > 0)
tel que N soit conditionnellement sous-médian par rapport a («,),». Soit
L Yopérateur infinitésimal de (a,).»,. Alors, d’aprés «, # ¢ (¢ > 0), L + 0.
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N

En regardant (4.4), on voit qu’il existe un laplacien généralisé L' &
support compact et une mesure positive ¢/ dans R* de masse totale finie
tels que

(4.6) L=L +d — (f do")e .

Comme N est borné, L+*N a un sens. Soit (IV,),s, la résolvante vérifiant
N, = r exp (—pt)e,dt (p > 0). Alors, pour p > 0 quelconque, Lx N, =pN,
0

— ¢ (au sens des distributions). Pour ve " quelconque, on désigne par
te, la mesure balayée de ¢ sur Cu relativement a (IV,),., et par 73, la
mesure positive portée par v vérifiant (2.22). Alors

@) Lx Ny, %@ — pN,) = L« Nx Ny (e — 45,
= Nx(pN, — ) x(e — p5)
D’aprés (4.6) et le lemme 17, on a, au sens des distributions,

4.8) lim Lx N#7,+(e — pN,) = L« N=xy, ,

=0
et donc, en utilisant encore le lemme 17 et la proposition 19, on a
4.9 LxNxp, = Nx(us, — €) = 0 dans Cv.

Remarquons que 7, = 0. Comme v est quelconque, (4.9) donne immédiate-
ment (4.5), d’ou (a) = (b).

(b) > (a): Soit (@,).z, le semi-groupe vaguement continu défini par
L. Comme L=+#0, on a, pour f>0 quelconque, «a, e Soit ¢ 2

vérifiant 0 < o<1 et o =1 sur {xecR*;|x| < 1}. Comme lll_l.'fol -1—(% —e)
= L (au sens des distributions), on a aussi ltlgl go—%—(at —e¢) = oL et
ltl_I}’l 1 - go)—i—(at —¢) = (1 — @)L (au sens des distributions). Comme, pour
t > 0 quelconque, (1 — go)—lt—(oc, — ¢) est une mesure positive, (1 — @)L est

. . 1
aussi une mesure positive et (1 — 90)7(0% — ¢) converge vaguement vers

(1 — o)L lorsque t— 0. Soit ve ¥ quelconque. Soient (N,),s0, oo €t 7,
les mémes que ci-dessus. Alors, pour f= 0e 2 vérifiant supp (f) € Cv
quelconque,
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(410) 0 = LxNxp,(f) = (pL)* Nx(f) + (1 — @)L)* Nx7,(f)
< lim (go_lt_(at — e)) « N, 5 F(0)

+ l_ti_l._:f)l ((1 - 90)%(0‘& - 5)>*N*77v*f(0)

= lim 2 = 9* N w9, xfO) = [ fdN* (s — ),
d’aprés (2.41). Par conséquent, la proposition 19 donne que N est con-
ditionnellement sous-médian par rapport a (a,).», et donc, d’aprés le
corollaire 27, N < ¢. La démonstration est ainsi compléte.

En généralisant le résultat de K. Kunugui (cf. [14]), G. Choquet a
donné une condition suffisante pour le principe classique du maximum
(cf. [2]). Le théoreme 38 est un résultat définitif.

En regardant la remarque 28 et le théoréme 38, on verra le corollaire
suivant:

CoroLLAIRE 39. Soit N un noyau de convolution régulier par rapport
a dx et vérifiant le principe classique du maximum. Alors il existe un
laplacien généralisé L + 0 tel que LxN = 0 au sens des distributions en
dehors de l'origine et que, pour N’ € S(N) quelconque, Lx N’ < 0 au sens
des distributions dans R".

En effet, d’aprés la remarque 28, on voit, de la méme manieére que
dans le théoréme 38, qu’il existe un laplacien généralisé L tel que
L+xN =0 au sens des distributions en dehors de l’origine et que, pour
N’ e S(N) quelconque, LxN’ < 0 au sens des distributions dans R" des
que N’ est borné. Pour N’e S(N) quelconque, il existe une suite (N, );-,
des noyaux de convolution bornés CS(N) telle que lim N, = N’ (vague-

m—sco

ment) (voir la démonstration du corollaire 33). En rappelant (4.6), on
voit que, pour N’ € S(IN) quelconque, L* N’ a un sens et que LxN' < 0
au sens des distributions dans R".
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