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SUR LES NOYAUX DE CONVOLUTION CONDITIONNELLEMENT

SOUS-MEDIANS II

MASAYUKI ITO

§ 1. Introduction

Dans toute la suite X designera un groupe abelien localement com-
pact, separe et denombrable a Γinfini et ξ designera la mesure de Haar
sur X. Un noyau de convolution N sur X est une mesure de Radon
positive dans X et, pour une mesure de Radon reelle μ dans X, le N-
potentiel de μ est la convolution N*μ des qu'elle a un sens.

Depuis que O. Frostman [5] a etudie le principe classique du maximum
pour les noyaux de Riesz-Frostman sur Γespace euclidien Rn(n ^ 1), il y
avait beaucoup de travaux sur le principe classique du maximum.

Dans le cas oύ X est un tore, il y a un travail important concernant
le principe classique du maximum pour les noyaux de convolution
symetriques (voir [12]): Un noyau de convolution symetrique N verifie
le principe classique du maximum si et seulement si la transformee de
Fourier de N est de la forme N = λxjλ2, oύ λs (j = 1, 2) est une fonction
definie-negative sur le groupe dual X άe X k valeurs non-negatives.

Dans le cas oύ X est non-compact et oύ il n'existe aucun sous-
groupe compact de X excepte {0}, nous avons donne une caracterisation
analogue pour les noyaux de convolution symetriques et s'annulant a
Γinfini (voir [7]). On se trouve quelques demonstration incompletes dans
[7].

Remarquons que si, pour un noyau de convolution N, N est, pour
deux fonctions definie-negatives λx et λ2 sur X, de la forme N = λxjλ2,
alors N est conditionnellement sous-median par rapport au semi-groupe
vaguement continu (at)t^0 defini par άί = exp( — tλ2).

On dit qu'un noyau de convolution N est conditionnellement sous-
median par rapport au semi-groupe vaguement continu (α^o donne si,
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pour £>0 quelconque, N*at a un sens, si, en posant ^+(lim—(N*a t — N))

Γensemble des fonctions fe C£(X) verifiant la condition que —(N*at — iV)*/

converge uniformement sur tout compact lorsqueί—>0, ^+(lim—(N*at — N)\
\ ί-0 t /

est dense dans C£(X) et si, pour fe ^+(lim —(N*at — N)) a support C C{0}
\ ί-0 ί /

quelconque, lim —(iV*αt — iV)*/(0) ^ 0. Dans ce cas, il existe une mesure

de Radon positive σ en dehors de Γorigine, et une seule telle que, pour

fe ^+(lim —(N*at — N)) a support C C{0} quelconque, fdσ = lim —(N*at
\ ί-»0 t I J ί-»0 t

- N)*fΦ).
Supposons qu'il n'existe aucun sous-groupe compact excepte {0}. Le

but de cet article est de montrer Inequivalence entre les deux enonces
suivants (a) et (b). Soient N un noyau de convolution et N' un noyau
de convolution verifiant N = o(N'). On designe par ε la mesure d'unite
a Γorigine.

(a) N verifie le principe de domination relatif a N\
(b) II existe un semi-groupe vaguement continu (at)t^0 des mesures

de Radon positives verifiant at Φ ε (t > 0) tel que N soit conditionnellement
sous-median par rapport a (at)t^Q et que, pour t ^ 0 quelconque, N' ^ N'*at

dans X.

Ceci donnera immediatement Inequivalence suivante:

Pour qu'un noyau de convolution N s'annulant a Γinfini verifie le
principe classique du maximum, il faut et il suffit qu'il existe un semi-
groupe vaguement continu et sous-markovien (at)t^o des mesures de Radon
positives verifiant at Φ ε (t > 0) tel que N soit conditionnellement sous-
median par rapport a (cct)t^Q.

Dans le cas oύ X — Rn, N verifie le principe classique du maximum
si et seulement s'il existe un laplacien generalise L Φ 0 tel que L*iV^ 0
au sens des distributions en dehors de Γorigine.

§2. Preliminaires et quelques propositions

Dans ce paragraphe, on ne supposera aucune condition supplementaire
pour X.

On designe par Cκ = CK(X) Γespace vectoriel topologique usuel des
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functions finies et continues dans X a support compact et par Mκ = MK{X)

Γensemble forme par toutes les fonctions f-mesurables et bornees dans

X a valeurs reelles et a support compact. Leurs sous-ensembles des fonc-

tions ^ 0 sont notes Ci et Mi, respectivement. Pour un noyau de con-

volution N et pour feMκ,N*(fξ) est absolument continu par rapport a

ξ, et sa densite s'ecrit Nf. Evidemment Nf est localement bornee.

Soient Nx et N2 deux noyaux de convolution. On note Nt = O(N2)

si, pour f e Ci quelconque, il existe ge Ci et un compact K dans X tel

que Nx*f<*N2*g sur CK. On note N, = o(N2) si iVi et N2Φ0 sont a

support compact ou bien si supp(iV2) est non-compact et si, pour feCi

quelconque, il existe geCi telle que N2*g(x)>0 sur s u p p ^ * / ) et que

(2.1) -§±ψ- = o(l)
N2*g(x)

dans {xeX; N2*g(X)>0} a Γinfini.

On dit que iVj verifie le principe de domination relatif a (resp. le

principe transitif de domination par rapport a) N2 si, pour /, g e Ci

quelconques, N^f <L N2*g (resp. N2*f <L N2*g) sur Xdes que Ni*f^N2*g

(resp. N^f^N^g) sur le support de /, supp(/). Dans ce cas, on ecrit
N, < N2 (resp. Nt C N2).

Remarque 1. Supposons que Nt < N2. Alors on a:

(2.2) Si N2 Φ 0, alors Nx = 0{N2).

(2.3) Si N, Φ 0, alors supp (N,) 9 0.

(2.4) Si supp (N2) 3 0, alors supp (iVΊ) C supp (iV2).

On voit facilement (2.2) et (2.3). Pour f e Ci et g e Ci verifiant

supp'(g) c {ieI;/(x)>0} quelconques, supp (N2)s0 et iVi -< N2 montrent

qu'il existe une constante a > 0 verifiant aN^g <̂  iV2*/ sur X, et done

supp (JVj) + supp (/) c supp (N2) + supp (/), oύ, pour deux sous-ensembles

A et B de X, A + B designe {x + y; xe A,y e B}. En faisant supp (/) ! {0},

on arrive a supp (iV^ C supp (iV2), d'oύ (2.4).

On dit que JVΊ verifie le principe du balayage relatif a N2 (resp. le

principe transitif du balayage par rapport a N2) si, pour une mesure de

Radon positive μ a support compact et un ouvert relativement compact ω

dans X quelconques, il existe une mesure de Radon positive pi (resp. μ")

portee par ω telle que:
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(2.5) Nx*μ' ^ N2*μ (resp. N2*//' £N2*μ) dans X.

(2.6) Nx*μf = N2*μ (resp. Nt*μ" ^ Nt*μ) dans ω.

Dans ce cas, on ecrit iVi •<* N2 (resp. iVΊ C s N2)9 et Γon dit que // (resp. μ")
est une mesure balayee (resp. une mesure balayee transitivement) de μ
sur ω relativement a (Nu N2).

PROPOSITION 2. Pour deux noyaux de convolution Nt Φ 0 et N2 Φ 0, les
six enonces suivants sont equivalents:

(a) K<N, (b) NtCN,. (c) N, <BN2. (d) M C A
(e) Nt < N2. (f) Pour c e (0, 00) quelconque, Nt + cε < N2.

Pour un noyau de convolution JV, on note N le noyau de convolu-

tion defini par fdN = fdN pour toute /e Cκ, oύ /(JC) = f(—x), et Γon

Γappelle le noyau adjoint de N. On dit souvent que ε est le noyau
d'unite. Pour (a) & (b) & (c) & (d), voir le theoreme 20 dans [11]. Pour
(a) Φ̂  (e) Φ̂  (f), voir les propositions 2,3 dans [10] et la proposition 4 dans
[11].

Pour un noyau de convolution N, on designe par D+(N) Γensemble
des mesures de Radon positives dont les iV-potentiels sont definis.

PROPOSITION 3. Soient N un noyau de convolution et N' φ 0 un noyau
de convolution vέrifiant N < N\ Soίt μ une mesure de Radon positive
appartenant a D+(iV0. Si N' ^ N'*μ dans X, alors μeD+(N) et N({0})
^ N*μ({0}).

Demonstration. Comme N = O(N'), on a μeD+(N). Soit ψeCi
veriίiant N'*φ(Q) > 0. Pour δe (0, 00) quelconque, il existe υe^ tel que,
pour f e Ci portee par υ et veriίiant 0 <̂  / ^ 1, f(0) = 1 quelconque,

(2.7) ft*f(x) ^ ^ ° ^ N' * φ{x) + δN' * φ(x) sur υ.
N'*φ(0)

On designe ici par Ψ* la totalite des voisinages compacts de Γorigine.
Comme N < N', Γinegalite dans (2.7) a lieu sur X. En faisant supp (/) j {0}
et δ I 0, on arrive a

(2.8) N({x}) ̂  ^ ° ^ N' * p(x) sur X.
N'*φ(0)

On a done
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(2.9) N({0}) - N*μ({0}) = 2V({0}) - J N({x})dμ(x)

^ 0 ,
N'*φ(0)

d'oϋ la proposition 3.

Pour un noyau de convolution N, on designe par S(N) Γensemble

des noyaux de convolution N' verifiant N < N\ En rappelant (2.8), on

obtient le corollaire suivant:

COROLLAIRE 4. Soit N un noyau de convolution verifiant S(N) Φ 0

et S(N) Φ {0}. Si N({0}) = 0, alors, pour xeX quelconque, N({x}) = 0.

Pour deux noyaux de convolution Nt et N2, on dit que Nt est regulier

par rajpport a N2 si Π P(NUN2; v) = {0}, oύ
ver

(2.10) P(NU N2; v) = {Nt*λ; λ e D+(NX) Π D+(N2), supp(Λ) c Cι;, N2^N2*λ},

oύ Γadherence est au sens de la topologie vague. On dit simplement

qu'un noyau de convolution N est regulier si N est regulier par rapport a

lui-meme (cf. [11]). On ecrit simplement P(N; v) = P(N, N; v).

Remarque 5. Soient Nt et N2 deux noyaux de convolution. Si

Nι = o(N2) ou bien si Nλ — O(N2) et N2 est regulier, alors JVΊ est regulier

par rapport a N2.

En effet, soit 376 Π P(Nίf N2; v) quelconque. Alors il existe une

famille filtrante a droite (υ^)aeACLir et une famille filtrante (Nί^λa)aeΛ

des JVΊ-potentiels des mesures de Radon positives telles que U va ~ X,
aGΛ

supp (λa) c Cva) lim N1^λa — η (vaguement) et que N2^iN2*λa. Si Nt = o(N2),

on a limiVΊ*^ = 0 (vaguement), d'apres la remarque 30 dans [11]. Si N2

est regulier, alors on a limiV2*Λα = 0 (vaguement). Comme iVΊ = O(N2),
a

on a aussi lim iVj * λa = 0 (vaguement). Par consequent, 37 = 0, d'oϋ

ver

On voit aussi facilement que si Nt = O(N2) et iV2 est regulier, alors

JVi est aussi regulier.

Remarque 6. En rappelant la demonstration du theoreme 20 et la

proposition 25 dans [11], on voit Γenonce suivant:

Soit N un noyau de convolution verifiant S(N) Φ 0 et S(N) Φ {0}.
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Pour un ouvert relativement compact ω dans X9 il existe une mesure de

Radon positive μ'J portee par ω telle que Γon ait:

(2.11) N({0})μ'ω' £ N dans X.

(2.12) Pour N' e S(N) quelconque, μ" est une mesure balayee transitive-

ment de ε sur ω relativement a (JV, N').

(2.13) Pour une mesure de Radon positive v appartenant a D+(N) et

N' e S(N) quelconques, N'*v^ N'*μ" dans X des que N*v ^ N*μ

dans ω.

Dans ce cas, μ" s'appelle une mesure balayee transitivement de ε

sur ω par rapport a S(N).

Remarque 7. Soit N un noyau de convolution. Supposons qu'il existe

un noyau de convolution Nf Φ 0 dans S(N) telle que N soit regulier par

rapport a N'. Alors, pour un ouvert quelconque ω dans X, il existe une

mesure de Radon positive μ" portee par ω verifiant (2.11), (2.12) et (2.13).

En effet, on choisit une suite croissante (ωw)^=1 d'ouverts relativement

compacts telle que {J ωn = ω. Soit μ" une mesure balayee transitivement
71 = 1

de ε sur ωn par rapport a S(N). Comme N' ^ N'*f£ et N = O(N')9

et (N*μ"X=ι sont vaguement bornees. Done on peut supposer que

et (iV*/iiOn-i convergent vaguement. Posons μ" = lim μ% et η = lim N*μ£

(vaguement). Pour que μ" soit une mesure demandee, il suffit que

η — N^μl% Pour <peC£ verifiant O ^ ^ ^ l quelconque, lim JV*

= N*(<ρμ") (vaguement), et done

(2.14) 0 ^ η - N* ε" ^ lim iV* ((1 - 0 ^ ) dans X.

Ceci donne que, pour i e f quelconque, il existe ηve P(N, N' v) verifiant

0 ^ η — N*μ" ^ ηv. En faisant i; | X, on arrive a η — N*μ", d'oύ la

remarque 7.

On dit aussi que μ" est une mesure balayee transitivement de ε sur ω

par rapport a S(iV). Dans les presentes deux remarques, pour iV7 6 S(N)

quelconque, N'*μ" est uniquement determine.

PROPOSITION 8. Soit N un noyau de convolution verifiant N({0}) > 0.

Supposons qu'il existe un noyau de convolution iV7 Φ 0 dans S(N) tel que

N soit regulier par rapport a N\ Alors il existe une mesure de Radon
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positive y!' dans X telle que Von ait:

(2.15) /'({0}) = 0.

(2.16) N*//' ^ N dans C{0} .

(2.17) N" ^ N"*!? dans X pour tout N" e S(N) .

Demonstration. Soit (ωa)aeΛ une famille ίiltrante a droite d'ouverts

relativement compacts dans X telle que ωa c C{0} et (J ωα = C{0}. On

prend une mesure balayee transitivement μ" de ε sur ωα par rapport a

S(N). Alors # * / / ; ̂  iV dans ωα, N" ^ iV;/ *// dans X pour tout iV" e S(N)

et

(2.18) iV({0}K^iV-iV({0})ε.

Comme iV7 ^ 0, on peut supposer que (μ")«eΛ converge vaguement vers

une mesure de Radon positive μh'. De la meme maniere que dans la

remarque 7, on a limiV*/^ = N*μ" (vaguement), et done μ" verifie (2.16)
a

et (2.17). D'apres (2.18), on a μ"({0}) = 0. La demonstration est ainsi

complete.

Dans ce cas, μ" est une mesure balayee transitivement de ε sur C{0}

par rapport a S(N).

Une famille (Np)p>0 des noyaux de convolution est, par definition,

une resolvante si, pour p > 0 et q > 0 quelconques,

(2.19) Np- Nq = (q - p)Np*Nq (Equation resolvante) .

On connaϊt bien que, pour un noyau de convolution N, une resolvante

(Np)p>0 veriίiant lim Np = N (vaguement) est uniquement determinee des

qu'elle existe. Dans ce cas, en posant NQ — N, (NP)P^Q s'appelle la resolvante

associee a N.

D'apres le lemme 35 et la remarque 33 dans [11], on voit la remarque

suivante:

Remarque 9. Pour un noyau de convolution N, les deux enonces

suivants sont equivalents:

(a) II existe la resolvante associee a N.

(b) N est regulier et verifie le principe de domination.

On dit que N verifie le principe de domination si N < N.
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PROPOSITION 10. Soient (NP)P>Q une resolvante et N' un noyau de

convolution. Alors, pour que, pour p > 0 quelconque, Np < N', il faut et

il sufβt que, pour p > 0 quelconque, N' ^ pN' * Np.

Demonstration. Comme Np veriίie le principe de domination, on a

supp (Np) B 0 ou bien Np = 0. Done on peut supposer que N' Φ 0.

D'apres Γequation resolvante, on a, pour tous p > 0 et q > 0,

<2.20) Nq + 1 ε= l
P P

oύ ( )*1 = ( ) et ( )*n + 1 = ( )*»*( ). Si W ^ p N ' * N p + q , alors

iVq + —ε -< 2V7 (voir la proposition 2 et la remarque 10 dans [11]). Si
P

Nq -f — ε <BN\ alors iV; ^>pN'*Np+q. D'apres la proposition 2, on voit
P

que iVQ + — ε -< N' et N' ^pN'*Np+q sont equivalents. Ceci donne
P

immediatement la proposition 10 (voir aussi la proposition 2 dans [11]).

PROPOSITION 11. Soit (Np)p>0 une resolvante et supposons qufil existe

un noyau de convolution N' Φ 0 tel que, pour p > 0 quelconque, N' }zpNf * Np.

Alors pNp converge vaguement vers une mesure de Radon positive η dans

X lorsque p —• 0. Si η Φ 0, alors, pour p > 0 quelconque, supp (iV )̂

c supp (rj), η est portέe par un sous-groupe compact Γ de X et la restreinte

de η sur Γ est la mesure de Haar normalisee de Γ.

Demonstration. Evidemment (pNp)p>0 est vaguement bornee. Supposons

qu'il existe un point vaguement adherent η Φ 0 de (pNp)p>0 lorsque p -+ 0.

On prend une famille filtrante (NPa)aeΛ telle que limpα = 0 et limpaNPa
a a

— η (vaguement). En utilisant le lemme de J. Deny (voir le lemme 5.2

dans [4]) et en faisant pa —• 0 dans Γequation resolvante (paNPa) * (ε — (pβ

— pa)NPβ) = paNPβ (βeΛ), on voit que η * (ε — pβNPβ) = 0. On a aussi,

pour p > 0 quelconque,

(2.21) 9*(ε-piVp) = 0 .

En faisant pβ -* 0, on voit que (ή)*2 = η, en utilisant encore le lemme de

J . Deny. D'apres le theoreme 1 dans [13], η est portee par un sous-groupe

compact Γ de X et la restreinte de η sur Γ est la mesure de Haar

normalisee sur Γ. Soit rf un point vaguement adherent de (pNp)p>0
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lorsque p -» 0 quelconque. D'apres (2.21) et le lemme de J. Deny, on a

η — η * η\ et done rj Φ 0. De la meme maniere que ci-dessus, on a

rf = η*η\ d'oύ η = η\ Ceci donne que limpNp = η (vaguement). D'apres
p-»0

(2.21) et la proposition 10, on a, pour tout p > 0, Np < η, et done

supp (Np) C supp (rj). La demonstration est ainsi complete.

Ensuite une famille (at)t^0 des mesures de Radon positives s'appelle

un semi-groupe vaguement continu si aQ = ε, at*as = at+s pour tous t ^ 0

et s ^ 0 et Γapplication R+ B t -> at est vaguement continue, oύ R+

= {t e R1 t ^ 0}. Soit N un noyau de convolution. Si N s'ecrit, pour un
Λoo

semi-groupe vaguement continu (at)t^o, comme N = atdt, alors N s'ap-
Jo

pelle un noyau de convolution de Hunt. Dans ce cas, (at)t^0 est unique-

ment determine et s'appelle le semi-groupe vaguement continu associe a

N. Soit (at)t^Q un semi-groupe vaguement continu et supposons que, pour
Λoo

p > 0 quelconque, Np = exp (— pt)atdt est defini. Alors (Np)p>0 est une
Jo

resolvante.

Remarque 12. Soit (at)t^0 un semi-groupe vaguement continu. S'il

existe un noyau de convolution N' Φ 0 tel que, pour te R+ quelconque,

N'*at a un sens et que N' ^ N'*at, alors, pour p > 0 quelconque
/»oo

i\L = exp(— pt)atdt est defini.
Jo

PROPOSITION 13. Soiί (Np)p>0 une resolvante. Alors, pour qu'il existe

un semi-groupe vaguement continu (at)t^0 tel que, pour p > 0 quelconque,

Np = exp(— pt)atdt, il faut et ίl suffit qu'il existe p0 > 0 tel que NP(y

Jo
soit non-periodίquea\ Dans ce cas, (at)t^0 est uniquement determine.

Rappelons la caracterisation d'un noyau de convolution de Hunt

suivante:

LEMME 14. Soit N un noyau de convolution. Alors, pour que N soit

un noyau de convolution de Hunt, il faut et il suffit que N soit non-

periodique et qu'il existe la resolvante associee a N.

Voir la proposition 1 dans [8].

Demonstration de la proposition 13. D'apres le present lemme, la

(1) Un noyau de convolution N est non-periodique si, pour xΦOeX quelconque, ΛΓ
Φ N*εx, oύ εx designe la mesure d'unite a x.
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condition est necessaire. Montrons que la condition est suffisante. En

rappelant Γequation resolvante, on voit que, pour p > 0 quelconque, Np

est non-periodique. D'apres le lemme 14, pour p > 0 quelconque, il existe

un semi-groupe vaguement continu (aPit)t^0, et un seul tel que N
Λoo

= ap tdt. Comme (Np+q)q^0 est la resolvante associee a Np, on a, pour
Jo

teR+ quelconque, ap+Qit = exp(—qt)ap,t. Par consequent, il existe un

semi-groupe vaguement continu (at)t^Q, et un seul tel que, pour p e (0, oo)

et teR+ quelconques, aPtt = exp(— pt)at, d'oύ la proposition 13.

On dit que (at)t^Q est le semi-groupe vaguement continu associe a

PROPOSITION 15. Soit (NP)P>Q une resolvante des noyaux de convolution

Φθ verίfiant lim pNp = 0 (vaguement) et supposons qu'ίl existe un noyau
j>-0

de convolution N' Φ 0 tel que, pour tout p > 0, N' >̂ pN' * Np dans X.

Pour veΨ* quelconque, on designe par μPiCυ une mesure balayέe de ε sur

Cv relativement a Np

(2\ Alors (μp,Cυ)p>o est vaguement bornee et (Np

— Np*μPyCv)p>o converge vaguement lorsque p -> 0. Posons ηυ sa limite

vague. Alors, pour p > 0 et un point vaguement adherent μ'Cv de (μ'Ptcυ)P>o

lorsque p -> 0 quelconques,

(2.22) η9 * (ε - pNp) = Np * (ε - μ'Cυ) .

En partίculier, si, pour tout p > 0, Np est non-periodique, alors ηυ Φ 0 et

(μp,cv)P>o converge vaguement lorsque p -> 0.

Demonstration. Admettons la premiere partie et supposons que, pour

tout p > 0, Np est non-periodique. Alors Np est un noyau de convolution

de Hunt (voir le lemme 14). D'apres (2.22) et Γinjectivite de Np

(3), on

voit que (μPtCυ)p>o converge vaguement lorsque p -> 0 et que ηv Φ 0.

Montrons la premiere partie. D'apres la proposition 10, on a, pour

tout p > 0, Np < N', et done la proposition 2 donne que Np C N'. Ceci

(2) Pour une mesure de Radon positive μ a support compact et pour un ouvert ω
dans X, μr est une mesure balayee de μ sur ω relativement a un noyau convolution N
si supp (//) c ω, N*μ' ^ N*μ dans X, N*μ' = N*μ' dans ω et si, pour une mesure de
Radon positive v appatenant a D+(N) quelconque, N*v ^ N*μ' dans X des que N*v ^ iV*μ
dans ω. Si N est un noyau de convolution de Hunt, alors μf est uniquement determined.

(3) On dit qu'un noyau de convolution JV est injectif si, pour μ,v de D+(N)
quelconques, μ = v des que N*μ = N*v. II est bien connu qu'un noyau de convolution
de Hunt est injectif (voir, par exemple, [4]).
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NOYAUX DE CONVOLUTION 11

donne que

(2.23) N' ^ N'*μ'PtC9 dans X (p > 0) .

Par consequent (μ'PyCυ)p>o e s t vaguement bornee. Montrons que la famille

(Np — Np*μPtCΌ)p>0 est aussi vaguement bornee. Supposons qu'elle ne Test

plus. Alors il existe une suite (pn)n=i des nombres positifs telle que Γon

ait limpn = 0 et lim d(NPn — NPΛ*μPntCυ) = 00. On peut supposer ici que
n-*oo n->oo J

(μPn,cv)n=i converge vaguement vers une mesure de Radon positive μCυ

portee par Cv lorsque n-»oo. Posons cn = \ d(NPn — NPn*μ'PntCυ) et ηn

= (NPΛ — NPn*μPntCυ)l a l ° r s o n P e u t supposer que (ηn)ζ=ί converge aussi

vaguement vers une mesure de Radon positive η lorsque n->oo. Re-

marquons que, pour p > 0 et q > 0 quelconques, supp (Np) = supp (Nq),

car, pour r > m a x ( p , q) quelconque, Np = X] (( r ~~ p)Nr)*n et Nq

r — p n=i
Ί 00

((r — q)Nr)*n. Done, pour p > 0 quelconque, supp (37)
r — q n=i

C i Π supp(iVp) et cfy = 1. Le lemme de J. Deny (cite ci-dessus) donne

que, pour p > 0 quelconque,

(2.24) lim Np*μ'PΛtCv = Np*μ'Cv (vaguement),
n-*oo

et done

(2.25) ^ * ( ε - PNP) = li1^ — W . - NPn*μLcv)*(ε - (P - Pn)^)

= lim —iV p *( e - ^Bι(7t,) = 0 (vaguement) .

En faisant p -> 0, on arrive a 57 = 0, d'oύ une contradiction. Done

(Np — Np*μ'PtCv)p>0 est vaguement bornee. Soient 0 <p < q quelconques.

Alors on a

(2.26) Nq * ύ9θ9 = Np * μ^Cv * (ε - (g - p ) # β ) ^ 2Vβ = Nq

dans Cι;. En rappelant la definition de μPiGυ> o n a

(2.27) JVβ * μp,Cυ ^ iVς * ̂ , c , dans X .
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Soient δ un nombre > 0 et fe C£ quelconques. Alors il existe un nombre

p0 > 0 tel que, pour 0 < p < p0 et 0 < q < p0 quelconques,

(2.28) J fd(qNq) * (Np - Np * μ'p,Cv) < δ .

Pour p, q e (0, p0) verifiant p < q quelconques, on a

(2.29) $fd(Np - Np*A,ov) - \fd{Nq - Nq*μ'q,Cv) - δ

= (9 - P) lfdNq*(Np - N9*A,o.) ~ δ

'p,Cv - Nq*μ'qtCv) < 0 .

Soient ηvΛ et ηv,2 deux points vaguement adherents de (Np — Np*μ'PtCv)p>o

lorsque p -» 0 quelconques. Alors on a, pour tout p e (0, po)>

(2.30) jfdVυJ ^ jfd(Np - ΛΓP */<U) + * 0' = 1, 2) ,

et done J fdVv,i ~ J ^ δ. En faisant <510, on arrive a Γegalite

\ fdηυ,ι = \ fdηVt2, d'oύ ^,i = ^,2. Par consequent, (iVp - Np*μp,Cv)p>o

converge vaguement lorsque p -> 0. L'egalite (2.22) resulte de Γequation

resolvante et du lemme de J. Deny. La demonstration est ainsi complete.

On dit que tout le point vaguement adherent de (μp,cv)P>o lorsque

p -> 0 est une mesure balayee de ε sur Cv relativement a (Np)p>0.

PROPOSITION 16. Soit N un noyau de convolution verifiant N({0}) > 0.

Supposons qu'ίl existe un noyau de convolution N' Φ 0 dans S(N) tel

que N soit regulier par rapport a N\ Soit //' une mesure balayee

transitivement de e sur C{0} par rapport a S(N) verifiant μ"({0}) = 0.

Alors

(2.31) N'*(N-N* μ") ^ 0 dans X.

LEMME 17. Soient N et N' deux noyaux de convolution et supposons

que N est regulier par rapport a N\ Alors, pour une famille filtrante

(μa)aeΛ des mesures de Radon positives convergeant vaguement vers une

mesure de Radon positive μ, lim N*μa = N*μ des que (N*μa)aeΛ est
a

vaguement bornee et que Nr ^ N' *μa dans X.
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Demonstration du lemme 17. On peut supposer que (N*μa)aeΛ con-

verge vaguement. Posons η = lim iV*μα (vaguement). Alors η >̂ N*μ
a

dans X Pour ψ e C£ verifiant 0 ^ φ ^ 1 quelconque, on a

(2.32) η - N*μ = limiV*((l - >̂)(μα - μ)) (vaguement) ,

et done, pour i e f quelconque, il existe % e P(N,N'; v) tel que 37 — N*μ

<. % dans X En faisant v\ X, on arrive a η = N*μ, d'oύ le lemme 17.

Demonstration de la proposition 16. Comme N' >, N' ' * μ" dans X,

1 / °° / 1 \*n\
pour p > 0 quelconque, Np = (ε + T] ( μ;/) I est defini et

l + p \ n-i \ 1 + p / /

(NP)P>Q est une resolvante.

D'abord on suppose que limpiVp = 0. Comme N' ^>pN' *NP, le
a

lemme 17 donne que lim iV* (pNp) = 0 (vaguement). On a
(2.33) iV - lim NP*(N - iV* ^/7) (vaguement) .

p-0

Done NφN*μ". D'apres (2.33), on peut ecrire, pour une constante

c > 0 et pour une mesure de Radon positive σ, comme N — N*μ"

= cε — σ. Pour 1; € f quelconque, posons συ = σ sur 1; et σΌ = 0 dans Cυ.

Soit he Ci verifiant N^hix) > 0 sur ι> + v. Alors, pour feC£ portee

par v et un entier n I> 1 quelconque, il existe 0 < p < 1 tel que

(2.34) iVp * (cε -συ)*f+ —Np * h ^ 0 sur supp (σ, */) .

Comme Np \Z N\ on a

(2.35) iVy * (cε - ( ? , ) * / + — N' * Λ ^ 0 sur X .

En faisant n—>oo,fξ—>ε et ensuite ϋ | X, on arrive a (2.31).

On suppose ensuite que lim pNp Φ 0. D'apres la proposition 11, il
p-0

existe un sous-groupe compact Γ de X tel que, pour p > 0 quelconque,

supp (JVp) C f e t que lim pNp = ξr, oύ fr est la mesure de Haar normalisee
p-0

de Γ. Alors, supp (μ") C Γ et

(2.36) (iV - iV*/i'O * f Γ = lim (iV - iV*^0 * (piVp)
p-0

= lim piV* (ε — pNp) = 0 (vaguement).
p-0
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Comme N — N*μ" ^ 0 dans C{0}, on a supp(iV — N*f/') c Γ. Done on

peut supposer que supp (N) c /\ et par suite on a (2.31). La demonstra-

tion est ainsi complete.

Par consequent, on obtiendra la proposition suivante:

PROPOSITION 18. Soίt N un noyau de convolution non-periodίque

υέrίfiant N({0}) > 0. S'ίl exίste un noyau de convolution N' Φ 0 dans

S(N) tel que N soίt regulier par rapport a N', alors il existe deux semi-

groupes vaguement contίnus (at)t>0 et (βt)t>o tels que, pour te R+ quelconque,

N' ^ N'*at9 N' ^ N'*βt, —(e - at), —(e - βt), — (N*at - N) convergent
t t t

vaguement lorsque t—>0, l imp exp (— pt)atdt = 0 (vaguement) et que
p-*0 J 0

(2.37) lim —N*(at - ε) = lim —{βt - ε) .
ί-0 t ί-0 t

Demonstration, Soit μ" une mesure balayee transitivement de ε sur

C{0} par rapport a S(N) verifiant f/'({0}) = 0. Comme N' ^ N'*μ", pour

16 R+ quelconque,

(2.38) at - exp (-

a un sens et (at)tl>0 est un semi-groupe vaguement continu. On a, pour
Λoo

p > 0 quelconque, Np = exp(—pt)atdt, oύ (Np)p>0 est la resolvante de-
Jo

finie dans la demonstration de la proposition 16. Ecrivons, pour une

constante c ^ 0 et pour une mesure de Radon positive σ, comme N — N*μ"

= cε — σ. Montrons que c > 0. Supposons contrairement que c <̂  0.

Alors (2.31) donne que σ = 0, et done N — N*μ" = 0. On a alors

lim piVp =£ 0 (voir la demonstration de la proposition 16). Posons ζΓ
p-*0

= limpNp; alors supp(μ") C supp(ξΓ) et N*ξΓ = N*ξΓ*μ", et done
0

ί 1. L'egalite iV = iV*//7 et le theoreme 1 dans [3] donnent que

tout le point de supp(μ") est une periode de JV(4). Comme ^̂ ({O}) = 0,

ceci est en contradiction avec notre hypothese. Par consequent, c > 0 et

done N' ^ —N'*σ (voir (2.31)). Pour teR+ quelconque,
c

(4) On dit que xeX est une periode άe N si N = N*εx.
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(2.39) βt = exp (-ct)(ε +
\

a un sens et (βt)ts>0 est un semi-groupe vaguement continu. Comme

lim —(ε — <O = ε — //' et lim — (ε — βt) = cε — σ, on voit (2.37). La de-

monstration est ainsi complete.

Soient N un noyau de convolution et (at)t*o un semi-groupe vague-

ment continu. Rappelons la definition de la sous-medianne conditionnelle

de N par rapport a (α t) t2s0 (voir § 1). Lorsque No = atdt a un sens, cela
Jo

est dit aussi conditionnellement sous-median par rapport a No.

PROPOSITION 19. Soient N un noyau de convolution et (NP)P>Q une

resolvante verifiant lim pNp = 0 (vaguement). Supposons que:
p-0

(a) II existe un noyau de convolution N' Φ 0 tel que N = O(N'), pour

tout p > 0, N' ^ pN' * Np et que N soit regulίer par rapport a N'.

(b) II existe le semi-groupe vaguement continu (at)t^0 associe a (Np)p>0.

Alors les trois enonces suivants sont equivalents:
(1) N est conditionnellement sous-median par rapport a (α,)ί*o

(2) Posons @+(limpN*(pNp — ε)) Γensemble des fonctίons feCi

verifiant la condition que pN*(pNp — ε)*f converge uniformέment sur tout

compact lorsque p->oo. Alors @+(limpN*(pNp — ε)\ est dense dans C£
\p-*co )

et, pour fe@+(lim pN*(pNp — ε)) a support cC{0} quelconque,

lim pN*(pNp - β)*/(0) ^ 0.
p—oo

(3) Pour vei^ quelconque, N*μ'Cv ^ N dans Cv, oύ μ'Cυ est la mesure

balayέe de ε sur Cv relativement a (Np)p>0.

Demonstration. (1)44(3): Pour tout p > 0, Np < N', et done N'

^N'*μcv. On voit alors que N*μCv a un sens, d'apres N = O(N').

D'apres (b), on voit facilement que, pour teR+ quelconque, N' ^ Nf*at.

Soit ηv la meme que dans la proposition 15. Alors on a ηv Φ 0, d'apres

la proposition 15. En utilisant le lemme de J. Deny, lim pNp * at = 0

(vaguement). On a done, pour t > 0 quelconque,

(2.40) —ηv*(at - ε) = lim — ( ί exp (-pt)asds)*(ε - μ'PtCυ)*(at - ε)
t P-o t \Jo /
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= lim ! ( Γ exp(-pt)a$ds - 1 ~ e x p (~pt) (pNp) * at) *{μ'p>Cv - ε)
ί>—o t \ J o p

i / rt \
= — I I αβds) * ( ^ — ε) (vaguement) ,

t \Jo I

oύ ^,σ t, est la mesure balayee de ε sur Cv relativement a Np. Ceci et

le lemme 17 donnent que

(2.41) lim —N*ΎjΌ*(at — ε) = N*(μ'Cv — ε) (vaguement) .
ί-0 t

Done @+(lim—(N*at — iV)) contient le sous-cone convexe de C£ en-

gendre par {f*wυ;fe C£, ve y} , et par suite ^ + ( l i m — ( N * a t — iV)) est
\ί-0 ί /

dense dans C£. Remarquons que, pour /€^ + ( l im— (N*a t — N)) a sup-
\ί-o ί /

port cC{0} quelconque, /lim (N*at — N)*f*ηυ(0)\ converge vers

lim—(N*a t — N)*f(O) lorsque υ | {0}. Alors on voit facilement que
ί-0 t

am 0).
(2) ^ (3): De la meme maniere que ci-dessus, (2.22) donne que

(2.42) lim pN* ηv * (pNp — ε) = iV* (/*£„ — ε) (vaguement) .

De la meme maniere, on voit que (2) Φ=) (3). La demonstration est ainsi

complete.

Dans ce cas, ^ + ( l i m — (N*at - N)) C 3+(lim pN*(pNp - ε)) et il
\ ί-0 ^ / \ 2>-oo /

existe une mesure de Radon positive σ en dehors de Γorigine, et une

seule telle que, pour fe ^ + ( l im —(N*a t — N)) a support cC{0} quelconque,
\ ί-o t /

(2.43) [fdσ = lim ~(N*at - iV)*/(0) = limpΛ^OdVp - ε)*/(0) .
J ί—0 ^ p— °°

On a aussi que σ = lim (N*μ'Cv — iV) (vaguement) en dehors de
v 1 {0} Λ

Γorigine.

https://doi.org/10.1017/S0027763000024818 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000024818


NOYAUX DE CONVOLUTION 17

En rappelant la presente demonstration, on voit la remarque suivante:

Remarque 20. Soient N un noyau de convolution et (at)t^0 un semi-

groupe vaguement continu. Supposons qu'il existe un noyau de con-

volution N' Φ 0 tel que, pour teR+ quelconque, N' I> N'*at, N = O(N')

et que N soit regulier par rapport a N'. Alors S + ( l im— (N*a t — N))
\ ί-o t I

est dense dans C£.

En eίfet, de la meme maniere, (2.41) a lieu, et done ̂ + ( l im —(JV* at — N))
\ί-o t /

est dense dans C£.

La remarque suivante resulte immediatement de la definition de la

sous-medianne conditionnelle.

Remarque 21. Soient N un noyau de convolution et (at)t>0 un semi-

groupe vaguement continu. Alors pour que N soit conditionnellement

sous-median par rapport a (at)t^Of il faut et il suffit que, pour u e f

quelconque, il existe une mesure de Radon positive ηυ Φ 0 portee par v

telle que —(N*a t — N)*ηv converge vaguement dans X lorsque £-*0 et
t

que lim—(N*a t — N)*ηΌ ^ 0 en dehors de v.
ί-0 t

La proposition suivante jouera un role dans la demonstration du

theoreme principal.

PROPOSITION 22. Soient N un noyau de convolution, (at)t>0 un semi-

groupe vaguement continu et p une constante >0. Supposons qu'il existe
Λoo

un noyau de convolution N' Φ 0 dans S(N) tel que N' >̂ p \ exp (—pΐ)Nf * at dt
Jo

et que N soit regulier par rapport a N'. Posons Np = exp(— pf)atdt.
Jo

Pour un ouvert ω, on dέsίgne par μv,ω la mesure balayέe de ε sur ω

relativement a Np. Si, pour un ouvert relativement compact ω quelconque,

N*(ε — pNp)*μPyω"^> N*(e — pNp) dans ω, alors N est conditionnellement

sous-median par rapport a (at)t^0.

Demonstration. Soit vei^ quelconque. On choisit une famille

filtrante a droite (ωa)aeΛ des ouverts relativement compacts telle que

(J ωa = Cv. Alors μ'PtCΌ = lim^,ω α et Np*μ'PtCf, = lim Np*μ'Ptna (vaguement).
•aGΛ a a

D'apres Γinegalite N' ^pN' *Np*μPiύ)a (aeΛ), le lemme 17 donne que
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(2.44) piV* Np * μ'PtCΌ = lim pN* Np * μ'p,ωa (vaguement) .
a

Done on a

(2.45) iV*(ε - pNp)*μ'PtC9 ^ iV*(ε - p2Vp) dans Ci; .

Posons ηp,Ώ = Np — Np*μPicvl alors ηp,υ Φ 0, d'apres Γinjectivite de Np.

D'apres le lemme 17, on a

(2.46) N*(ε-pNp)*(μPyCv-ε)

= lim —iV*(ε — pΛ r

p)*7P ϊ t,*(exp (—pt)at — ε)
t-o £

= lim (— N*ηp,v*(at — ε) — —(1 — exp (— pt))N*r)p,v*at

+ —pN*Np*ηp,v*{ε - exv(-pt)at))

= l im—N*ηP t V*(a t — ε) .

D'apres la remarque 21, iV est conditionnellement sous-median par rapport
a (α ί̂̂ o La demonstration est ainsi complete.

Considerons la convergence d'une famille filtrante des resolvante.

PROPOSITION 23. Soient ((Np,a)p>0)aeA une famille filtrante des resolvantes

des noyaux de convolution et N' un noyau de convolution non-zero. Sup-

posons que, pour p > 0 et aeΛ quelconques, N' ^pN'*NPta. Si, pour

po>O, (NPQia)aeΛ et (N'*NP0,a)aeA convergent vaguement et si ΊimN'*NPQ,β
a

= iV^ίlim iVpOfβj, alors9 pour p> 0 quelconque, (NPya)aeΛ converge vaguement

aussL Posons Np = lim NPta (p > 0). Alors (Np)p>0 est une resolvante et,

pour p > 0 quelconque, (N'*NPja)aeΛ converge vaguement vers N'*NP.

Demonstration. Posons Npo = lim iVP0)α. Soit p > 0 quelconque.
a

Comme, pour tout aeΛ, N' ^pN'*Npta, (NPta)aeA est vaguement bornee.

Soient Np et Np deux points vaguement adherents de (NPja)aeΛ quelcon-

ques. On choisit deux sous-families filtrantes (NPia*)a,eΛ, et (NPta»)a»eΛ» de

(NPia)aeΛ qui convergent vaguement vers Np et Np, respectivement. Soit

feC£ quelconque. Comme JVp|β •< N' (voir la proposition 10), on peut

supposer qu'il existe geCx telle que, pour aeΛ quelconque, iVP)α*/

^ N'*g BUT X. Alors on a
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(2.47) Np*NPo*f(O) £ lim Np>a, *NPo,a, */(0) ^ HEN p,a, *NP o, a,*/(0)
a' a1

= ϊmϊ(N>*NPΰ,a,*g(0) - Np,,a,*(N'*g - Np,a,*f)(0))
a'

^ N'*NPo*g(O) - NPa*(N'*g - Np*f)(0)

= Np*NPa*f(O).

Comme / est quelconque, Np*NPo = lim Np,a,*NP0,a, (vaguement). De la

meme maniere, on a NP*NPQ — limNPίa»*NPQ,a» (vaguement). Done

(2.48) Npo = Np *(ε - (pQ - p)NJ = iV>(ε - (p0 - p)NJ .

Si \Po — p\ <Po, alors 2 ((A — P)NP0)*n converge vaguement et
n = l

(2.49) NP = N; = NPO

car ΛΓ ^ PoiV7 * Npo. On voit ainsi que, pour p e (0,2p0) quelconque,

(Np,a)aeΛ converge vaguement. On voit encore, par recurrence, que, pour

p > 0 quelconque, (Np,a)aeΛ converge vaguement. En remarquant (2.47),

on voit que (Np)p>0 est une resolvante. De la meme maniere, on voit

que, pour p^p0 quelconque, (N'*Np,a)aeΛ converge vaguement vers

N'*NP. En remarquant que, pour aeΛ et un entier n ^ 1 quelconques,

N' ^ N'*(pQNPQ)*n, on voit, par recurrence, que, pour un entier ra^l

quelconque,

(2.50) lim N' * (p0NP0,a)*n = N' * (p0NP0)*n (vaguement) .
a

S o i e n t 0 < p < p 0 e t f e C £ q u e l c o n q u e s . A l o r s , p o u r u n e n t i e r k ^ l

q u e l c o n q u e ,

(2.51) ί fdN' * Np ^ lim ί fdN' * Np,a £ ΠH ί
J α J a J

J :— \fdN'*Σ ((P. -
o — p J n=i

^ \fdN'*Np + Σ (^LZLP-V f/dJV' .
J n = Jc\ p Q / J

On voit ainsi que (N' *NPia)aeΛ converge vaguement vers N'*NP. La

demonstration est ainsi complete.

PROPOSITION 24. Soient N un noyau de convolution verifiant N < N,
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N' Φ 0 un noyau de convolution et p > 0 une constante. Si N' ^ pN'*N,

N' Φ pN'*N et N < N' *(ε — pN), alors il existe un noyau de convolution

NQ et la resolvante (Nq)q^0 associέe a NQ telle que Np = N. Dans ce cas,

No est determine d'une maniere unique et No < N'.

Demonstration. Comme N' ^ pN'*N et N' φ pN'*N, f ] (piV)*n con-

verge vaguement, et done, en utilisant le lemme de J. Deny, Π P(N; v)
ver

= {0}; e'est-a-dire, N est regulier. D'apres la remarque 9, il existe la

resolvante (Mq)q^0 associee a N. D'apres N < N'*(ε — pN), on a, pour

tout q > 0,

(2.52) qN'*(e - pN)*Mq ^ ^ ^ ( e - pN) ,

et done (p + q)N' * M
q
 <ί N'. Posons, pour q e [0, p) quelconque, N

q

1 °°

= 2] ((p — q)M0)*n et, pour q e [p, oo) quelconque, Nq = Mq_p. Alors,
p - q »-i

pour g ^ 0 quelconque,

(2.53) Nq-Np = (p-q)Np*Nq et limiV? = iV0.

Done, pour ^ ^ 0 et q' > 0 quelconques,

(2.54) Nq - Nq, = (p - β)(iVβ, + ( ^ - p)Np*Nq,)*Nq

~(P- Q')(Nq + (q- p)Np*Nq)*Nq,

= (Q' - q)Nq*Nq, .

D'apres (2.53) et (2.54), (Nq)q^0 est la resolvante associee a No. L'unicite

de No est bien connue. On a, pour q > 0, N'^qN'*Nq, et done la

proposition 10 donne que, pour q > 0 quelconque, Nq < N'. En faisant

q I 0, on arrive a No < 2V7. La demonstration est ainsi complete.

§3. Le principe de domination relatif et la sous-medianne con-

ditionnelle

Dans ce paragraphe, on supposera toujours qu'il n'existe aucun sous-

groupe compact de X excepte {0}.

LEMME 25. Soίt (NP)P>Q une resolvante des noyaux de convolution

ΦO. Alors il existe le semi-groupe vaguement continu associέ a (Np)p>0.

Demonstration. Pour p > 0 et υ e rΓ9 on designe par μPyCυ une mesure

balayee de ε sur Cv relativement a Np. Comme, pour 0 < q < p, on a
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Nq I> Nq*μ'PtCυ, le lemme de J. Deny donne que ]im.Np*μ'PiCυ = 0 (vague-

ment). Done il existe ve^ tel que Np Φ Np*μ'PtGυ. D'apres Np < NP9

supp(iVp — Np*μ'PiCυ)Bθ. Soit Γ Γensemble des periodes de Np; alors Γ

est un sous-groupe ferme de X. Comme tout le point de Γ est aussi une

periode de Np — Np*μPiCυ9 on a Γ C v. En vertu de notre hypothese

pour X, on a Γ = {0}. Done la proposition 13 donne le present lemme.

Montrons le premier theoreme principal.

THEOREME 26. Soient N un noyau de convolution et N' un noyau de

convolution Φθ. Supposons que N est rέgulϊer par rapport a N'.

Alors les deux έnoncέs suίvants sont equivalents:

(a) N vέrίfie le princίpe de domination relatif a N\

(b) N = O(N') et il existe un semί-groupe vaguement continu (at)t^0

verίfiant atΦ ε (t > 0) tel que N soit condίtionnellement sous-mέdίan par

rapport a (at)t^0 et que, pour t >̂ 0 quelconque, Nf >̂ N'*at.

Demonstration, (b) φ (a): On peut supposer que N Φ 0. Comme N

est regulier par rapport a N'9 N' Φ 0. Posons, pour p > 0 quelconque,
ί*oa

Np = exp (—pt)atdt; alors, N'^pN'*Np. Montrons que limpiVp = 0
Jθ p-»0

(vaguement). Supposons contrairement que cette egalite n'a pas lieu.

Alors, d'apres la proposition 11 et notre hypothese pour X, limpNp — ε

(vaguement) et, pour tout p > 0, supp (Np) C {0}, et done supp (at) c {0}.

Comme N' ^ N'* at et at Φ ε (t > 0), il existe une constante a > 0 telle

que at = exp (—at)ε. Alors limpiVp = lim — ^ — = 0, d'oύ une contradic-
P-*O p-»o p 4- a

tion. On obtient ainsi que lim pNp = 0 (vaguement). D'apres le lemme

17, on a aussi lim iV* (pNp) = 0 (vaguement). Pour montrer que N < N'9

il sufBt de montrer que, pour f,ge C£ quelconques,

(3.1) N*f <N'*g sur supp (/) c> N*f ^ N' *g sur X .

On choisit v^ei^ tel que, pour une mesure de Radon positive v portee

par v0 de masse totale d'unite quelconque,

(3.2) N*v*f(x) < N'*g(x) sur supp (/) + vQ ,

oύ supp (/) + vQ = {x + y; x e supp (/), y e v0}. Pour i e f , on designe par

μPiCυ l a mesure balayee de ε sur Cv relativement a Np. Posons
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μCv = l im/4 C v et ηv = lim (Np — Np*μPiCv) (voir la proposition 15). D'apres
p—0 p-*0

la proposition 15, on a ηv Φ 0. D'apres la proposition 10, on a Np < N'.

En utilisant la proposition 2, on voit qu'il existe hp e C£ verifiant Np * hp

= N'*g sur supp (/) + υ0 et Np*hp<* N'*g sur X. Pour p > 0 e t i e f

verifiant υ C v0 quelconques, on pose

dηv dηΌ

Alors, d'apres la proposition 19, on a supp (λυ<1) c v. D'apres la proposi-

tion 15, on a

(3.3) Np*λVtl*f- Np*λ,Λ*f

= ^—N*r]υ*(ε - pNp)*f < Np*hp

sur supp (/) + v0 D supp (/* ^,.,0 .

En utilisant iV, -< Np, on a

(3.4) — L _ N * η , * ( e - pNP)*f £ Np*hp £ N'*g sur X.

En faisant v j {0} et ensuite p -> 0, on arrive a iV*/ <L N'*g sur X, d'oϋ

(3.1). On voit ainsi que (b) φ (a).

(a) d> (b): D'apres la proposition 18, il suffit de montrer (a) ς> (b)

dans le cas oύ N({0}) = 0. Soit a une constante > 0 quelconque. On

remarque que S(N + aε) c S(N) et que N + aε est regulier par rapport

a N\ Soit μ" une mesure balayee transitivement de ε sur C{0} relative-

ment a (N + aε, N') verifiant ^({0}) = 0. D'apres le corollaire 4 et la

proposition 18, il existe deux semi-groupes vaguement continue (αα,t)t*o

et (βajt^o tels que Γon ait:

(3.5) aatt = exp (-t)(ε + ± ^ p * )
\ 71 = 1 Yl\ /

(3.6) lim — (βatt -e) = (N+ ae)*(tf - e) (vaguement) .
t-o £

On a, pour £ e i?+ quelconque, Nf >̂ N' *aatt. Soient 9 =̂ 0 e C^ quelconque

fixee et xQ e X verifiant φ(x0) > 0 fixe. Posons, pour toute c > 0,
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gc = M exp (—t)aayCtdt\*φ. Alors (gc)c>o converge uniformement vers ψ

sur tout compact lorsque c -» 0 et vers 0 sur tout compact lorsque

car

(3.7) gc= (Ij~eχp(--L

α exp(— pi)aa tdt) est une resolvante et supp^) n'est pas compact
0 ' /p>0

des que μ" Φ 0 (t > 0). II existe done une constante ca > 0 telle que

gCa(χ0) = iφ(x0). Pour tout p > 0, on pose JV α = I exp (— pt)aa,CatdL
Jo

Alors (Np,a)p>Q est une resolvante et, pour p > 0 quelconque, i\Γ

^ pN' *Np,a. Done, pour p > 0 quelconque, (Np,a)a>0 est vaguement bornee.

On peut supposer que (Nίia)a>Q converge vaguement lorsque a -> 0. Posons

iVj = lim Nlta. Alors iVj*^(x0) = |^(x0), et done Nx Φ 0. On a aussi

iVi -< iVj et N' ^ iV^iVi. Comme iV1)tt -< N' et iVlfα -< N'*(ε - N.J, on a

Ni < N' et, pour feC£ verifiant f <, 1 quelconque, ^ < N'*(ε — fNt\

En faisant / 1 1 , on a iVΊ •< N' * (ε — JVi). Montrons qu'il existe une

resolvante (Mp)p>0 des noyaux de convolution ^ 0 verifiant Mί = JV1#

Supposons d'abord que iV7 = N'*Nt. Alors N;^NX = lim N'*Nlta (vague-

ment). D'apres la proposition 23, on voit que, pour p > 0 quelconque,

(NPia)a>0 converge vaguement lorsque a —• 0 et que, en posant Np

= lim iVp>α, (Np)p>0 est une resolvante. On a aussi N' = pN' *NP, et done
α-0

JVP ^ 0. Par consequent (Np)p>0 est une resolvante demandee. Supposons

ensuite que N' Φ N'xN^ Alors, d'apres la proposition 24, il existe une

resolvante (Mp)p>0 des noyaux de convolution ^ 0 , et une seule telle que

Mx = Nx. Soit {at)t^o le semi-groupe vaguement continu associe a (Mp)p>0.

Comme Nt * ψ(x0) = j<p(x0), JVΊ ̂  ε, et done, pour tout t > 0, atφε.

Montrons finalement que 2V est conditionnellement sous-median par

rapport a (at)t^0. Soit ω un ouvert relativement compact dans X quel-

conque. On choisit une famille filtrante a droite (ωa)aeΛ des ouverts telle

que ωa C ω et U ωa = ω. Pour a > 0, on designe par μlα,α la mesure

balayee de ε sur ωa relativement a iVljα. Comme i\Γ1>α -< N\ iV7 ̂  N' *μωa,ay

et done (μωa,a)a>o est vaguement bornee. On a

(3.8) (iV + aε) * (ε - iVlfα) * (μίa,a - ε)

= ca(N+ αε)*(ε - μa*)*NUa*Q/mata - ε) ̂  0 dans ωα .
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Soit μωa un point vaguement adherent de (μ«β,α)α>o lorsque a j 0. D'apres

le lemme 17 et (3.8), on a

(3.9) iV*(ε - 2V,)* 04, - ε) ^ 0 dans α>. .

On a aussi supp(/4,) C ωα, Nx*μ'ωa = -^ dans X et Nι^μί

ωa = iV̂  dans ωα.

Soit μ! la mesure balayee de ε sur ω relativement a Nt. Alors μ'ω est un

point vaguement adherent de (μla)aeΛ lorsque ωa f o>, et done

(3.10) iV*(ε - 2V;)*0£ ~ ε) ^ 0 dans α> .

D'apres la proposition 22, JV est conditionnellement sous-median par

rapport a (at)t>0. Comme, pour tout p > 0, N' I> piV7 * Mp, on a, pour

teR+ quelconque, N' ^ N'*at. On voit ainsi (a)φ(b) . La demonstra-

tion est complete.

En particulier, on aura corollaire suivant:

COROLLAIRE 27. Soit N un noyau de convolution regulier par rapport

a ξ. Alors les deux enonces suivants sont equivalents:

(a) N verifie le principe classique du maximum; c'est-ά-dire, N < ξ.

(b) N est bornem et il existe un semί-groupe vaguement continu sous-

markovίen (at)t^Q verifiant atΦε (t > 0) tel que N soit conditionnellement

sous-median par rapport a (at)t^0.

On dit que (at)&o est sous-markovien si, pour tout t ^ 0, dat ^ 1.

En regardant la demonstration du theoreme 26, on verra la remarque

suivante:

Remarque 28. Soit N un noyau de convolution. Supposons qu'il

existe JV; Φ 0 e S(N) tel que N soit regulier par rapport a N\ Alors il

existe un semi-groupe vaguement continu (at)t^0 verifiant at Φ ε (t > 0) tel

que N soit conditionnellement sous-median par rapport a (at)t^Q et que,

pour N"eS(N) et teR+ quelconques, N" ^ N"*at.

Rappelons la demonstration du theoreme 26. Soit a une constante

>0 quelconque. Soient μ" une mesure balayee transitivement de ε sur

C{0} par rapport a S(N + aε) verifiant μ"({0}) = 0 et (αrαίί)^0, (i8β,ί)̂ o les

deux semi-groupes vaguement continus definis par #" de la meme maniere

que dans le theoreme 26. En faisant la meme discussion comme dans

(5) Cela signifie que, pour / eθκ quelconque, JV * / est bornee sur X.
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le theoreme 26 concernant la famille ((aaa)t^0)a>0 des semi-groupes vague-

ment continue, on voit facilement qu'il existe un semi-groupe vaguement

continu (at)t^0 demande.

QUESTION 29. Est-ce que (at)t^0 dans la remarque 28 est toujour&

unique excepte la multiplication constante?

Soient (at)t^Q et (βt)t^o deux semi-groupes vaguement continue. On

dit que (βt)t^o est un multiple constant de (at)t^0 si, pour t e R+ quelconque,

βt = act, oύ c est une constante > 0 independante de t.

Dans le thereme 26, (at)t^0 n'est pas toujours unique excepte la

multiplication constante. Par exemple, considerer les noyaux de Riesz-

Frostman dans Rn.

Le theoreme suivant indique que le principe classique du maximum et

le principe de domination relatif au noyau de convolution de Hunt sont

essentiels.

THEOREME 30. Soίt N un noyau de convolution verifiant S(N) Φ 0 et

S(N) Φ {0}. Supposons que le sous-groupe fermέ engendre par supp (N)

est έgal a X et qu'il existe N' Φ 0 e S(N) tel que N soίt regulier par

rapport a N. Alors on a (a) ou bien (b).

(a) II existe une fonction exponentielle <p(x) > 0 sur X telle que

S(N) = {aφξ aeR*}.

(b) II existe un noyau de convolution de Hunt NQ tel que N soit

condίtionnellement sous-median par rapport a No et que

(3.11) S(N) = {N0*λ + η\ λ e D+(N0), η est ^ 0 et N.-harmonique] .

Dans (b), No est uniquement determine excepte la multiplication constante.

On dit qu'une fonction finie et continue φ est exponentielle si, pour

x,yeX quelconques, <p(x + y) — φ(x)φ{y). On voit evidemment que S(N)

= {aφξ;aeR+} et S(φ~ιN) = {aξ; ae R*} sont equivalents, oύ φ~ιN est le

noyau de convolution dont la densite par rapport a N est egale a <p~\

Une mesure de Radon reelle η est dite N0-harmonique si, pour tout

t ^ 0, η = r)*cct, oύ (at)t^Q est le semi-groupe vaguement continu associe a

No. Dans (b), No est la plus petite majorante de N (voir [11]).

Demonstration. Soit (cxt)t^0 un semi-groupe vaguement continu

verifiant at Φ ε (t > 0) tel que N soit conditionnellement sous-median par

rapport a (at)t^0 et que, pour N" e S(N) et t e R+ quelconques, N" >̂ N"*at»
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Pour p > 0 quelconque, on pose Np = exp(— pt)atdt. Alors, pour N"

eS(N) quelconque, N" ^pN"*Np.

Supposons d'abord qu'il existe p0 > 0 et N" Φ 0 e S(N) tels que
N" Φ p0N" * NPo. Dans ce cas, on montrera que (b) a lieu. D'apres la

proposition 24, 2] (PoNpo)*n converge vaguement. Alors JV0 = atdt existe
π=l JO

et No = J] p%~\NPQ)*n. D'apres les definitions, No est un noyau de eon-
n=l

volution de Hunt et N est conditionnellement sous-median par rapport a
No. On a evidemment N < No. D'apres la proposition 10, on a, pour
N" e S(N) et p > 0 quelconques, Np < N", et done No < N". Par con-
sequent, No est la plus petite majorante de N. L'egalite (3.11) et Γunicite
de NQ sont deja connues (voir la proposition 31 et la remarque 43 dans
til]). On voit que (b) a lieu.

Supposons ensuite que, pour p > 0 et N" e S(N) quelconques,
N" =pN"*Np. Dans ce cas, on montrera que (a) a lieu. On remarque
que, pour p > 0 et q > 0 quelconques, supp (Np) = supp (Nq) et que
supp (N) a 0. Montrons que, pour p > 0, supp (N) C supp (Np). Supposons
contrairement que cette inclusion n'a pas lieu. Alors il existe deux
fonctions fΦO et gΦθeC£ et yeX tels que supp (/) d{xeX; g(x) > 0},

N*f(y) > 0 et que, pour p > 0 quelconque, Np*g(y) = 0. Comme lim pN* Np

= 0 (vaguement), il existe p0 > 0 tel que iV*(ε — p0NPo)*f(y) > 0. Comme
supp (Npo) 9 0, il existe une constante a > 0 telle que

(3.12) iV*(ε - P o N P O ) * / £ aNP0*g sur supp(/) .

De la meme maniere que dans le theoreme 26 ((b) φ (a)), on a JV* (ε — p0Npo) */
<LaNPo*g sur X, d'oϋ une contradiction. Par consequent, supp(iV)
C supp (Np) (p > 0), et done le sous-groupe ferme engendre par supp (Np)
est egal a X. Remarquons que, pour N" e S(N) quelconque, N" = N"*^.
En utilisant le theoreme 2 dans [3], on voit qu'il existe une fonction
exponentielle ψ{x) > 0 sur X telle que

(3.13) ψ{x) = φ*Nx(x) = {[ —dNλφ{x) sur X ,

car {M: noyau de convolution; M = M*Ni} est vaguement ferme. Done

I φ~ιdNx = 1. Comme φ"1 est aussi exponentielle, on voit que (̂ >"1iVί,)p>o

est aussi une resolvante, et pour p > 0 quelconque, p φ~ιdNp = 1. On
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voit facilement que *S(̂ ~W) = {φ~ιN"; N" e S(N)}. D'apres la proposition
10 et (3.13), on a, pour tout p > 0, φξ e S(NP). De la meme maniere que
dans le theoreme 26 ((b) c> (a)), on a φξ 6 S(N), et done S(p-W)9f.
Supposons que S(N) Φ {aψξ; a e R+}. Comme supp (N) 3 0, 0 e S(N). Done
11 existe N" Φ 0eS(φ-ιN) tel que, pour tout a > 0, 2V" =£ αf. Alors il
existe fΦOeCg telle que, min (N"*f, 1) ne soit pas une constante.
Comme, pour p > 0 quelconque,

(3.14) min (N" */, 1) ^ (min (i\T */, 1)) * (pφ~ιNv) ,

on a (min (i\T */, l))f e Sty^N), et done (min (2V" */, l))p£ e S(iV). D'apres
notre hypothese, on a, pour p > 0 quelconque,

(3.15) (min (2V"*/, 1)) *(pφ-ιNp) = min (iV7/ */, 1) .

En utilisant le theoreme 1 dans [3], on voit que min (N" */, 1) est une
constante sur le sous-groupe ferme engendre par supp {φ~ιNp)\ e'est-a-dire,
minίiV"*/, 1) est une constante. Cela est une contradiction. On voit
ainsi que (a) a lieu. La demonstration est complete.

Dans le present theoreme, il est tres naturel de supposer que le
sous-groupe ferme Xf engendre par supp (N) est egal a X, car, en general,
il suffit de considerer la restreinte de N sur Xf au lieu de N.

Remarque 31. Soient N et Nf les memes que dans le theoreme 30.
Supposons qu'il existe un noyau de convolution ΦO non-proportionel a
Nf dans S(N). Alors le semi-groupe vaguement continu (at)t^0 obtenu
dans la remarque 28 est uniquement determine excepte la multiplication
constante (cf. la question 29).

Cela est un resultat immediat de Γunicite de la plus petite majorante
de N (excepte la multiplication constante).

Le theoreme 30 donne immediatement le corollaire suivant:

COROLLAIRE 32. Soient N,N' les memes que dans le theoreme 30 et
(at)tzo u n semi-groupe vaguement continu obtenu dans la remarque 28.
Alors il existe une fonctίon exponentielle φ{x) > 0 sur X telle que (φ~ιat)t^Q

/*oo

soit un semi-groupe vaguement continu et markovien^, ou Hen No = atdt
Jo

a un sens.
(6) On dit qu'un semi-groupe vaguement continu («t)ί̂ o est markovien si, pour tout
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Demonstration. On peut supposer que N Φ 0. Soit X' le sous-groupe

ferme engendre par supp (N). Alors, pour t e R+ quelconque, supp (at) C X\

Supposons que atdt n'a pas un sens. Comme toute la fonction ex-
Jo

ponentielle > 0 sur X/ peut etre prolongee en une fonction exponentielle

> 0 sur X, le theoreme 30 donne qu'il existe une fonction exponentielle

ψ{x) > 0 sur X tel que S(N) ZD {aψξ\ aeR+}. Comme ψ ^ φ*at, (φ~ιoct)tz*

est un semi-groupe vaguement continu et sous-markovien. Posons, pour

p > 0 quelconque, Np — exp (—pt)atdt; alors φ = φ*(pNp), et done, pour
Jo

t e R+ quelconque, φ~ιdat = 1, d'oύ le corollaire 32.

On aura aussi le corollaire suivant:

COROLLAIRE 33. Soit N un noyau de convolution regulier par rapport

a ξ. Supposons que le sous-groupe ferme engendre par supp (N) est egal

a X. Si N verifie le princίpe classίque du maximum, alors on a (a) ou

Men (b).

(a) S(N) = {aξ;aeR+}.

(b) II existe un noyau de convolution de Hunt sous-markovien N0

(7>

tel que N soit conditionnellement sous-median par rapport a No et que

(3.16) S(N) = {NQ*λ + aξ λe D+(NQ), aeR+},

oil Γadherence est au sens de la topologie vague.

Demonstration. Soit (at)t^0 le semi-groupe vaguement continu obtenu

dans la remarque 28. Comme S(N) 9 ξ, (at)t^0 est sous-markovien. Sup-

posons que (a) n'a pas lieu. Alors, d'apres le theoreme 30, No = atdt
Jo

a un sens. Soit N' e S(N) quelconque. Pour / Φ 0 e Ci et ae R+ quel-

conque, (min (N'*f, ά))ξ e S(N). D'apres le theoreme 30, il existe

λ/ia e D+(N0) et une mesure de Radon positive et iVo-harmonique ηfia telles

que

(3.17) (min (N' */, a))ξ = iV0 * lUΛ + , / t β .

On remarque ici que, pour tout t ^ 0, dat = 1 ou bien que, pour tout

(7) On dit qu'un noyau de convolution de Hunt est sous-markovien si le semi-
groupe associe est sous-markovien.
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t > 0, dat < 1. Si, pour t > 0, dat < 1, alors ^/ j t t = 0. Supposons

dat = 1. D'apres le theoreme 1 dans [3], tout le point du sous-groupe

ferme engendre par supp(JV0) est une periode de ηf,ai car ηf^a est bornee.

Comme le sous-groupe ferme engendre par supp (No) est egal a X, ηf,a

est proportionnelle a ξ. Ceux-ci donnent que (b) a lieu. La demonstra-

tion est ainsi complete.

En generalisant partiellement le theoreme 2 dans [10], on obtiendra

le theoreme suivant:

THEOREME 34. Soit N un noyau de convolution et supposons qu'il

exίste N' Φ 0 6 S(N) tel que N soit regulier par rapport a N\ Alors il

existe deux semi-groupes vaguement continus (at)t^Q et (βt)t^ tels que, pour

teR+ quelconque, N' ^ N'*at et N'^N'*βt9 pour t>0 quelconque,

at ψ ε et que, pour p > 0 et q > 0 quelconques,

(3.18) (IV* (ε - pNp) + qNp) *N'q = Np,

oil Np = exp(—pt)atdt et oύ N'q = exp(—qt)βtdt.
Jo Jo

Demonstration, On peut supposer que N Φ 0, car si N = 0, alors,

en posant at — exp(—t)e et βt = ε, (at)t^0 et (βt)t^o sont les deux semi-

groupes vaguement continus demandes. Soit a une constante > 0 quel-

conque. Soit μ" une mesure balayee transitivement de ε sur C{0} par

rapport a S(N + aε) verifiant ^({0}) = 0. On note G O ^ o et (βa%t)t^0 les

deux semi-groupes vaguement continus deίinis par μ" de la meme maniere

que dans le theoreme 26. Soit ca une constante > 0 definie dans la

demonstration du theoreme 26. Posons, pour p > 0 quelconques,,

Np,a — exp(—pt)aa,Catdt et N'a = exp(— pt)βa Catdt. Alors, pourp > 0
Jo Jo

quelconque, N' ^ N' *(pNp,a) et N' 2> N'*(pNpta), d'apres la proposition

16. Pour p > 0 et q > 0 quelconques, on a

(3.19) cα(ε - /O * iVp,α - ε - pN p , β et ca(N + αε) *(ε - /£) * N'q,a = ε -

et done

(3.20) ((N + αε) * (ε - pNpJ + qNp,a) * iV;α = Np,a .

De la meme maniere que dans le theoreme 26, on peut supposer que
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(NVa)a>0 converge vaguement vers un noyau de convolution iVx sur X

lorsque a —> 0.

Supposons d'abord que N' = N'*Ni. De la meme maniere que dans

le theoreme 26, on voit que, pour p > 0 quelconque, Np = lim Np,a Φ 0

(vaguement) existe, (Np)p>0 est une resolvante et que N' = N'* (pNp)

= ]iaiN'*(jpNPta) (vaguement). Soit (at)t}>0 le semi-groupe vaguement
α—0

continu associe a (NP)P>Q. Alors on voit aussi que, pour t > 0 quelconque,

at Φ ε et que N soit conditionnellement sous-median par rapport a (at)t^0.

Pour q > 0 quelconque, on designe par Nq un point vaguement adherent

de (Nqta)a>0 lorsque a -• 0 et on choisit une famille ίiltrante a gauche

(aα)αeyl des nombres > 0 telle que limαα = 0 et que N'q = limiV^αα (vague-
a a

ment). De la meme maniere que dans la proposition 23, on voit que,

pour p > 0 et q > 0 quelconques,

(3.21) lim Np>aa * Niaa = Np * N'q (vaguement) .

a

En utilisant le lemme 17 et (3.20), on a

(3.22) (N*(ε - pNp) + qNp)*N'q = Np (p>0,q>0).

On a, en meme temps, N'q Φ 0. Pour p > 0 et g > 0 quelconques, on a

(3.23) JV;*^ = (N*(ε - iVO +

= (N*(e - Nd

et done Γinjectivite de Nt donne que Np — N£ = (q — p)Np*N'q. Ceci

donne que, pour p > 0 quelconque, Np = lim iVp,α (vaguement) existe et
α—0

que (Np)p>0 est une resolvante. Soit (βt)t^o le semi-groupe vaguement

continu associe a (Np)p>0. Comme N' I> pN' *N'P (p > 0), on a, pour £ 6 R+

quelconque, N'^N'*βt. On voit ainsi que (at)t^0 et (j8t)ίS0 sont deux

semi-groupes vaguement continus demandes.

Supposons que N'ΦN'xN^ En regardant la proposition 24 et le

theoreme 26, on voit qu'il existe un noyau de convolution de Hunt
Λoo Λoo

JV0 = atdt, et un seul tel que Ni = exp(—t)atdt et que N soit con-
Jo Jo

ditionnellement sous-median par rapport a No. On a aussi N < No (voir

(3.3) et (3.4)), et done N = O(N0). D'apres le theoreme 2 dans [10] (ou

bien le theoreme 32 dans [11]), il existe un noyau de convolution de Hunt
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N' = βtdt, et un seul tel que
Jo

(3.24) N*N' = No .

Soient (Np)p>0 la resolvante associee a NQ et (Np)p>0 la resolvante associee

a N'. En utilisant Γ equation resolvante, on voit que (3.24) donne (3.18),

d'oύ (αt)tso et (βt)tzo sont deux semi-groupes vaguement continus demandes.

La demonstration est ainsi complete.

COROLLAIRE 35. Soient N, N', (at)t^o et (βt)t^o les memes que dans le

theoreme 34. Alors ίl existe la mesure singuliere β associee a (βt)t^o(8) et,

pour fe Ci(C{0}) Π W l i m — ( # * « , - N)) quelconque,
\t-o t I

(3.25) lim — (N*at - N)*f(0) = [fdβ.
«-o t J

Demonstration. Comme, pour teR+ quelconque, N'^>N'*βt, la

proposition 15 et (2.40) donnent qu'il existe la mesure singuliere β associee

a (βfX̂ o Soit a! la mesure de Radon positive en dehors de Γorigine telle

que, pour fe C£(C{0}) Π ^ + ( l i m — (N*at - N)) quelconque,

lim λ(N*at - N)*f(0) = Udoί .
ί-0 t Jt

Soient Np et N'p les memes que dans le theoreme 34. Soit u e f quel-

conque. Soient μ$liP et //$2,p la mesure balayee de e sur Cv relativement

a Np et celle relativement a Np, respectivement. Posons μ$ = lim μ$tP

0 = 1,2), ηv = lim(Np-Np*μ§lJ et τfv = lim(fy - N'p*μ$lj (voir la
p->0 p-»0

proposition 15). On a ηv Φ 0 et ηf

v Φ 0. D'apres (3.18), on a, pour p > 0

et q > 0 quelconques,

(3.26) (iV*(ε - pNp)*(ε - μ%J + q(Np - Np*μ8lJ)*(Nq - 2Vβ*^>fβ)

On a lim pNp = 0 (vaguement) et N' ^ N'*μ\H p (p > 0). En faisant p | 0

et ensuite q j 0 dans (3.26), on a, d'apres le lemme 17,

(3.27) iV* (ε - μ®D * ,ί = η9 * (ε - ^«) .

(8) Lorsque βt/t converge vaguement dans C{0} lorsque 11 0, sa limite en dehors
de {0} s'appelle la mesure singuliere associee a (jSί)ί̂ o
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Ceci donne que

(3.28) lim ±-(N*at - N) * (Vv * τ/9) = lim ±-<βt - e) * (η9 * η'v)
ί—o i t-*o t

(vaguement) (voir (2.40) et (2.41)). Done, pour fe C£(C{0}) verifiant

supp (/* ηv * 3̂ ) C C{0} quelconque,

(3.29)

Comme ι> est quelconque, β = a\ La demonstration est ainsi complete.

Soit X le groupe dual de X. On dit qu'une fonction complexe et

continue ψ sur X est deίinie-negative si ψ(0) ^ 0 (0 est Γorigine de X)

et si, pour un entier n ^ 1, (^)y=ί c ί et (c^)y=1 de nombres complexes

verifiant Σ c7 = 0 quelconques,

(3.30) Σ Σ Ψ(XJ - A»)cA ^ 0

(cf., par exemple, [1] et [6]). Si ψ est a valeurs reelles, alors ψ ^ 0. On

connait bien que, pour un semi-groupe vaguement continu et sous-

markovien (at)t^0 sur X (resp. une fonction definie-negative ψ sur X), il

existe une fonction definie-negative ψ sur X (resp. un semi-groupe vague-

ment continu et sous-markovien (at)t^0 su r X), et une seule telle que,

pour teR+ quelconque, άt = exp(—tψ), oύ la signe ^ designe la trans-

formation de Fourier (cf., par exemple, [6]). Dans ce cas, ψ (resp. (α t) ί i 0)

s'appelle la fonction definie-negative associee a (at)t^o (resp. le semi-groupe

vaguement continu associe a ψ).

Comme une application du theoreme 34, on montrera completement

le theoreme principal dans [7].

THEOREME 36. Soit N un noyau de convolution symetrique (par

rapport a Vorίgine) et regulier par rapport a ξ. Alors les deux έnonces

suivants sont equivalents:

(a) N verifie le princίpe classίque du maximum.

(b) II existe deux fonctίons definie-nέgatίves ψι et ψ2 « valeurs reelles

telles que -^- soit localement sommable et que
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(3.31) N =

A *

oύ I est la mesure de Haar sur X associee a ξ.

Demonstration, ( a ) φ ( b ) : D'apres le theoreme 34, il existe deux

semi-groupes vaguement continue et sous-markoviens (at)t^0 et (βt)tzo tels

que, en posant Np = exp(— pt)atdt (p > 0) et N'q = exp (—qt)βtdt
Jo Jo

(q > 0), (3.18) ait lieu. On peut supposer que, pour a > 0 quelconque,

une mesure balayee transitivement μ" de ε sur C{0} relativement a

(N + aε,ξ) veriίiant μa({0}) — 0 est symetrique par rapport a Γorigine.

On peut supposer done que, pour t e R+ quelconque, at et βt sont

symetrique par rapport a Γorigine. Soient ψx et ψ2 la fonction definie-

negative associee a (oίt)t^0 et celle associee a (βt)t^o, respectivement. Alors

ψj (j = 1, 2) est a valeurs reelles, et done ψ^ ^ 0. Pour i e f quelcon-

que, on designe par μCυ la mesure balayee de ε sur Cv relativement a

(Np)p>0. Soit ηυ la mesure de Radon positive portee par v telle que, pour

p > 0 quelconque, (2.22) ait lieu; alors ηυ Φ 0. Montrons que la variation

totale \N*ηΌ*(ε — pNp)\ de N*ηΌ*(ε — pNp) est de masse totale finie.

D'apres (2.22), on a

(3.32) N*ηv*(*- PNP) = N*Np*(ε- μ'Cv) ,

et done, (3.18) donne que, pour q > 0 quelconque,

(3.33) (Np * (N - 2V* μ'Cv) + qNp * % ) * N'q = Np * ηv .

D'apres la proposition 19, supp((iV— N*μ'Cυ)
+) c α Comme diVp ^ —,

J p

(NP*(N — N*μ'Oυ) + pNp*ηΌ)+ est de masse totale finie. Comme iV̂  C ξ9

on a

(3.34) J d(Np * (iV - iV* ^ ) + giVp *ηv) ^ 0 ,

et done |iV— N*μGv\ est de masse totale finie et d(iV— N*μ'Cv)

+ q \dηv ^ 0. En faisant g | 0, on arrive a d(N — N*μ'Cv) ^ 0. En

utilisant (3.32), on voit que \N*ηΌ*(ε — pNp)\ est de masse totale finie et

que dN*ηv*(ε — pNp) ^> 0. Posons συ = ^ alors |iV"*α,,*ίr,,*(e—
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est aussi de masse totale finie. D'apres (3.18), on a

/q qκ\ TV*^ *.<τ *(e -nNΛ Ψ 2 I A 12

P ~\~ ψi

Comme lim iV* (pNp) = 0 (vaguement), d'apres atΦ ε (t> 0), et comme 1;

est quelconque, on voit que N est de type positif (au sens des mesures).

D'apres le theoreme de Bochner, N a un sens et est une mesure de Radon

positive dans X. Alors, pour feCκ quelconque,

(3.36) ί \ f \ 2 d N = N*f*f(0) = l i m l i m [\ff \σvf
 ψ* dξ .

J v I {0} plO J p - j - yj/^

Done ^ - est definie f-p.p., localement |-sommable et Γon a
Ψl

(3.37) [\f?dN= [\ff^-dξ .
J ^ ψl

On a encore, pour f9ge Cκ quelconques,

(3.38)

Ceci donne immediatement que N = — ξ9 d'oύ (a) φ (b).
Ψl

(b)φ(a): Soient (at)t±0 et (βt)t^o le semi-groupe vaguement continu

associe a ψi et celui associe a ψ2, respectivement. Comme ψj Φ 0, on a,

pour t > 0 quelconque, at Φ ε. Posons, pour p > 0 quelconque,

Np = Γ exp (-pt)atdt et iVJ = Γ exp {-pt)βtdt\ alors p J diV,, £ 1,

^ 1 et lim pNp = 0 (vaguement). Comme feCκ quelconque,

(3.39) N*f*f(0) = f \f\2 -^dξ < 00 ,

iV*/*/ s'annule a Γinfini. D'apres la definition, N s'annule a Γinfini.

Done, pour p > 0 quelconque, ΛΓ* Np a un sens et ίim iV* (piVp) = 0

(vaguement). On a, pour p > 0 et q > 0 quelconque,

(3.40) (N* (ε - pi\Q + qNp) * iVJ = iV, .

Pour i e f quelconque, on designe par μ'0VtP la mesure balayee de ε sur
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Cv relativement a Np. Comme lim qN'q — ε (vaguement), on a

(3.41) N* (ε - μ'ΰvJ * (e - pNp) + p(Np - Np * μ'θΏJ

= lim q(N*(ε - μ'OυJ * (ε - pNp) + p(Np - Np*μ'OυJ)*N^
q-+oo

= lim q(Np - Np * μ'CvJ * (ε - (q - p)N'q) ^ 0 dans Cv ,
q-+oo

d'apres (3.40) et Γequation resolvante. Soit μGυ la mesure balayee de ε

sur Cv relativement a (Np)p>0. D'apres le lemme 17, on a

(3.42) iV* (ε - μ'Cυ) = lim AT* (ε - j/CυJ * (ε - pNp) ^ 0 dans Cv .

D'apres la proposition 19, N est conditionnellement sous-median par

rapport a (at)t^Oy et done le theoreme 26 donne que N < ξ, d'oύ (b) φ (a).

La demonstration est ainsi complete.

D'apres theoreme 36, on verra facilement le corollaire suivant:

COROLLAIRE 37. Soit N un noyau de convolution symetrique et verίfiant

le principe classίque du maximum. Alors on a:

(a) Si N est rέgulίer par rapport a f, alors N s'annule a Γinfini.

(b) Si N est regulier par rapport a ξ, alors N est de type positif.

On remarque que Γinverse de (a) existe toujours (voir la remarque 5).

Dans le theoreme 36, la condition de la symetricite de N est inevitable.

§4. Les noyaux de convolution vέrifiant le principe classique du

maximum sur Rn

Dans ce paragraphe, on supposera toujours que X — Rn. On dit

qu'une distribution L est un laplacien generalise si, pour φ e & a valeurs

reelles quelconques,

(4.1) L(φ) ̂  0

des que £>(0) = max φ(x), oύ 2 designe Γespace vectoriel topologique usuel
χeBn

des functions infiniment derivables dans Rn a valeurs complexes et a

support compact.

On connaίt bien qu'a un semi-groupe vaguement continu et sous-

markovien (at)t^0 (resp. un laplacien generalise L), on associe uniquement

un laplacien generalise L (resp. un semi-groupe vaguement continu et

sous-markovien (at)t^0) tel que, pour <pe & quelconque,
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(4.2) L * φ(0) = lim — (at - ε) * φ(0)

(voir, par exemple, [6]). Dans ce cas, (at)t^0 s'appelle le semi-groupe

vaguement continu defini par L et L s'appelle Γoperateur infinitesimal de

Ceci donne que, pour un laplacien generalise L (resp. une fonction

definie-negative ψ), il existe une fonction definie-negative ψ (resp. un

laplacien generalise L), et une seule telle que

(4.3) L = - ψdx ,

oύ la mesure de Lebesgue designe dx.

D'apres le theoreme de Levy-Khinchine, on connaϊt que, pour un

laplacien generalise L, il existe une constante c ^ 0, une famille (6^=1

des constantes reelles, une matrice reelle et semi-definie-positive (ajlc)^ks=h...yn

et une mesure positive σ en dehors de Γorigine verifiant \x\2l(l + \x\2)dσ(x)

< oo telles que, pour φ e 2 quelconque,

(4.4) L(φ)=-c

( n \l/2

En utilisant le theoreme 26 (et aussi le corollaire 27), on obtiendra

Γequivalence explicite du principe classique du maximum.

THEOREME 38. Soit N un noyau de convolution sur Rn regulier par

rapport a dx. Alors les deux έnoncέs suivants sont equivalents:

(a) JV verifie le principe classique du maximum.

(b) N est borne et il existe un laplacien generalise L Φ 0 tel que, au

sens des distributions,

(4.5) L*N^>0 en dehors de Γorigine .

Demonstration, (a) c> (b): D'apres le corollaire 27, il existe un semi-

groupe vaguement continu et sous-markovien (at)t^Q verifiant at Φ ε (t > 0)

tel que N soit conditionnellement sous-median par rapport a (at)t^Q. Soit

L Γoperateur infinitesimal de (at)tZQ. Alors, d'apres atΦ ε (t > 0), L Φ 0.
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En regardant (4.4), on voit qu'il existe un laplacien generalise V a

support compact et une mesure positive σf dans Rn de masse totale finie

tels que

(4.6) L = L' + a' - (f dAe .

Comme N est borne, L*iV a un sens. Soit (NP)P>Q la resolvante verifiant

Np = exp {—pt)octdt (p > 0). Alors, pour p > 0 quelconque, L*NP =pNp

Jo

— ε (au sens des distributions). Pour i e f quelconque, on designe par

μ'Cυ la mesure balayee de ε sur Cv relativement a (Np)p>0 et par ηv la

mesure positive portee par v verifiant (2.22). Alors

(4.7) L*iV*^*(ε -pNp) = L*N*Np*(e - μ'Cv)

= N*(pN9-*)*(*-fa).

D'apres (4.6) et le lemme 17, on a, au sens des distributions,

(4.8) lim L * iV* ηv * (ε — piVp) = L * iV* ^υ ,

et done, en utilisant encore le lemme 17 et la proposition 19, on a

(4.9) L*N*ηυ = N*(μ'Cv - e) ^ 0 dans Cfo .

Remarquons que ηυ Φ 0. Comme i; est quelconque, (4.9) donne immediate-

ment (4.5), d'oύ (a) φ (b).

(b)c>(a): Soit (αt)ί2.0 le semi-groupe vaguement continu defini par

L. Comme L ^ O , on a, pour t > 0 quelconque, αt 9̂  e. Soit 9) 6 Q

verifiant 0 ^ c ί ? ^ l et ψ — 1 sur {xe i?w; |x| ^ 1}. Comme lim —(a t — ε)

= L (au sens des distributions), on a aussi lim ψ—(at — ε) = φL et
ί-0 t

lim (1 — ψ)—(at — ε) = (1 — ?̂)L (au sens des distributions). Comme, pour
t-o t

t > 0 quelconque, (1 — φ)—(at — ε) est une mesure positive, (1 — φ)L est
t

aussi une mesure positive et (1 — φ)—(at — ε) converge vaguement vers

(1 — φ)L lorsque t -> 0. Soit υe'ΐ" quelconque. Soient (Np)p>Of μ'CΌ et ηυ

les memes que ci-dessus. Alors, pour / Ξ> 0 e 2 verifiant supp (/) C Cv

quelconque,
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(4.10) 0 ^ L * iV* ηv(f) = (φL) * iV* ^(/) + ((1 - p)L) * iV* 7β(/)

^ lim f^—fe - e))*N*ηυ*f(0)
t-*o \ t /

+ lim ((1 - φ)—{oct - e))*N*ηv*f(0)

= lim —(at — ε)*N*ηv*f(O) = fdN*(μCυ — e) ,

d'apres (2.41). Par consequent, la proposition 19 donne que N est con-
ditionnellement sous-median par rapport a (^^^o, βt done, d'apres le
corollaire 27, N < ξ. La demonstration est ainsi complete.

En generalisant le resultat de K. Kunugui (cf. [14]), G. Choquet a
donne une condition suffisante pour le principe classique du maximum
(cf. [2]). Le theoreme 38 est un resultat definitif.

En regardant la remarque 28 et le theoreme 38, on verra le corollaire
suivant:

COROLLAIRE 39. Soit N un noyau de convolution regulίer par rapport
a dx et verίfiant le principe classique du maximum. Alors ίl existe un
laplacien generalise L Φ 0 tel que L*2V^ 0 au sens des distributions en
dehors de Γorigine et que, pour N' e S(N) quelconque, L*N' <̂  0 au sens
des distributions dans Rn.

En effet, d'apres la remarque 28, on voit, de la meme maniere que
dans le theoreme 38, qu'il existe un laplacien generalise L tel que
L * N >̂ 0 au sens des distributions en dehors de Γorigine et que, pour
N' e S(N) quelconque, L * N' <̂  0 au sens des distributions dans Rn des
que N' est borne. Pour N' e S(N) quelconque, il existe une suite (N'm)2=t

des noyaux de convolution bornes c S(N) telle que lim N'm = Nf (vague-

ment) (voir la demonstration du corollaire 33). En rappelant (4.6), on
voit que, pour N' e S(N) quelconque, L*N' a un sens et que L * N' ^ 0
au sens des distributions dans Rn.
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